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(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


Исследуется некоторое множество последовательностей, на кото- 
ром реверсивный метод Тоер]142’а совместен со всеми не более слабы- 
ми, чем он, регулярными методами. Дается эффективное достаточное 
условие совершенства реверсивных методов Тоер142’а. Для двух про- 
извольных методов Тоер114#’а устанавливаются эффективные достаточ- 
ные условия их ограниченной совместности. 


Мы будем говорить о методах суммирования с помощью бесконеч- 
ных матриц, называя их методами Тоер1142’а, если они регулярны. 

Поле метода А (т. е. множество всех последовательностей, сумми- 
руемых этим методом) будем обозначать через А’ и говорить, что 
метод В не слабее метода А, если В’ А’. Если А’ = В’, то методы 
Аи В будем называть равносильными. 

Последовательность, в которую преобразуется с помощью матрицы 
А=(а;.) последовательность х=(х,), будем обозначать через А(х)= 
= (4; (1)), а результат суммирования методом А последовательности х, 


т, е. Ш 4; (2), — через А (5). 


Методы А и В будем называть совместными, если для любого 
хЕА’В’, А(х)=В(=2). Если для любого ХЕМСА’В’, `А В), 
то будем говорить, что методы А и В совместны на множе- 
стве М. 

Множество всех ограниченных последовательностей, входящих в по- 
ле А’ метода А, будем обозначать через А,. 

Методы А и В будем называть ограниченно совместными, 
если они совместны на множестве А,В,. Равносильные ограниченно сов- 
местные методы Аи В будем называть ограниченно эквива- 


лентными. 
Метод А= (а,;„) называется реверсивным, если для любой сходя- 


щейся последовательности у=(9;) уравнение у=А(2) (т.е. система. 


со 
уравнений у; = > аих,, ё=1,2,...) имеет единственное решение 2 = (хх). 
Если у=80 = 6) (5—1, 5) =0), то соответствующее решение 


уравнения у=А(5) будем обозначать через =") — (Е). Таким образом, 
каждому реверсивному методу А = (@;.) будет соответствовать счетное 
множество последовательностей т (т =1, 2,...), все элементы кото- 
рых однозначно определяются элементами матрицы (@:%). 
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Последовательности ) будем называть фундаментальными 
по отношению к соответствующему им методу суммирования. 

Реверсивный метод Тоер’а мы будем называть совершенным, 
если он совместен со всеми не более слабыми, чем он, регулярными 


методами *. 
со 


Пусть последовательность # = (&;) такова, что ряд > сходится. 
= 


Множество всех таких последовательностей обозначим через с,. 
со 
Если У пак =0(Ё=1,2,...), то будем говорить, что элемент & = (#,) 


ортогонален ко всем столбцам матрицы (ах). 


Мы будем обозначать, далее, через #А(5) скалярное произведение 
се 


последовательностей фи А(2) (т. е. выражение У &А,(2)), через ёА— 
1 


последовательность, А-й член которой определяется как скалярное 
произведение последовательности & на Ё-й столбец матрицы А и, 
наконец, через (14А)х— скалярное произведение последовательностей 
А и 4. 
Ясно, что если {60,:, ЕЛА’ и все столбцы матрицы А = (а;.) являются 
ограниченными последовательностями (зир|ал|< о, &=1, 2,...), то 
| 


обозначения #А (5) и ЁА имеют смысл. 

Цель настоящей заметки — исследовать некоторое множество после- 
довательностей (в дальнейшем оно обозначено через А’”), на котором 
реверсивный метод Тоер1162’а совместен со всеми не более слабыми, 
чем он, регулярными методами, дать эффективное достаточное условие 
совершенства реверсивных методов Тоер2’а и указать для двух про- 
извольных методов 'Тоерё’а эффективные достаточные условия их 
ограниченной совместности. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть А=(а„)— реверсивный метод Тоери2’а. Для 
каждого регулярного метода В не более слабого, чем А, существует 
такой элемент Ес, и ортогональный кво всем столбцам матрицы (а;,), 
что для любого Е А’ имеет место равенство 


В (2) =А(®)-+ёА (т). (1) 


Наоборот, каков бы ни был элемент 1 Ев, и ортогональный ко всем 
столбцам матрицы А=(а), существует такой метод Тоериг’а 


* ВапасВ называет реверсивный метод Тоер]142’а А = (а,;) совершенным, если 
из условий 


со со 
У <, Уваьео (= 2,...] 
1 хи 


следует, что &,=0 (1=4,2,...). Наше определение совершенного метода эквива- 
лентно определению Вапасв?а (см. стр. 42). 


О МЕТОДАХ ТОЕРЫТ7? А 5 


В, равносильный методу А, что для любого Е А’ имеет место равен- 
во (1%. 

Доказательство. Если матричный метод А= (а;,) реверсивный, 
а матричный метод В = (6,,) не слабее метода А (пока мы не предпо- 
лагаем, что методы А и В регулярные), то с помощью равенства у= 
—=4(х), можно рассматривать В (1) как функционал Ё(у), определен» 
ный в пространстве (с) сходящихся последовательностей у (или, что все 
равно, как функционал }(5), определенный в пространстве А’, для 
элементов которого введена норма |х|=зир | 4; (5) |). 

1 


Как показал Вапась [(*), стр. 47, теорема 10], любой член х, по- 
следовательности (х,.), являющейся решением уравнения у = А (2) (уЕ(с)), 
есть линейный функционал в пространстве (с), поэтому функционал 


со 
Е (у) =В(а) = Вт У вла, 
1>с0 2 
является линейной функцией второго класса Бэра в пространстве (с) 
и, следовательно, РЁ (у) есть также линейный функционал в простран- 
стве (с). Но если функционал Р (7) линейный, то [см. (т), стр. 66—67] 


для любого у= (4;) Е (с), 


Е МУ (6с.:, Е = сопз%) 


или, в других обозначениях, 


В (5) =КА(2) + ёА(х) для любого дЕ А’. (2) 
Если теперь дополнительно предположить, что методы А и В регуляр- 
ные, то, подставляя в равенство (2) 5 (&=1, 2,...) вместо х, полу- 
чим 


Уааи=0 (1 2 ть), 
14 


т. е. что элемент # = (#;) ортогонален ко всем столбцам матрицы (4) 
Положив затем в равенстве (2) х = (1, 1,...) и замечая, что для лю- 
бой последовательности Е А’ и Ес, 


А (<) = (ЕА)х, (3) 
получим &=1. Таким образом, мы пришли к равенству (1). 


* Эта теорема имеет для дальнейшего вспомогательное значение. Если в форму- 
лировке тесремы 4 заменить слово «реверсивный» словом «нормальный», то она 
будет содержаться в известных результатах Мажи”а (*). Следует указать, что 
вторая часть теоремы 1 доказывается тем же путем, как и в случае, когда метод 
А=(ал) нормальный, т. е. когда а =0 при К > Ь аа 0 (1=1,2....). 

Что касается первой части теоремы 1, то, как видно из приведенного доказа- 
тельства, она почти непосредственно вытекает из некоторых результатов ВапасВ’а. 
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Для того чтобы доказать вторую часть теоремы, определим элемен- 
ты матрицы В = (6,,) из равенств 


Вк=ак (К=А, м 


1-1 
вк = ак-- У аль (А 
П=Т 
Ясно, что у 
В, (2) = 4,(2), Ви (2) = А: (2) + УХ 1.41(2) (=2,3,...) (4) 
п 


и, следовательно, если существует Шт 4;(5), то существует и Им В, (2), 


>20 >< 
т.е. метод В во всяком случае не слабее метода А. Но, как заметил 
Матиаг [см. (*) $ 1, теорема 2], из равенств (4) следует равносильность 
методов А и В. Показывается это следующим образом. Равенства (4) 
могут быть записаны в виде 


А, (2) =В,(7), А, (т) = (1—4) А, (7)— В: (2) В:(®) @=2,3,. .), 
откуда по индукции следует, что 


А; (т) = — в (1—4,) (4—4) -- В, (®)— 
4. (4—1) 1-6) ово 
и 


т.е. что А(2)=С(В(2)), где С =(с„)—нормальная матрица, элемен- 
ты которой 


@1и==0; велит в. ет о. 
ск = —& (1—1) (1—%.,) --: (1—#), если # > &-4 (4, &=1,2,...). 


[© ®) 
Так как {Е с,, то бесконечное произведение |] (1—#;) сходится и 
2 
легко убедиться, что матрица (с;.) удовлетворяет трем необходимым и 
достаточным условиям консервативности, т. е. что метод С переводит 
сходящиеся последовательности в сходящиеся и, следовательно, из 
существования Пт В,(52) следует существование т 4, (5). 


1—0 100 


Очевидно, что для любого ЕЛ’, 
В (2) =А(2) + #А(2), 


причем метод В регулярный, так как для всякой сходящейся после- 
довательности х= (2,) (2, —>) и для всякого элемента Ё Ес, и ортого- 
нального ко всем столбцам матрицы А, А(5)=Ё, аёА(х) = (ЕА)х=0. 
Таким образом, теорема доказана. 
Пусть А = (а) — произвольная матрица, у которой зар |а;,| < со 
: 


(& =1,2,...). Обозначим через А” множество всех элементов хЕ Л’, 
для которых #4(5)=0 при любом &, принадлежащем с, и ортогональ- 
ном ко всем столбцам матрицы (а;;), а через А”” — множество всех 


элементов ХЕА’, для которых выполняется равенство (3) при всех 
{Сс,. Ясно, что А" А” 
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Из теоремы 1 следует, что если А— реверсивный метод Тоергт’а, 
то А” есть максимальное множество, на котором метод А совместен 
со всеми не более слабыми, чем он, регулярными методами. Отсюда, 
в свою очередь, вытекает, что реверсивный метод Тоер62’а А явля- 
ется совершенным тогда и только тогда, если А’ = А". 

Можно показать таким же путем, как это сделано у Матаг’а для 
нормальных методов Тоер1142?а [см. (*), $2, теоремы 3, 4], что мно- 
жество всех сходящихся последовательностей преобразуется реверсив- 
ным методом ТсерП2’а А в множество, замыкание которого в про- 
странстве (с) имеет в качестве прообраза множество А” или, другими 
словами, множество А” есть замыкание в пространстве А’ (напомним, 
что’ для элементов х этого пространства вводится норма |5 | =зир| 4; (2) |) 

В 


множества всех сходящихся последовательностей. 

Возникает вопрос, как по элементам матрицы А=(а;) иэлемен- 
там последовательности ХЕ А’ судить о том, принадлежит ли х множе- 
ству А” или нет? Мы ограничимся тем, что ответим на этот вопрос, 
заменив в нем множество А” множеством А””. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть А=(а‚’)— какая-нибудь матрица, Ч которой 
зир |а:к | < © (Е =1, 2, ...). Элемент х из А’ принадлежит А’’’ тогда 

: 


и только тогда, если 


Уч | < ®.: (5) 
К—1 


5ир 
т, п 


Доказательство. Докажем сперва достаточность условия (5). 
Пусть Е А’, а $Е«,. Нужно показать, что для указанных 4 и # усло- 
вие (5) приводит к равенству (3); это и будет означать, что ХЕА””. 
Оценим разность выражений 


со со п со 
#412) = № [7 о ПХ: Ир = ИЯ р ак, 
5-4 К К=1 21 


которые, очевидно, имеют. смысл. 
Из условия (5) следует, что 


©.2) 
зир | № ау | =А < о. 
И ОЕ 
Пусть задана какая-нибудь величина з > 0. Выберем такое М, чтобы* 
со 


У < 5: 


= М-1 


* Можно считать, что К 0, ибо в противном случае 4 (2) —5.=0 и выпоя- 
нение равенства (3) очевидно. 
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Имеем 


|2 (2) — |< У. р ое |+ а] У акь| < 


1=М- Х=п-1 


< ДУХ вы |+. 


=1 К=и-1 


Выбрав теперь такое №, чтобы для всех п > М 


а (т= ый ",=1,2,...,М), 


К=п--1 


получим 
[2А(2)—5|<= (п> М), 
т. е. 


[11а $1 = (#4) х = А (7); 


Таким образом, мы пришли к равенству (3) и тем самым достаточность 


условия (5) доказана. 


Докажем теперь необходимость условия (5). Пусть х=(1,)Е А’. 
п 


Допустим, что зар |5 м со. Тогда можно выполнить следующее 


ьп 
па 


построение. Выберем такие п, и #,, чтобы | У ак Фк| > 0. Положим 
к! 


п: г. 
вар| У.аиль| = 1, (1, > 0), зир| УХ! анлаь| ==М.. 
а А 


Так как зир[а» |< < (#=4, 2,5..), а =) чо Г, М 
Г 


Считая, что пу, #», (У> 1) определены, выберем и. и Г’ так, чтобы 


Е М, + шт (п ) Е 


Ки 
о 4 1 1 = А, 
-- 1 Е т: га Ма ах | 
- те 2 у- 
и положим 
5 


Очевидно, 
0 М, №, < со (у...) 


После того как мы определили последовательности индексов (п) и (5,), 
построим последовательность & = ({;) следующим образом. Положим 


* Можно считать, что для всех достаточно больших М Г-0, ибо если все 
:=0, то выполнение равенства (3) очевидно. 
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ны, =0 (9=1,2,...); ца 
: : у (8 ) 


: 1 
1) == Па Е э у- т, яр 


Последовательность {Е с,, так как все ее не равные нулю члены поло- 


жительны и, начиная со второго, не превышают, соответственно, чле- 


фай А 
нов прогрессии 5» 5" *- Покажем, что 


У—1 


п 
У [< 


т о Е - 


К=1 Пе! 


и, следовательно, что (2А)т, в противоположность [А (5х), не имеет смы- 
сла для рассматриваемого хЕ А’. Это будет означать, что х не принад- 


лежит множеству 4’’’ и тем самым необходимость условия (5) будет 
доказана. 


Можно написать 


У со Гу пу © пу 
вы 2, Уи Уна + Хы ам, = 
К=1 1=1 1= К== =)  кы 


=== х ит > Я ,кХь иг о и я ЯР 


в=У-1  Е=1 


и так как 


| у < = № 3% Ин < Г, (+++...) =2, 


ш=у-1 = в=У-1 
То 
пу пу пу 
[5п,| 2, | № И и № акк |-— | м акк |... — 
о: К=4 Е 


в кн] -| > Г ‚У анк | >На М, М, 


и=У+1  К=1 


И И 1 
01И АИ : и №, — М, — 
-- (т, т.) №, + = ИЕ от. т У 1 


1 к А 3 й ор И. © 
а ИН аы ы: 


—=У, 


т. е. действительно Пт $. = оо. 


У со 

В случае, когда А есть реверсивный метод ТоерП\’а, множество 
А’” является некоторым множеством (вообще говоря, более широким, 
чем 4’), на котором метод А совместен со всеми не более слабыми, чем 
он, методами Тоер\2”а. 

Можно охарактеризовать множество 4’” с иной точки зрения и 
притом для любой матрицы А, у которой все столбцы являются 0х0- 
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дящимися последовательностями. Для этого обратимся к некоторым 
линейным пространствам и их непрерывным отображениям. 

Будем рассматривать множества, элементами которых являются по- 
следовательности чисел. Назовем суммой последовательностей х = (т,) и 
у = (у») последовательность + у=(2,- 9»), а произведением последо- 
вательности х=(х,) на число г— последовательность гх= ат = (тгху). 
Пусть Х — какое-нибудь множество последовательностей, для которых 
установлены указанные операции сложения и умножения на число. 
Если \, вместе с элементом х, содержит элемент гх, а вместе с эле- 
ментами хи у—их сумму х-ру, то Х является некоторой линейной 
системой. Для каждой такой линейной системы Х введем понятие со- 
пряженной линейной системы ^”, состоящей из всех элементов и = (и,), 
для которых их=и,х, их, --... есть сходящийся ряд при любом 
ТЕХ: 

Элемент ХЕ» назовем пределом последовательности элементов х(® Е }. 
{п=1, 2,...), если для любого иЕ^* 


Пи их = их. 


п>о 


Установив понятие предела, мы тем самым обратили линейную си- 
стему ^ в линейное пространство, которое будем называть простран- 
ством типа (Т). Подобные линейные пространства были рассмотрены, 
повидимому, впервые в работе Кб&Ве и Тоер\?а (*), а затем исполь- 
зованы Ко{\е (*) для исследования систем уравнений с бесконечным 
числом неизвестных. Следует только отметить, что в работе КбЪе и в 
основной части работы Ко\е и Тоер1142’а при определении сопряженного 
пространства авторы требовали абсолютной сходимости ряда их. 

Можно показать таким же образом, как это сделано в работе Кое 
[см. (“), стр. 196], что с помощью некоторой системы окрестностей 
пространство типа (Т) может быть превращено в пространство Наиз- 
ЧогЁ?а. 

Обозначим через е пространство типа (Т) всех сходящихся после- 
довател ьностей, а через ф — пространство типа (Т) всех последователь- 
ностей, у которых члены отличные от нуля могут встречаться только 
в конечном числе, 

Нетрудно убедиться в том, что е*’=0в,. Действительно, во-первых, 
очевидно, что е*Ов,, во вторых, если элемент и не принадлежит су, 
то существует такая последовательность индексов (^,), что 


Ку 


У що 


КК, 1+1 


и, следовательно, для сходящейся к нулю последовательности (тк), у 
которой член 


= а их ЕК 


будем иметь 
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к, 


В о О] 


К=1 


т. е. получаем, что их есть расходящийся ряд, а значит и не принад- 
лежит е*. 

Укажем, так же как это сделано в упомянутой работе Кб Ве и Тоер- 
1142’а, на следующие два обстоятельства. Если в каком-либо простран- 
стве \ типа (Т) Пт х@®) =х, то 


п>о 
Па 5х, (Ё=1,2,...), 
пс 
хак как “Юбос)^" (Е =1,2....) и, следовательно, 
Пиа 209 59 — п 2 —= 89 = хх. 
п>о п->о 


Далее, если ^ф, то каждый элемент х=(т7,)Е^ есть предел своего 


усечения 2(=(х,, т,, ..., д, 0,0, ...), ибо, во-первых, х®Ефсх 
(п=1,2, ...), а, во-вторых, для любого иЕЛ” Пм их = их. 
пох 


Условимся писать, что матрица АЕрв(^), если скалярное произведе- 
ние любого элемента пространства ^Х на любую строчку матрицы А 
имеет смысл и если, кроме тсго, любой элемент пространства Х преобра- 
зуется с помощью матрицы А в элемент пространства {. 

Заметим, что если АЕь(/^), причем ^ Эф, то Ё-й столбец матрицы А, 
являясь последовательностью А (5) (Ё =1,2, ...), принадлежит в и, 
следовательно, в этом случае последовательность 5А (5 Е\1^*) имеет смысл. 

Будем говорить, что матрица АЕв()^)` отображает пространство Х 
непрерывно в пространство? р, если из того, что 2 —>тх в простран- 
стве Х, следует, что*А (52) —> А(х) в пространстве в. 

ТЕОРЕМА 3. Отображение пространства Эф в пространство в 
с помощью матрицы АЕвь(»\) непрерывно тогда и только тогда, если 
для любого ЕХ и любого 5 Ев” 


2А (5) = (5А)х, 


т.е. если (А) х имеет смысл и равно 5А (т). 
Доказательство. Пусть х= (2,) Е Эф, о=(5;) Ев”. Положим 


а аа..1т,0: 0.) 


Если матрица А=(ак)Еь(»\) отображает пространство ^ непрерывно 
в пространство р, то 


со п 
5А (2) = В 54 (2) = Иа Уо; Уакяь. 
со п 
Так как 1 Е) при любом п=1,2, ..., то ряд > > акт сходится 
1 = 


при любом п и, следовательно, 
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А (5х) = Пт > у № и; и о ту р с: ах =(оА)х, 
Е=\1 


ее = И 9 


откуда, между прочим, следует, что АЕ)". 
Наоборот, если матрица АЕв(/.) и 5А(1) =(5А)х для любого хЕ/. 
и любого о Ер", то оАЕ^* и, следовательно, если 5 = И 2(% (24), 2%,...— 


п>о 


какая-то последосвательность элементов пространства ^, то 


м 54 (28) = Им (54) 5 = (6 А) х=ьА(х), 


>с —со 


т. е. получаем, чт‹ ‚1 непрерывно отображает пространство ^ в про- 
странство в. 


Из теоремы 3 след’ т, что если А’2/ 2, то пространство ^ непре- 
рывно отображается матрицей А в пространство е в том и только в том 
случае, когда для любого Е» и любого #Ес, выполняется равенство (3), 
т. е. когда ХС А’”’’. Но для того чтобы А’, очевидно, необходимо 
и достаточно, чтобы все столбцы матрицы были сходящимися последо- 
вательностями, причем если это имеет место, то фС А’”’. Соединяя это 
замечание с предыдущим, приходим к следующему выводу. 

Даля всякой матрицы А, у которой все столбцы являются сходящи- 
мися последовательностями, в частности, для произвольного метода 
Тое р112’а А, множество А’'’’ можно оха ракте ризовать, как максималь- 
ное из пространств типа (Т), содержащих Фх и непрерывно отобра- 
экаемых матрицей А в пространство е. 

Перейдем теперь к совершенным методам суммирования. Известно, 
что реверсивный метод Тоер а А = (ан.) является совершенным тогда 
и только тогда, если из всех элементов {Е с,, только элемент & = (0, 0, ...) 
ортогонален ко всем столбцам матрицы (а;.). Достаточность этого усло- 
вия была показана ВапасВ’ом [см. ('), стр. 90—95], необходимость-- 
НИРом [см. (°), стр. 380]. Заметим попутно, что после того как дока- 
зана теорема 1, достаточность указанного условия очевидна, а необхо- 
димость доказывается в двух словах. Действительно, если реверсивный 
метод Тоер!1’а А = (а;.) соверщенный, то, как это следует из равен- 
ства (1), для любого Е А’ и любого Ё&в, и ортогонального ко всем 
столбцам матрицы (а), 2А(2)=0. Полагая, в частности, х=® 
(т=1, 2, ...), Получаем 2-0 (т, №). 

Приведенное необходимое и достаточное условие совершенства не 
позволяет, однако, судить только по элементам матрицы (аж) о том, 
совершенен ли метод А= (а;.) или нет, ибо вопрос сводится к некото- 
рой проблеме теории уравнений с бесконечным числом неизвестных, 
которая сама требует решения. 

С помощью теоремы 2 легко получить эффективное достаточное усло- 
вие совершенства реверсивных методов Тсер!147?а. 

ТЕОРЕМА 4. Реве рсивный метод Тоер!аа А= (а) является сове р- 
шенным, если для почти всех* соответствующих ему фундаменталь- 
ных последовательностей Е") выполняется условие 


* Т.е. для всех, за исключением, быть может, конечного числа. 
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р 
зир 


ую 


а | < ©. (6) 
1 


И 


Доказательство. Если почти все фундаментальные последова- 
тельности &%, соответствующие реверсивному методу Тоер!1’а А = (ал), 
удовлетворяют условию (6) и если элемент #Ес, ортогонален ко всем 
столбцам матрицы (4), то, как это следует из теоремы 2, для почти 
всех индексов т справедливо равенство 


РА (Е) 1, = (#4) Е) = 0. 


Но тогда $„=0 для всех индексов т, ибо последовательность &= (1), 
у которой, кроме конечного числа членов &:, .,...) и», Не равных нулю, 
все остальные члены равны нулю, не может быть ортогональной ко всем 
столбцам матрицы (аж) реверсивного метода А. Действительно, пред- 
полагая противное, будем иметь 


У 
Ако = 2, а 


]1=1 


Но тогда для любого х=(т,) Е А’ получаем 


У У со ЕЯ У 
> А; (2) = о и > Ч кк = о т. > м ак = 0, 
1 


7—1 1=А КА к=й = 


что невозможно, так как для всякого реверсивного метода А всегда 
найдется такая последовательность = (7,)Е А’, для которой любое 
конечное число величин А, (2) с произвольно выбранными индексами # 
принимают любые наперед заданные значения. 

Таким образом, если условие теоремы выполнено, то из всех эле- 
ментов {, принадлежащих с,, только элемент #= (0, 0, ...) ортогонален 
ко всем столбцам матрицы (а:к), следовательно (см. стр. 12), метод 
А = (ак) — совершенный. 

Как частный случай этой теоремы, получаем следующий результат: 

если для реверсивного метода Тое ра А почти все соответствую- 
зцие ему фундаментальные последовательности Е ограничены, то метод 
А— совершенный. 

Для нормальных методов этот результат был получен Махаг’ом 
Г(°), стр. 607]. 

Основываясь на теореме 4, нетрудно построить совершенный метод 
суммирования, у которого среди всех соответствующих ему фундамен- 
тальных последовательностей Ё) имеется счетное множество неог ра- 
ниченных. 

В качестве простейшего примера одного из таких методов приведем 
метод, заданный матрицей 
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(ак) = ба НН Е 


т. е. нормальной матрицей, у которой только следующие элементы 
отличны от нуля: 


@зи-1,эк-1 = @3р,зк-1=1,  @,ж-=ек, @зк, эк = к 
и 


причем величины е„, е„, кроме того, что все они == 0, педчинены 
условиям 


37 5^ 2. 
‚ 31 58 *** н-4 
>0 3 4 


5 ео й > ©. 


‚ 
5п 


Приведенный метод есть, очевидно, метод Тоери?а. 
Рассмотрим соответствующие ему фундаментальные последователь- 


ности &" = (=). Ясно, что если т четное (т=2), то все члены 


1 
последовательности ”) равны нулю, за исключением члена #0 =— ь 
в 


так что все такие Е) удовлетворяют условию (6). Если же т нечетное 
(т —=Зь —1), то последовательность Ё(”) неограниченная, так как для 
любого х > и имеем 

ЕА-0 — ( ден боев *^* 8—4 


2х 5 
х 


. 


Но каждая из последовательностей &т) = {@*- удовлетворяет усло- 
вию (6), ибо если п >, то 


п 
9-1 
Учи" )=4 или 0, 
А 
а если ч<ь, то 


п 
(Зв -1) А ЕСВ- * 
Уай" = (0, 1, о (>в, 
К=1 
п Ц 
т. е. в этом случае величина Хак“ 
к=1 
дующие значения: 0, 1, в,, (1, =,) ( — 4) Венера... ех-1 (х >в), так как 
ев 4 а 
› 


&—# 


й 
> может принимать только сле- 


и -4 — мт, ’ 
О ТЗ 


* Такая запись означает, что в правой части равенства может стоять любая 
из величин 0. 1, а умноженная на О 
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Укажем, далее, что с помощью теоремы 2 можно легко строить совер- 
шенные методы А, для которых А’ = А’’-Е А’”’, и обнаружить существо- 
вание таких совершенных методов А, для которых А’= А’' = А”””. 

Простейшим примером совершенного метода, для которого А’ = А’’ = 
== А’”’, может служить метод Тоер!12’а, заданный нормальной матрицей 
А = (а), у которой только следующие элементы отличны от нуля: 


: Л 
а: = @пн-а=@лп=- (П=4,3, Е 


Этот метод — совершенный, хотя бы потому, что все соответствующие 
ему последовательности &") ограничены. Кроме того, последовательность 


1 1 Ат 1 1 1 
(2) =, —1, Е, ан ДИО ... 


суммируется этим методом к нулю и потому принадлежит А’, но эта же 
последовательность (5,) не принадлежит А”’’, так как 


21 
1 

2 аи |=. 24-1 |-> © 

РЕ 14—00 


и, следовательно, условие (5) не выполняется. в 
Что касается совершенных методов А, для которых А’= А’ = А’, 
то таковыми являются методы В1е52’а, определяющие предел последо- 
вательности (57,) как 
7 


Пт и 2 А’ р, 


тс С ЕЕ 


где Ак = РА — Рик, Р=0, р4< р, < ..., р. >. 
Действительно, если матрицу, соответствующую методу В1ез2’а обозна- 
чить через А = (ал), то будем иметь 


п р 
1 . } 
а Ри, (2 <п) 


) ее и: | 
[раша] = [5 Хван] = р. Ав (2) | < | 4" (7)| (>). 


Таким образом, для любого ЕЛ’, 


зар 
тп 


п 
5 акт, | < вир| А, (2) < ©, 
К=1 : 


т. е., как это следует из теоремы 2, А’= А’””. 
Перейдем теперь к вопросу 0б ограниченной совместности методов 


ТоерИ а. Докажем несколько простых лемм. 
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ЛЕММА 1. Методы ТоерИ2?а А=(ак) и В = (к) совместны тогда 
и только тогда, когда система уравнений 


у =а. 2 а», ©2025 } 
су. =б 2,6, я, ..., | 
у. =а,. 2. @»,я,-|..., р (7) 
су =б я, Вт, 59а 


еее 


не имеет решения, если одновременно с 1, а у=(4:) есть сходящаяся 
последовательность с пределом = 0. 

Доказательство. Пусть методы А = (ак) и В=(6;‹) совместны. 
Если существует некоторое с = с’ == 1 и некоторая последовательность 
= у’ = (у;), сходящаяся к величине \+0, при которых система (7) 
имеет решение х-=2” =. (2%), то А(5’) =ч-=Ё В (2') =с’ч, что противоре- 
чит совместности методов А и В и, следовательно, условие леммы 
является необходимым. Предположим теперь, что для методов Тоер!142?а 
А = (ах) и В=(Ь) условие леммы выполнено. Если методы А и В несов- 
местны, то существует последовательность 5’ = (1;) такая, что А(х’) = 
—=а- В(х') =6. Можно считать, что а+0 и 6-0, ибо в противном 
случае можно говорить не о последовательности 5’ = (5%), а о последо- 
вательности х” == (2. а-- 6), для которой А(="”) =2а- 6-0, В(=") = 
—=26--а+0, поскольку предполагается, что одна и только одна из 
величин а, 6 равна нулю. Но если А (2') =а-+0, В (2') =6 0 иа-= 6, 


Ь 
то последовательность 2’ является решением системы (7), когда с =-„ =Е 1. 


а у=у’ =(9:), где у = А; (2), у =-> В: (2) (1=1,2' ...) Чак как 


у: —>а=0, то мы пришли к противоречию © условием леммы и тем 
самым достаточность этого условия доказанз. 

Совершенно ясно, что таким же путем, каким была доказана лемма 1, 
может быть доказана 

ЛЕММА 2. Методы Тоери2?а А=(а) и В=(Ьк) ограниченно 
совместны тогда и только тогда, когда система уравнений (7) не имеет 
ограниченного решения, если одновременно с 1, а у=(ц;) есть сходя- 
цаяся последовательность с пределом +0. 

ЛЕММА 3. Пусть матричный метод А=(а;,) такой, что 


Ув <® @=1,2,...). (8) 
к=1 


Какова бы ни была монотонно возрастающая последовательность нату- 
ральных чисел (п;) (п... > п, 1=1,2,...) и какова бы ни была последо- 
вательность (=;), сходящаяся к нулю, всегда можно указать метод 


%{ = (в:к), ограниченно эквивалентный методу Аи удовлетворяющий усло- 
виям 


\ 


п; = 6, ЧЕ, если Е>п;: (=, 2, ее) (9) 
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Доказательство. Если метод А = (а, ,) удовлетворяет условию (8), 


то можно образовать такую последовательность (;) (Ё, >в, йа: > Ёь 
1=1,2,...), чтобы 


со 

г р [ак|=0 (10) 
кв: 

и чтобы каждые два соседних члена последовательности (№;) были 

разделены по крайней мере одним членом последовательности (п). 

Пусть такая последовательность (Ё;) обравована и пусть 


п < Ё; < Пур (= 2, 3, 7 с 


Строим группу строчек матрицы (а;,) с номерами 4, 2,..., у, вы- 
бирая произвольно элементы чз (< п, 1<:<у,)) и полагая 
Чт: =: (1< < ,), як=0(Ё > п, 1<:<у,). Затем, строим группу стро- 
чек матрицы (а;„) с номерами у, | 1, у. 2, ..., у,, полагая 


1 =а.к(Ё < Ё,, У. -+1<#<у,), к — 0 (Е << и,, у. + 1<2<у,), 
т; = Е; (1<:<,,), бк — 0 (> Пь у, 2 1<#<у,). 


Далее, строим труппу строчек матрицы (%;,) с номерами у,-1, 
у. +2, ..., Уз, полагая 


ак == вк (Ё < Ё,, у, +1<1<у,), ак=О (<< п, у, +1 << у,), 
д =е; (у, -1<1<у,), к = 0 (К > п, у, + 1< < у,). 


Ясно, что, продолжая указанный процесс до бесконечности, мы по- 
строим тем самым метод 9% = (%;„), который будет ограниченно эквива- 
лентен методу А = (а;„) и будет удовлетворять условиям (9). 
Приступая к выводу некоторых эффективных условий ограниченной 
совместности методов Тоер11+2’а А = (%,,), В =(6:,), будем считать, что 
эти методы заменены какими-нибудь ограниченно эквивалентными им 


методами 9( = (%;„), 3 = (В,„), Удовлетворяющими условиям 


@124-=Е 0, а. =0, если Ё > 21—11, ИО 
8:2: 0, Ви =0, если # > 24. и 


В силу леммы 3 это всегда выполнимо. 
Если для указанных методов %, 3 составить систему уравнений, 


аналогичную системе (7), то матрица, образованная коэффициентами 
при величинах х,, будет нормальной. Эту нормальную матрицу 


и 11 


Ва Ва 


бот 22 Ч 
Ва В аа Ва 


обозначим через Адв. Так как выбор методов %, % весьма разнообра- 
зен, то можно говорить о различных матрицах Адв- 


Известия АН, серия татематическая, № 1. 


68 В. М. ДАРЕВСКИЙ 


ЛЕММА 4. Если методы Теойига А=(а:,) и В= (6;:,) ограниченно 
совместны, то для любой матрицы Ав существует такая подпоследова- 
тельность (Ё,) натуральных чисел Ё, что 


Ку 


Ниш У К9|= ©, ое 


Е 1<Ку < Ку 


<= (@&^) фундаментальные последовательности, соответствующие 
матрице Аль, ©, У” означают суммы, взятые, соответственно, по 


“у 
всем нечетным и по всем четным индексам + в интерзале между 1 
и К,). 
Доказательство. Пусть методы Тоер!4’а А=(а:,), В = (6х) 
ограниченно совместны и пусть с, У,, У., ... — какие-нибудь величины. 
Напишем систему уравнений 


У: =“ 151, ) 
су, = Ва = В..т,, | 12 
Уз =0,:2. 9.1, + “,.5., Г ( у 
ву. = Вах. Ваза Е Ват, Ве» 
соотвэтствующую какой-нибудь матрице Адр: 
Решая систему (12) относительно величин х,, 1,, ..., получаем * 
= У’ Ку, с — О а (13) 


«К 


Так как матрица А„з регулярная, то, взяв за последовательность (хх) 
некоторую сходящуюся последовательность (5х) с пределом +0, полу- 
чим, в качестве соответствующего решения системы (43) при се =1, 
некоторую последовательность (у;), сходящуюся к величине =0. 
Обозначим через О множество всех значений №, при которых ни 


одна из величин У’ ||, У”|ЕФ]| не равна нулю; 
< < 


* Если преобразование у=А(2) осуществляется с помощью нормальной 


матрицы \=(\;,), то матрица 5=(\.), соогвегствующая обратному преобразо- 

ванию, будет, очевидно, также нормальной. Полагая в обратном преобразовании 

&=\(у), у== 8") — (5), вт) ((т)), (60—14, 609 0, Е”) -- фундамен- 
К т Ет < 


тальные и соответствующие матрице А), получаем известные 
равенства \ьт = т и, следовательно, 


Оу, Е, ВЕ, (4,9, ...]. 


На этом основании написаны равенства (13). 
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Если допустить, что множество О пустое, или что О не пусто, но 


К 


зпр У |8 | <, 
ко ПХ | 
то величины 


(= У Рис УЧИ (=1,2,...) 


1<К < 


образуют при любом с ограниченную последовательность, ибо для всех 
С 7 р : э „ 
КЕО. по крайней мере одна гв величин У [&.®|, У" [Е„(®] равна нулю 
Иа < К у 


и, следовательно, 2„(с) равно либо х,;, либо схк. Другими словами, 

мы приходим к выводу, что при любом си некоторой сходящейся 

последовательности (у;) с пределом, отличным от нуля, система (12) 

имсет ограниченное решение (хх (с)), что противоречит, согласно лем- 

ме 2, ограниченнсй зовместности методов % = (2) и 3 =(3;,) (методы 

ЗГ а 3 ограниченно совместны одновременно с методами Аи В). 
Итак, О не пустое множество и 


Г: 
зар 0 | ==05, 
ЕО >! К | 


откуда следует существование такой последовательности (Ё,), для 
которой выполняются условия (41°). 

ТЕОРЕМА 5. Методы Тоер12’а А и В будут ограниченно соб- 
местны, если для какой-нибудь матрицы А.в существует такая 
подпоследовательность (Ё,) натуральных чисел ЕЁ, что кроме условий 
(11) выполняются еще условия 


уе 


| ы ЕСО 
г 1<К у у 
п — 0, ПШ— >00, 
со о 10| - Зеябь ГЕ 
< й 1<Ку 
д (14 
|2 Е Е 
Пт ко —0. тт к, 0 (79.0). 
со >20 
У1=й, | У 
{=1 11 


Доказательство. Пусть условия теоремы [т. е. условия С» 
(14)] выполнены. В таком случае имеем 


=> 0. (15) 
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Действительно, предположим противное. Тогда можно выделить из 
последовательности (А.,) такую подпоследовательность (№), что 


. \ = | 


25, м» | 


= =0, (16) 


Так как условия (11), (14) не нарушаются при замене последова- 
тельности (К) последовательностью (#,,), то, в частности, имеем 


р Е _ 

1<Ку 

Вы о (17) 
-К. 


О (18) 
К 


1; ТИ Ур 0 й 

ТП иж = - ( 9 

кы ГИ | (19) 
+<К в 


Далее, из второго условия (14) имеем 


2 


1<К 
= 0 
м ИИ ЕО | — 
а Ув. 


и, следовательно, для достаточно больших в 


у 


ь ь р 
: — 
Е. (20) 
<, к, 
Положим 
ЕК р 
а, № <, ° 
к а у 5 21) 
О у (0) 
а | |5 
= 1=1 и 


и заметим, что, в силу третьего условия (14), е,-—>0. 


Используя формулы (19), (20), (21), получаем для достаточно 
больших в 
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СЯ (2) ” ЕС) " + 
о, ры | 
ак, О и 
> СО > : я : = 
Е | 
<, № | \®| < № 
2“ о 
9 ку ь 9 ку 
ДА и: ый АНН 
<(1++ = Л + [вы | |. 
А, | ЕО 
ы `. 
> Ул р Ау, | 
Принимая теперь во внимание равенство (16) и то, что е„->0, 
получаем 
о 
х м 
Пт я = = 0, 
й) 
ис | | 
=^у № 
| 


что противоречит второму условию (14). 


Итак, если условия теоремы выполнены, то имеет место нера- 
венство (15). 


Обратимся теперь к равенствам (13). 
Пусть у, ->1=0 и пусть № — некоторое натуральное число. Поло- 
жим у:—т==е:, зар [е; | = М и перепишем равенства (13) с номерами 


К > № следующим обравом: 


= У ее ры + Хы че Хы 


№ < м Х <1<К № <1<К 


й 


& 
с У 0-1 (1—© > &^  (=мМ-1, М-2, ...). 


{=1 К 


Из этих равенств получаем 


1%, |=|7[1—<| 


м 
У, 2] — Мшах (1, [е1) 1891 -- 


«К #=1 
к к. 
— зар [г;| тах (1, У те = (Е = М-1, М-2, ...). 
а>м 1 И 
В частности, будем иметь 
м 


>18] 


М шах (1, ||) - — 


ее [911 1 


569) ЕЙ 
\ Е й р 2 ы 
ю) | 
У С ) Ку 
се “2 у 
ве тах (4, |< | }-—|е 1-е | 50 (> М). (22) 


У Е(Й 1=1 
Е, 


ь>2 
5-2 
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Считая теперь, что для произвольных, но  фиксирован- 
ных (1;) (у:>1-20) и с-Е1, величина М№ выбрана так, чтобы 
зир | е; | ах (1, [<= 114 —е|, 

{> № 
выберем такое К > №, чтобы для всех й, > К выполнялись, согласно 
условию (15) и двум последним условиям (14), неравенства 


<, “у . 
о 
У 161 У ЕЮ 
1=1 1=1 
ты + 
Е : 
1=1 р 
М тах (1, |< |) „ —— «1511 |1—с|. 
БУ 
=1 


Тогда из неравенств (22) получаем 
к 


[к [> © 1111 —е1 12| (&,> Ю, 


1=1 


‚Ку 


и так как 2)|Е0|-— со, то (хк,), а следовательно, и (т,) являются 
ыы 


{= 
неограниченными последовательностями. Таким образом, мы получи- 
ли следующий результат: если условия теоремы выполнены, то для 
любой сходящейся последовательности (у;) с пределом ч==0 при лю- 
бом с-Е1 решение (х,) системы (12) есть неограниченная последова- 
тельность, чем, в силу леммы 2, теорема и доказана. 

Условия (11), (14), несмотря на их кажущуюся громоздкость, мо- 
гут быть широко использованы для построения ограниченно совмест- 
ных методов Тоер\7?а. 

Ниже будут построены, с помощью указанных условий; такие два 
отраниченно совместные метода Тоер!(2’а А и В, что А, Ву = А, 
Аз Вь = В., А, В, содержит расходящиеся последовательности. Тем са- 
мым будет показано, что для такого рода методов ТоерП2’а условия 
(11), (14) могут быть реализованы *. 


* Не представляет труда убедиться в том, что условия (11). (14) могут быть 
реализованы для ограниченно эквигалентных методов Тоер\142?а А и В, а также 
для ограниченно совместных методов Тоер!1(2’а А и В, таких, что у ы 1 
самом деле, легко проверить, что условия (11), (14) будут удовлетворены для огра- 
ниченно эквивалентных методов Тоер!142’а А и В, которые определяются матри- 
цами, образующимися из матрицы метода средних арифметических вычеркиванием, 
соответственно, ее четных и нечетных строк. Легко также убедиться в выполне- 
нии условий (11), (14) для следующих методов ТоерИ12’а Аи В таких, что 
А — Вь. Метод А определяется так же, как и в предыдущем примере. Что же 
касается метода В = (5;,), то все его неравные нулю элементы таковы: 

Ва Ферре ы (#=1,2....). 


я 
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Пусть А=(А;,)— некоторая нормальная матрица, а о) 
(:=1,2,...)-— соответствующие ей фундаментальные последователь- 
ности. 

Подставляя в равенства 


1 
Аи @=1 9...) (23) 


вместо последовательностей у = (у;), х= (ху), соответственно, последова- 
тельности 8%, Е®, с каким-нибудь фиксированным индексом # и опре- 
деляя, затем, элементы последовательности #0, без труда получим 


#0 =0, если Ё <, 
Е Ат 0 00...00 
Аа А; 24+ А; 25420 Бос © 


А. Аа 
| : й А, ; Ак,; О О А» Е ‚ 
В о м. т оли. (24 
: А; ’ я ( ) Аз: Аут, дит" "Аль 


Как мы уже указывали (см. сноску на стр. 18), преобразование, 
обратное преобразованию (23), будет 


к 
= Уи: (Е=1,2,...), (25) 


1=1 


причем это преобразование, так же как и преобразование (23), будет 
осуществляться с помощью нормальной матрицы. Далее, по отноше- 
нию к преобравованию (25) обратным будет преобразование (23). 
Отсюда следует, что столбпы любой нормальной матрицы яьляются 
фундаментальными последовательностями для обратной ей матрицы. 
Рассматривая преобразование (25), как исходное, а преобразование 
_ (23), как обратное предыдущему, получаем вместо равенств (24) сле- 
дующие: 


(К) Е(К-Т) 
Па о 00...0 
(©) ЕСКТ) Е(К-?) 
па ) 002 
Е(®) ЕЮ. .Еа-1) 
5:1 511 № 1-Я 
р | ЕЮ ЕО Е- о 
с И ко ак ВЕ, ! 
Ак = сю, Ав=(—1)-* 09 10. 50 ебли. (26) 
6х г кт . . . т 


Итак, если задаться последовательностями &® = (#0) (1=1,2,...), 
удовлетворяющими условиям: &9-0, Е, =0(1=1,2,...), ав осталь- 
ном— произвольными, и построить по формулам (26) нормальную мат- 
рицу А=(А;.), то для такой матрицы последовательности КО будут 


фундаментальными: 
Построение вышеуказанных методов А и В будет состоять в сле- 
дующем. Мы зададимся такими последовательностями 0 = (2), кото- 
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рые, во-первых, удовлетворяют условиям (11), (14), а во-вторых, 
являются фундаментальными последовательностями для некоторой нор- 
мальной матрицы Тоер!142’а А. Метод А будет определяться с помощью 
матрицы, в которую обратится Д, если вычеркнуть все ее четные 
строки. Вычеркивая в матрице А все ее нечетные строки, мы получим 
матрицу, с помощью которой определим метод В. Для таких методов 
Аи В матрица А будет являться матрицей Аль и так как соответ- 
ствующие ей фундаментальные последовательности &% удовлетворяют 
условиям (11), (14), то, в силу теоремы 5, методы А и В будут огра- 
ниченно совместны. Нам надо будет только озаботиться при выборе 
последовательностей #®, чтобы методы А и В обладали остальными, 
указанными выше свойствами. 

Приступим к выбору последовательностей &®. Прежде всего положим 


КО =0, если А 0+0, ©, 0, \ (27) 


0-0, если ВЪЕЬА (:=4,2,...). 


Для таких последовательностей (2 = (0) формулы (26) обратятся в 
следующие: 


й Е 
Ак — п, А ое м (28). 
а а, 


Таким образом, последовательности Ё®, выбранные согласно усло- 
виям (27), являются фундаментальными последовательностями для 
нормальной матрицы А = (4А;,), элементы которой определяются фор- 
мулами (28); 

Далее, для последовательностей &() указанного вида первое усло- 

вие (11) и третье условие (14) принимают вид 
ке к, 

о в 

оно р 


ы о (29; 
Е ЧЕК х | 


Что касается остальных условий (11), (14), то они будут автоматиче- 
ски удовлетворены, какова бы ни была последовательность индексов 
(К,) (&,>1). В самом деле, из условий (27) получаем, что либо 


Урекеь, У =|-Ь, 


<К <кК 
Уре, УЕ, 
1<Е Ки 


либо, наоборот, 


Уфе, У, 


1<К <к 


Уно, УЕ = 


«К {< 
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и, следовательно, 


ЕО У КО =), (30) 
1<К 1 <К 
| р 5 
=" —4 — к 
хЕЭТ ХЕ (№ 2, 3, ). (31) 


Кроме того, из тех же условий (27) имеем 


Ба =0 (1=4,2,...). (32) 


=> $ | 


Формулы (30), (31) и (32) оправдывают наше утверждение, т. е. по- 
казывают, что при любой последовательности индексов (№,) (А, >1) вто- 
рое и третье условия (11) и первые два и последнее условия (14) 
удовлетворены. 

Положим 


р 
о (а 9...) 
Тогда равенства (28) обратятся в следующие: 
1 > с 
Ань — 00, Ах = Ахк Ака Ара: Мм (#> Е, Е=1,2,...). (33) 


В дальнейшем мы вададимся величинами А. -+0, *№,.. 0 
(&=1,2,...) и тем самым будут заданы величины 0-0, 40,0 
Ел...) 

а (29) будут удовлетворены, если для какой-нибудь последо- 
вательности индексов (й,,) 


Е(КУ =1) 
Ку 
ВА == 50, о 5, == 
у—со — со $ 
или, что то же самое, 
Пт Ак, к, =0, ПшАк,=4. (34) 
у со у у>со 
Мы примем все величины Д)), Лх.: (Е =1,2,...) положительными. 


Тогда условия регулярности матрицы А = (А,;,) сводятся к следующим: 


П А: =0, Цш Ар = (35) 
2 


> 
=1 


Пусть (е„) и (=„)— две последовательности, удовлетворяющие усло- 
виЯм 


ПО =.) (36) 
2. =о (1) '6,=0.(1)- (37) 


26 В. М. ДАРЕВСКИЙ 


Положим 
А, =1, А: =1—е,, Д,з 1, } 
А. =1—в,, А,; = 1— ев, Дь, = 2 | 
А, = А {—2=. А, =е,, (38) 
н определим величины ^; из равенств 
-Ан=1 Е (39) 
т. е. положим 
А. ^Л,=4—а,, \ 
АЕ А: в 4 8 | 
.=е., №=е,, »=1—е,, р (40) 


Заметим, что хотя еще до выбора величин Д,,), ^;.: (Е =1,2,...) 
мы приняли их положительными, тем не менее это остается справед- 
чивым в силу условий (36). 

Условия (34) будут теперь удовлетворены, стоит только положить 
№: =3% (\=1.2,...). Кроме того, так как 0<^,< 14 @(=2, 3,...), а 
все величины ^; с номерами 2-Е 3 (у=1,2,...) образуют сходящуюся 
к нулю последовательность, то первое условие (35) выполнено. Далее, 
из равенств (33) имеем 


: 1-1 
> Ак =, у А 1,к Аа, (41) 
К=4 К=1 


и так как А, =1, а величины ^; (:=2, 3,...) удовлетворяют уравне- 


й 


: 
ниям (39), то У А„=1{ (1=1,2,...) и, следовательно, второе из 
К-1 

условий (35) также выполнено. 


Итак, как это и было намечено выше, мы построили нормальную 
матрицу ТоерП&2?’а А = (А;.), которой соответствуют фундаментальные 
последовательности, удовлетворяющие условиям (11), (14). 

Нам остается только убедиться в том, что методы А и В, опреде- 
ляемые матрицами, получающимися из А вычеркиванием, соответствен- 
но, ее четных и нечетных строк, удовлетворяют услсвиям: А, В, = А., 
А, В, + В., А, В, содержит расходящиеся последовательности. Для это- 
го рассмотрим последовательности с’ = (ск), с” = (ск) и с= (с,), элемен- 
ты которых определяются следующим образом: 


ск =4, если к =41--6п, ск=0, если К 1 -6п (п=0,1,...), 
ок =1, если й =4--6п, сх=0, если +446 (п=0,1,...), 
с. =1, если К = Зп, с, =0, если Ё = Зп. ПЕ. 
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Покажем сперва, что последовательность с’не суммируется методом 
А, но суммируется методом В, откуда будет следовать, что 4’ В, = Вьз 

Так как строчка с номером #& матрицы А является строчкой с но- 
мером 2:—1 матрицы Л и так как имеет место равенство (41), то 


4-Е 6% 


А+ (5') = Аллея (5’) = У! Аиуевик 0 = 
К=1 


бт% 


= 146 У, Ави, к 9-Е Алем, авт. (42) 
к=1 


Но из равенств (38), (39) следует, что 
А4- вт, 1461 ==4 — 2, Ава =еи о (П=4,2,...). (&3) 


Используя равенства (42), (43), получаем 


бт 


/ 
ем У) Ави, к ОК — ат 
К=1 


м — 


< еп (У Абт,ьк -- 1) = 2=4 п, 
К=1 


откуда, в силу первого условия (37), следует, что 
Им А1+2л (6) =1. (44) 


Далее, обозначим через Д’= (Ашк) матрицу, в которую обратится 
матрица Д, после того как в ней будут вычеркнуты все строки с номе- 
рами 1 -- бп (п =0,1,...): 

Положим, что строка с номером т матрицы А’ является строкой 
< номером #„ матрицы Д. Тогда 

ВАН ОЕ ой =. :) 
и, в частности, 
Ак =0, если Ё >: 
'Гак как &, =1-- би (п=0,1,...), поскольку строка с номером 1» 


матрицы Д является строкой матрицы ДА’, то для каждого й„ можно 
указать такое натуральное число Та». ЧО 


1-6). < < 1-6(.-1. 


Принимая во внимание сказанное и замечая, что из равенств (33) 
следует 


Ак = Аж Ааа > № АдАна (> 1>Ь, Е=1, 2,...}9 


получаем 
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1-67 т 1-67 т 
‚© < Ам (5°) = у Аз, 146< У Анк ет У) Алуерь К == Абди НЕ Заи * 
у= 0 К=1 КА 
и, следовательно, 
Ног.» (©) =0. (45) 


т->осо 


Так как в матрицу В не входят строчки матрицы А с номерами 1-- бъ 
(п=0,1, ...), поскольку эти строчки нечетные, то все строчки мат- 
рицы В являются строчками матрицы А’, и поэтому из равенства (45) 
вытекает, что метод В суммирует послэдовательность с’ 

Что касается метода А, то, принимая во внимание равенства (44), 
(45) и учитывая, что среди строк матрицы ‚Д’ имеется бесконечное 
множество строк матрицы А, приходим к выводу, что метод А не сум- 
мирует последовательность с’. 

Мы не будем прибегать к выкладкам (они аналогичны тем, которые 
были только что проведены), чтобы показать, это 


|1т Во зи (о' = ти п Аа би (с' = = 1. (46) 
а 
Ни Аш (5”) =0 (47) 


[4” = (Ак) — матрица, в которую обратится матрица А, если в ней 
вычеркнуть все ее строки с номерами 4- 6% (п=0, 1, ...)]. 

Ясно, что из равенств (45), (47) будет вытекать, что последователь- 
ность с” не суммируется методом В, а суммируется методом А, так что 
АВЕ А. 

Наконец, чтобы убедиться, что А.В’ содержит расходящиеся после- 
довательности, покажем, что метод АД, а следовательно, и методы Аи В 
суммируют последовательность с. 

Обозначим через п; такое натуральное число, что 


Зло зоо ао 


Имеем 
3п; 3 
0 < А; (5) = № Аб -- Ан; < Мп; № Азик = 
К=1 К—=1 


ыы Аз(и:++1), 3(пз+1) = 2п; Е Зи; 1, ыы 


откуда, в силу условий (37), следует 


Ни А; (6) =0. 


тс 


Таким образом, построенные методы А и В действительно обладают 
всеми вышеуказанными свойствами. 


Е 


* См. равенства (40). 
** См. равенства (38), (40). 


ОМ ТОЕРЫТ2?$ МЕТНООЗ$ 29 


В заключение укажем, что ограниченно совместные методы Тоер- 
1162’а не обязаны быть совместными. Легко проверить, что построен- 
ные нами ог раниченно совместные методы А и В не являются сов- 
местными. Для этого достаточно взять неограниченную последова- 
- тельность 


———————— ——_^ — 
а а а а 

6” =а, 0, ие: 0, а, 7, а, 0,2, 0, а, —-—,.... (@-==0) 
82 83 84 


и оценить величины Дел (5”””), Ави 1 (5”'’), ...,Ави-5(5’””) (п=1,2,...), 
откуда будет следовать, что 
`А(°’’’) =а=+В (’’')=0. 


Поступило 
26. Ш. 1946 
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У. РАВЕУЗКУ. ОМ ТОЕРГТ7?”5 МЕТНО $ 
ЗОММАВУ 


Го 15$ рарег гехо]аг шефо4з о{ зишштайоп Бу штеапз оЁ шНоце 
тай 1сез, {Ве зо-саЙе4 Тоер!14’з тефо4з, аге сопз14егеа. 

Тье ГоПомшя побаопз аге изса топе сов Те рарег: 

А’ 13 Ш№е Пе]4 о{ {Ъе шефо4 аеетттед Ъу а шайах А= (а); 
А’ 35 Ве зе оЁГ аП Ъоцп4е4 зедаепсез зишта е Бу ‘№е шевоа 4; 


о 


А” 13 $Ве зеб оГ аП зедлепсез 5 = (х,.) Е А’ засв таб У! &, М ат, = О1ог 
121 К 


еуегу & = (&/) зай ушя Ме сопа оз: У |1, | < ©, Ува =0(&=1,2.,...); 
А”’' 13 Ве зе оГ а зедаепсез 2 = (2,.) Е А’ зас {Ва У, Зал, = Ух, Уват 
Гог еуегу = (1) зайзуше Че сопа\от: У &| < (1% 13 зиррозей 
Таф зир [а | < со !ог еуегу #); 

вт) — (т) 13 {Ъе зедиепсе уЪ1еВ 13 аеЙйпе ог еуегу геуегз1е 
ше\фоа А=- (а;„) аз ФЪе зо оп оЁ Фе зузют о! едча,опз 


© . о 9 -] 
№ Ч: к ыы (= 1. 2, ..о.у я =0, 8 = 1). 


АВ Птз6 ап ахИлагу \Феотега (ТЬеогст 1) 13 ргоуе@ {гота \Ь1еВ 101- 
103 аб И АД 13 а геуегз1 е Тоер=?з шебо@ апа А” 13 Ме шаха] 
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зе6 оп У\Ъ1сЬ А 13 60103134616 \УИЬ аП гези]аг ше\оз поф \еакег Вап 
А изе!. Непсе ЁоПо\з ав а геуегз1Ю]е Тоер’з шето4 А 13 регесё 
\ ап оп1у И 4’ = \^". 

Тье ргоБел аг1зез 40 Чесегиате, ргосеед1тпх {ош Ве еетаетёз оЁ 
Те шай1х А=(ал) эл \е еетепфз 0 а зедиепсе х=(х») ЕЛ’, 
уве\тег х ре]опез 40 Ше зеё А” ог поё. УМе гезйгасё очгзе]уез $0 ап 
апа10охойз ргоБен зтуо]у1ие Фе зе А””С 4”, тшзеа4 о{ А”, пашеу, 
\е ргоуе 

ТНЕОВЕМ 2. 11 А= (а) #5 а тара жив айе ргорегёу зар| ак |< со 
(Е =1,2, ...), йеп а зе4иетсе х=(х;) Е А’ 6е10пвз №0 А” #} ап4 ощу &} 


{п 


вир |) аа |< со. 
К=1 


Ву изо 113 ЦТеогет 1 13 еазу 10 сопзёгиасф регЁесё шебо@з А 10г 
\11с№ А’ =: 4”+ А’”’ ап №0 91зсоуег рэгЁес6 тоебодз А зас ав 
А’= А" = А’’’. Тье 1аИег ргорзгбу 13 1пЪегеп®, {ог 1азбапсе, 11 Ще зо- 
саПеа В1ез2’з пе о4з мЪ1есь деле &ве Пт оЁ а зефаепсе х= (х;) аз 


. 1 
к а > А (Ак = Рк-— Рк-и» р =0, р: <Р.<..., р >50). 
05 Я 


[её Х Ъе а Ппеаг зубш \МБозе еетшепёз аге зечлепсез оЁ паарегз. 
Тье зи 0{Ё зедиепсез х = (2,) апа у= (ух) 13 деПпе4 аз х-у= (2. у»), 
Ве ргофисё о! \№е зедиспсе х = (2,) Бу а пашъег г 13 де пе аз гх = (гх,). 
То №е зузем ^ Ве а4] 0106 зузвет /* 13 аейпей аз Фе зеё оЁ аЦ зедаеп- 
сез и=(и,) засЬ {Та их =и,х, Ри,т,-|... Гогаз а сопуегоепё зег1ез 
{ог апу 2). 1°6 из сопуесё Х шо а Ипеаг зрасе (\В1еВ жи Ъе саПеа 
зрасе о! буре (Т)) Бу а-ая \№е 16 оГа зефаепсе оЁ се1етепёз 2( Е Х 
аз (фе еетепё ХЕХ зисВ Ша 1 их =их {ог еуегу иЕ^Л*. ТЬе зрасе 


п>с 


о{ буре (Т) о! а] сопусгаепь зефиаепсез \1Ш ре депойеа Ъуе, Фе врасе 
о буре (Т) о{ а зедизисез сошбалолае Ба а ЙоЦе питшфег о{ поп-2его 
еее \Ш Ъе 4епове4 Бу ф. Ву шеапз оГа \Теогет (ТЬеогеш 3) 1. 
15 ргоуе@ Маф /ог есегу тайах А чйозе соштпз ате сопоетвепё зедиеп- 
сез, гп ратисщаг, рог есету Тоер!1з’5 тефйса А, йе её А’’’ ззайе таз- 
та[ зрасе о} вуре (Т) уйаей сопзаат$ ф ап4а 18 тарре@ сопитиаюиз1у имо. 
е ву ше тах А. 

УГиЬ Ъе изе о! 4Ъе абоуе ТЬеогем 2 опе сай езбаЪ зЬ ап еМесмуе 
за л1елеть сопа ло ©! регосмоп о{ геуегз1е Тоер\2?3 ео: 

ТНЕОВЕМ 4. А геьегБе Тоер1:’5 тефоа А = (а;,) 1$ регресё #} рог 
а1тозё а зедиепсез Е) соггезропте 0 А (Иа 1$, рюг аШ зисй зедиеп- 
сез ехсеей а дпие питфег о} Иет) Ше роПомтё соп@йоп 45 рупИеа:. 


". 

(т) 

пр Уаь |<: 
К=1 


ПО 
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Непсе {о 1о\уз, 11 рагасиаг, &Ваб #} юг а геоетя Ще Тоерй12’$ тезпо4 
А а1тозё а] зедиептсез Е согтезропйте 10 А ате ФБоипаеа, айеп йе 
тео А 15 регресё. 

Гог погта| Тоер!142’з ше оз 11$ гези№ \уаз оббатей Бу Мазог. 

Те сопай1оп о? ТЬеогет 4 13 \усаКег Пап Те роцидедпезз о{ а]03 
а 0") суеп 11 Ще сазе оЁ погша| тэ оз. ТЬ1з 13 зВо\п п Ме рарег 
Бу ап ехашр!е о{ а Тоер2’з шэМоЯ замзГуие 6Ъе сопатоп оЁ ТЬео- 
тет 4 (ап, сопзефиеп у, регЁосё) {ог \Басв ШМеге 13 ап За ту оЁип- 
Боип4е4 зефиепсез атопя Фе &(") соггезропа1ие 460 4Ъе метод. 

Вез14ез \№е гезиз аз 13664 зоше еМесМуе за степь сопа 1008 о! 
Боип4е@ сопз1з6епсу оЁ 6\о агЬЦгагу Тоер!’з тобоЯз аге оБа1штеа. 
Тье побо4з А апа В аге сае@ Ффоипае4Иу сопяяет И \\еу аге соп- 
8156616 оп ФЪе зе А’В». 

П Ще шебво@з А ап4` В аге Боцпдей]у сопз14еп6 ап@ А, = В,, еп 
А апа В аге саПе4 боип4е1у едигощета. 

Т.е А апа В Ъзапу Тоэр1162’3 пзЙо4з. А раг1са]аг сазе оЁ а з1шр!е 
1етотла (Гешха 4) зВо\з {Ъаё зоте шебо@з -==(х;„) апа % = (В;к) са 
Ъе свозеп, ш уаг10из \ауз, Бопп4е4]у ефилуа!ет6 40 А ап В гезреси- 
уе]у ИВ 4Ъе ргорегЫез: 


61,21-10, к=0 10 > 2—1; В =0, Вк=0 юг А 
Е 


У!е сопзёгисё Бу шеапз оГ а рат оЁ зас шебодз = (;„), 3 = (В) 
а погта|] шайах Алв= (Ак) Бу ришя 


Ва ткюь бок еВы (=... йы1,2,...). 


У\е ргоуе 

ТНЕОВЕМ 5. Тоер/12’5 тейо4$ А апа В ате фоипае41 сопзёзета, 
вр а зибзедиепсе (К,) сап Фе сйозеп ат Фе зедиептсе о] розилое ищевегз (К) 
т зисй а ау Ци йе зедиепсе &® = ($2) соттезроп4т8 10 а тат Адь 
зайз}у йе соп@ оп 


Ку 
> (Оо, У 1010 (=4,2,...), 


=.) 1<ку 


15 4 |552 


к, 12 У! 
И то 
У-+со у Ау ] У—со к, ] 

К, 1<к 
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А 


ийеге У’ У!” 4епое 1е зитз емеп4е4 тезресноейу оъег а оа4 апа 
<, (5 К, 
езеп аталсез + тот 1 в Ё,. 

АЦТоп2В аррагепЙу габЪег сотр сафе4а, $Везе сопд1опз сап Ъе м1 у 
изе4 1т сопзбгисв ше Боппаед1у сопз13епё Тоер14?з шефодв. 

п 15$ рарег ме сопзбгие, Бу шеапз о бЪезе сспа100з, &\о Тоер- 
1:?’з шефодз А ап@ В зисВ аб А/В А,, АВ, = В, апа А.В, соп- 
фаз Ч1уегоепё зедаепсез. № 15 Тиз ргоуе@ 4Ъаёб Фе сопай1опз о 
'ТБеогеш 5 сап Ъе геа112е4 {ог зисв те оз. Зоте з1тр]е ехатр]ез зВо\ 
{Ва 1Ъе сопа\лопз оЁ 'ТБеогет 5 сап }е геа]12е4 {ог Бопп4де41у едил- 
уа[епё Тоер!14’з шебо@з, аз ме! аз {ог Болидед]у сопз1 еп Тоер1142?в 
пефодз А, В засЬ №6 А’ В.. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУГГЕТ!М ОЕ ГГАСАРЕЁМ!Е РЕЗ $С1ЕМСЕЗ РЕ 0855 


Оермя математическая 13 (1947),33 — 46 56ме татетайдие 
М. И. ГРАЕВ 

ИЗОМмОРФИЗМЫ ПРЯМЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ В ДЕДЕКИНДОВЫХ 
СТРУКТУРАХ 


(Представлено академиком 09. Ю. Шмидтом) 


Статья посвящена вопросу о существовании прямо подобных про- 
должений для двух прямых разложений единицы вполне дедекиндовой 
структуры и является продолжением построенной в этом направлении 


теории А. Г. Куроша [(1), (?)]. 


1. Будем рассматривать вполне дедекиндову структуру 5, единица 
которой разложена двумя способами в прямую сумму 


1= У} 4. = Ув: (1) 
“ 8 


Основные свойства прямых разложений [('), $ 1] предполагаются в даль- 


нейшем известными. 
Условимся обозначать через 5х9, компоненту элемента х в прямом 


слагаемом а, относительно первого из разложений (1), а через 2. —его 
компоненту в прямом дополнении а. элемента 4. относительно первого 
из разложений (1). Таким образом, 
фа = а. (2-- 4«), Фа = аа (т -- аа), 
где а. = У а. Аналогично, для компонент элемента х относительно 
а’а В 
второго из разложений (1) введем обозначения 105 и 20,5: 
я 20, = 6 (2+ 6:), 20,=65 (2-6), 
где = ь б». 
= 
Будем называть правильным (относительно пары разложений (1)) 
любой элемент х структуры, для которого имеют место прямые разло- 


жения 


д= х га = У| 25. (2) 
а. в 


Элемент х правилен тогда и только тогда, если для любых индексов 
аи В лф<х и 18, <т. Очевидно, сумма правильных элементов есть 


снова правильный элемент. 
Если х— правильный элемент и 1’<х, то операции взятия компо- 


ненты элемента х’ относительно разложений (2) элемента х и относительно 
разложений (1) единицы структуры равносильны. 
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В самом деле, если, например, 2’Ф и х’Ф.— компоненты элемента д’ 
соответственно в слагаемых 24. и 24. = > ха. первого из разложений (2), 
а’а 
то 
2-е, 
а потому 
2'Фа < (2'Фа- 2'Фа) Фа = (#'Фа) Фа (2'фа) Фе = 2'Фа 
неравенство в другую сторону очевидно. 
Заметим также, что прямые разложения (1) единицы структуры 5 
индуцируют прямые разложения 


19= У (у) = У (В+) (3) 
В 


единицы фактор-структуры 4/у для любого правильного элемента у. 
В самом деле, разложения (3) будут прямыми в фактор-структуре 1/у, 
ибо, например, 


(е-НУ) [ У гу) | = (в Ну) (@& у = («у -у= 
а’-а _ а ры 
= 4. (4. -- уа. -Ё уаз) | у = уа. | аа. | у=у. 


2. Положив А, =0, рассмотрим элементы вида 


№, = Ура в = У (а А.) (68 о), 


а, В а, В 
Е, = 2 (а« Е Ё,) (68 ,), 
а, В 


ее 0 в о ое ели 


ео ме © хо ое 


Очевидно, К, <, <к,<...<^,<... Будем называть элемент К, 5-м 
коммутантом пары разложений (1), где з=0, 1,2, ... 
ЛЕММА 14. 


&,= У, Ура (6-Е, ,)= У, У 65 (а« Е Е, 1) ($=4, 2, ...), (4) 
а В в а 


т. е. элементы Ё, — правильные. 
В самом деле, ввиду дедекиндовости структуры 9 


К, = У (4-Е №, 1) (в №, 1) = У аа (6 К, а) НК, . 
а, В а, В 


Предполагая, что формула (4) уже доказана для №, , (для №, она три- 
виальна), имеем 


А ы == 2 Ча (5 + Е, ») < а Са (6 + Жы). 
а, В а, В 
Следовательно, 
К, = У 44 (+ К, „). 
а, 8 
Вторая часть формулы (4) доказывается аналогичным образом. 
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мы 
д 


Легко видеть, что элемент №, совпадает с первым коммутантом фактор- 
‚ структуры 1/Ё,, относительно пары разложений, индупируемых в этой 
фактор-структуре разложениями (1). 

ЛЕММА 2. Если х и у— правильные элементы структуры, причем 
х>у и первый центр элемента х относительно пары разложений (2} 
содержится в у, то первый центр элемента 1 в фактор-структуре 11у 
равен у. 

Доказательство. Искомый элемент есть, в силу определения 
центра (*), сумма всех элементов вида 


У, у 
(У- ха) 95 фа, @ а, 
где символы 6 и $; обозначают взятие комйоненты соответственно 
`в слагаемом 63 - у п в слагаемом а. -- у прямых разложений (3) единицы 


фактор-структуры 1/9. 
С другой стороны, для любого элемента 2 структуры имеем 


(2-59) 8 = (2-Ру-Е 64) (6-9) = (2 у-+%) 5-+у= 
= (2- у) %- у= 26 + у, - у= 26 у. 
Аналогично 
(2-Е У) фа’ = 2, У. 
Следовательно, 


У. у 
(НУ) ое = 26. НУ. 
Так как, по предположению, 
ха. 95 Фи <У, 
то 
У, у 
(та -- У) 8 фи = У; 

откуда и вытекает утверждение леммы. 

ЛЕММА 3. А, есть максимальный правильный элемент, 5-й центр 
пары разложений которого, индуцируемых разложениями (1), равен нулю. 

Доказательство. Докажем сначала утверждение для #,. Прямые 
разложения элемента #,, индуцируемые разложениями (1), обладают общим 
продолжением 


К % Са в,. 
а, В 


Следовательно [(:), теорема 3], центр этой пары разложений равен нулю. 
С другой стороны, если центр пары разложений правильного элемента х 


Ире № ваз = у хз 
а 8 
равен вулю, то эти разложения обладают общим продолжением 


== У ла. - 208 = У) ха 6. 
«, В а, В 
Следовательно, 5 < 7. 
Пусть утверждение леммы доказано уже для К, 1. Докажем его для К. . 
Первый центр элемента Ё, относительно пары разложений (4) содержится, 


3* 
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очевидно, внутри первого центра элемента А, в фактор-структуре Е. 
относительно разложений, индуцируемых в этой фактор-структуре разло- 
жениями (4). Но первый центр элемента Ё, в фактор-структуре №,/Ё;-, 
равен №,.. Следовательно, первый центр 2, элемента к, относительно пары 
разложений (4) содержится внутри К,,. В силу индуктивного предполо- 
жения 5-й центр элемента #,, равный (5—1)-му центру элемента 2, 
и содержащийся поэтому в (5—1)-м центре элемента №,_,, равен нулю. 

Пусть, с другой стороны, 5-й центр правильного элемента 1 структуры 
равен нулю. Тогда первый центр элемента д содержится, в силу инду- 
ктивного предположения, внутри Ё,, и, следовательно, первый центр 
элемента х--,, содержится также внутри А, ,. Но тогда первый центр 
элемента ХР №., в фактор-структуре 41/А,, равен №,, по лемме 2, 
а потому элемент х--Ё,, должен содержаться в первом коммутанте 
этой фактор-структуры, т. е. 


Лемма доказана. 

Следствие. Если для некоторого (конечного) индекса $ Ё,=1, 
то 5-й центр пары разложений (1) 2, =0 и обратно*. В этом случае, 
обозначая через 2; 1-й центр, имеем и <К, &=1,2,...,$. 

В самом деле, если Ё;=1, то по доказанной лемме 2, =0; обратно, 
если 2,=0, то по той же лемме 1<#,, т. е. Е, =1. Наконец, если 
2, =0, то ($—#)-й центр элемента 2; равен нулю, а потому 2:<,_;. 

3. Мы дадим другое определение для коммутантов №, (5 =0,1,...) 
пары разложений (1). Предварительно отметим следующую лемму. 

ЛЕММА 4. Для любого элемента х из 9 


10, Фа 6. = 20 фабв, 203 фа 6 = 20, фа 63 
и при ВЕ В" 
10 фа 63, = 265 фа 0»... 
Аналогично 
Фо 63а = 2Ф. 05 Фа, Фа, Фь = 2. в Фа 
а при аа’ 
та 63 Фи’ = 2Фа б фа. 
Доказательство этих равенств проводится так же, как и доказатель- 
ство аналогичного равенства леммы 1 Куроша (*). 


со 
* Юсли К, Е ($=1,2,...), но р» К,=1, то мы не можем уже утверждать, что 
$5=1 
пересечение центров равно нулю. Так, например, если 5— структура подгрупп 
абелевой группы С вида 


дез ео, 
где а; (1=1,2,...)— элементы одинаковых порядков, то можно образовать другое 
прямое разложение этой группы: 
бу (а Нор орт 


Легко показать, что сумма коммутантов пары данных разложений равна С, 
а первый центр также совпадает с С. 
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Следствие. Если х<а., то [см. (*), лемма 2] 


20 фа 0 Фа = 268 Фа 6, Фа; 
аналогично, если у<Ь., то 
Ура 0 Фа в = Уфа в Фа 68. 

Рассмотрим теперь прямое слагаемое а, первого из разложений (1). 
Обозначим через и; сумму всех таких элементов х<а., что для любых 
ив В, В... Ша, в, ..., “„ ебли только а, = о,,... 
..., “1 9., выполняется соотношение 

20, Фаз 05, а" 9, 


Аналогично, через 78 обозначим сумму всех таких элементов < ‚ что 
8 8 

для любых индексов а, а,,..., а, и В,, В,,...,В., если только ВВ 

В, = В,,..., В, = В., выполняется соотношение 


Уфа: 9з1 Фаз б» - - - Фа, 68, = 0 ее) 
Тогда 
Па 0; Фа: 03, Фа, - -* 6, 9. О Пр ЕЕ, ЕЕ Ч рр Я, (9) 


7} Фал бр, Фа, Во, *-* Фа, бв, = 0 при ВЕВ,, И (5')} 
== р.) 


Положим, далее, п = та = 0. Очевидно, и < п*" и т < т!* (5=0,1,2,...). 
ЛЕММА 5. 


Ум Ук, ОЕ (6) 
а ‚в 


Доказательство. Заметим прежде всего, что для любого х из 5 
19. < У 2ф» [см. (‘), $ 1, УП]. Пусть, теперь В=В,, В, -ЕВь, .-- 
о ть В.. Рассмотрим элемеит 

(па 03) Фал ал Фаз Оз» * -- Фа, бз,- 


г 
Если о, =, то ввиду В-ЕВ., имеем на оснований леммы 4 и сделанноге 
выше замечания 


(пез) фабрФа,ва, - - - Физ вв, = (Паб з) аб фааб, * * * Фи,ба, 
< м (п-0з) Фа: Фи, вв, 5 “Фа, 9, 
1-Е 
Рассмотрим произвольное слагаемое полученной суммы 
(тм 6з) об, Физ вв, У Фо, 9, - 
Если в нем я, =о,, то снова, ввиду В, += В,, имеем 
(03) Фо в5,2а1бъ, > - - Фи, вв, = (Пабз) Фи баб, * > ° Фа, вв, < 
< м (пы бз) Фаза Фои ва г! фи, бз; 


/ / 
за 
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Продолжая те же рассуждения, мы убедимся, что расоматриваемый 
элемент (п29;) Фа. 0з, Фа, бе, --- Фа.6, содержится в сумме элементов вида 
(пеб;) Фыбааы ба ^^^ Фаза 


+ Га Га Га ‚ 
где < в,, а, -<.,---, 95 1-Е < 
В сплу определения и все эти злементы равны нулю. Следовательно, 


(пз6з) Фа 9 Фаза ыы Фа. 83, =0 


при В =8,, 8, = 8,, ---, В += В:, а потому п: < тз. Таким образом, 


Меняя ролями первое и второе разложения (1), мы докажем зналогично 


обрэтное включение У"; <Уп:, откуда 
3 


у п: = р т. 
& 


8 


$ 


Таким об разом, элемент У п: = У т: — правильный озносительно разло- 
< ь 


жений (1). Из определения центра пары разложений [(“), $ 4] легко 
усмотреть, что $-й центр пары рэзложений (1) есть элемент вида 


У вв Фы 6 Фа - - > ба, Фа, 


где суммирование производится по всем системам индексов В,, В,,...,В, 
и по. всем таким системам индексов а, а, а,, ....%,, что а-а,, 


а, = а,,..., “Е а&,. Ввиду этого рассматриваемый элемент У Па = У т 
т 


есть максимальный правильный элемент, $-й центр пары разложений 
которого равен нулю. Следовательно, в силу леммы 3 он должен сов- 
падать с (.. 

Заметим, что если 5 есть структура нормальных делителей некоторой 
группы С, то коммутант этой группы содержится в первом коммутанте 
любой пары прямых разложений группы С. Действительно, если 


с= ПА, = ПВ, (Г) 
а 8 


— два прямых разложения этой группы, х и у— два элемента подгруппы 
А., 6; и 9.’ — эндоморфизмы группы С, отображающие каждый элемент 
соответственно в его компоненту в Ву ив А., 

(руху ") буфа = (бура) (УбзФе") (хбзфи") ^ (У@зфе) ". 


Но так как при я’-а элементы 29.9. и у. принадлежат центру 
труппы С, то 


(тут ‘у ') 69 = 
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при «-Е а’, где е—единица группы. Следовательно, элемент 2 
принадлежит первому коммутанту к, пары разложений (1'). Ввиду произ- 
вольности выбора прямого множителя А. и элементов х, УЕА., заклю- 
чаем, что коммутант всей группы С содержится в Ё, *. 


ЛЕММА 6. 


70а вэфа == теб фабофа о 


и при ВВ’ 
—2 
Па Фаб Фа < п ($=2,3,...). 
Действительно, в силу сделанного в лемме 5 замечания, 


Паб ФабвФа = № Паб фа фа 
а'-а 


пабе а = паба < У паба, 
. а'-а 
Из определения элементов и„ следует непосредственно, что элементы 
каждой из написанных сумм содержатся в п? *. 
4. Рассмотрим теперь элементы вида 


7 = 128 (5$4)° и тв. = тв? (68 ($=1,2,...), (7) 
положив дополнительно Паз = тз = 0. 
ЛЕММА 7. 


пёзбфа < п аа. Ибафыа пав (6 =1.12,....); 
Доказательство. Заметим, что для любого элемента х<а. 
и любого $=4, 2,... 
2 < 1 (0,9.)* + 2 (659.)** (бурь) + + -- Е 2 (бурь) 
[(@), лемма 4]. Поэтому 
ПО та бе" "те о (бурь) ув) +25 ть) 
(2,5, 1... 
Отсюда, ввиду 
пабе, тае-О,  по-б, иаи- 
и перестановочности отображений @5ф. и бвфа, имеем 
п28—9 = Е (9вфа) Н. п28—0 (6... 
Тогда 
Пета О (ба) па 2 (ба)* па” (бурибые)" 
Так как по лемме 6 п2б-® (05. 0.) '=0, то 
а к" ть бет: @=3 3,1). 


Далее, к 
пбьфа = И2° (в59.)° (в5Ф.) = па" (бзфбзФа) (6в$.) ‘< 


и. бо ла 9 6=2, 3,-..) 
(для $=1 оба неравенства тривиальны). 


+ Отсюда следует, в частности, что разложения коммутанта группы, индуцируе- 
мые двумя прямыми разложениями группы, обладают всегда общими продолжениями. 
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Наконец, 


730.Фа = а° (вФа)° (@5фа) = па° (65Фа) (959а)* < па (в5Фа)* = паз. 
ЛЕММА 8. 
=> по о). 
8 
Доказательство. Имеем 


7. 
< Уп’. < У П2* бр, Феб, < --- < ХУ па’быабьфа - < ба,фа 
81,82 В1»Ва».- + ›Вз 


или 
3 2 йе у ,. 
122 =. о паз № п 203. Фабв Фа ВЕ 9.‘Фа, 
в 


где вторая сумма берется по всем системам индексов В,, В,,...,В., содер- 
жащим по крайней мере два различных. 


и 
По лемме 6 все элементы второй ом принадлежат п2°—Ю. Предпо- 
($—1 
ложив, что лемма уже доказана для пё®_® (для п* она тривиальна), имеем 
2 ы 
Е 
8 


== 
а потому 


< № паз. 
в 


Так как в другую сторону неравенство очевидно, то иг’ = У! пав. 
ЛЕММА 9. 
х=Пав У Ши =0 (:5=1,2,...). 
В’ В 


Доказательство. Имеем 


2бфа < певбф < \, 


хбр < У паба = У) па (буфа)° (0:9) < У па (бфавьфь) = 2—0. 
В В'-ЕВ 8'-Е8 


Следовательно, 


хх, 4 пб. < па ©, 


2 
а потому х<п26_ 9.15. Покажем, что 
8 . 
2($5—1 5—1 
пс ) . т аз — Поз ь 
В 2(5—1)_ $ 
самом деле, положив у=и.° из, имеем по лемме 7 


Убвфа < ть ‚ Уфа < паз, 
а потому 
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у< у (65$)! * у (бу. (вы) * Ну (бефь)! (бъфь) + ры < 
—1 1 — — — 
«тео (бьд "-иар "ры" * таз" уве) бурь) 
.---Ь паз * (6.9) = паз т 
(Мы предполагаем здесь $>2, ибо для $=1 равенство очевидно). 
Итак, 


и 


2 
Па 
ввиду справедливости неравенства в другую сторону, 
2($—1 $—1 
по ) ° Паз — Паз ` 

Мы доказали тем самым, что <. 
Ввиду полной дедекиндовости структуры 5 для любых ее элементов 


и, о, справедливо неравенство 
гы < Хы. П(и#+ Хы.) = Хь (и+ У). 
| в | шв в ы'-Е 


В силу этого неравенства 


н 
Л 


> (6 - У г 


8 + 
Так как по доказанному выше 
2 —1 
Пе 2 Ки Пане 
1-Е} 


то < у де. ‚ а потому 
В 


о т п. 


"В э 
Гак как в другую сторону неравенство очевидно, то. 
п и. ше 
В'-8 8 
пля 5—1 2... Но 


Пав - —- Паз' = 0, 
8'-ЕВ 
следовательно, х=0. Лемма доказана. 
В силу лемм 8 и 9, мы получаем прямые разложения 


ль (8) 
В 


Меняя теперь ролями разложения (1), мы получим для элементов 
тз и тв. аналоги лемм 6, 7, 8 и 9 и придем, таким образом, к прямым 
разложениям 


тв = р тТда. (8) 


На основании двух последних равенств, мы получаем продолжения 
прямых разложений (6) для К,, ($=1, 2, ...): 
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И (9) 
а В 8 [2 
ЛЕММА 10. 


Па30 < тва. 
Действительно, 


75368 = па (03а) *бь = п2°6, (фа6.)° < тз* (фа) = ти. 
ЛЕММА 114. 
2= паз . У Тбуиа, ==). 
(3'')-Е (в, а) 
Действительно, по лемме 10, 
20, < тва; 
< другой стороны, 
20, < о т’ = > Та", 
(8',«')-Е (83а) в';а 
откуда 
20, < т: У, тв. = 0, 26$. = 0. 
а' а 
Но в силу леммы 7 2(6,9.) =0, а потому 
2< 2 (6,9.)* + 2 (вр) (буфа) т... 2 (5р.)* =0, 


т.е. 2=0. 


ЛЕММА 12. 
ти< У Ут... 
В а 
Доказэтельство. По лемме 7, меняя роли первого и второго 
разложевий (4), получим 
т Фаб < т. :. 
Следовательно, 
тЗафа < тЗафавз ы тЗаФавв < таза" + р > Тв’, . 
8+3 а’ 
С другой стороны, меняя снова роли первого и второго разложений (1), 
по лемме 10 получим 
тзаФа < Пав. 
Следовательно, 
Тёа < Твафа -- ТЗаФа < Паз яр тва. + > я Та". 
ЗЕ < 
Предполагая теперь, что для индексов, меньших 5$, лемма уже доказана 
‚ {для $ =0 она тривиальна), имеем 


те < --Х Утуе «ть Утро, 


К-ЕВ а За 
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откуда 


тза < На + № х Та. 
КЗ а 


Целью всего предыдущего исследования является следующая 

ТЕОРЕМА 1. Если последовательность центров перы прямых раз- 
ложений (1) единицы вполне дедекиндовой структуры на конечном месте 
достигает нуля или, что равносильно этому, последовательность ком- 
‚мутантов пары прямых разложений (1) на конечном месте достигает 
единицы, то эти разложения обладают прямо подобными продолже- 
ниями. 

Доказательство. Если для некоторого $ #,,=4, то в разложе- 
ниях (4) 


Продолжения (9) прямых разложений (4) прямо подобны, ибо в силу 
лемм 11 и 12 элемент и замещает т. во втором из разложений (9), 
и по соображениям симметрии элемент 73. замещает из в первом из 
разложений (9). 

А. Курош доказал аналогичную теорему для того частного случая, 
когда каждое из разложений (1) содержит два слагаемых [(*), теорема 1]. 
Как следствие из доказанной теоремы, мы получаем другую теорему 
Куроша [('), теорема 4], утверждающую существование прямо подобных 
продолжений для двух таких прямых разложений (1), центр которых 
содержится в одном из прямых слагаемых. Действительно, в предположе- 
ниях этой теоремы второй центр заданных разложений равен нулю. 

Если условия теоремы 1 выполнены, то формулы {7) позволяют даже 
конкретно указать прямо Подобные продолжения разложений (1). Так, 
например, если обращается в нуль второй центр заданных разложений; 
2: =0 (а потому К, =1), то искомые продолжения мы получим, разложив 
а. и 6; по формулам 


@« —= № ааа я > @« (аа + 5.) Ь. + а«|, 
в в 


= 656.68 = У 6 (65-Е аа) а. + 6]. 


р этих продолжениях прямые слагаемые 
аа [(а-- 6) 65-44] и 65 [(65- а.) аа -- 6] 


взаимно замещают друг друга. 
Доказанные леммы позволяют высказать также следующую теорему. 
ТЕОРЕМА 2. Если 5 — вполне дедекиндова структура со свойством 
{*) (2) и если сумма коммутантов пары разложений (1) равна единице 
структуры, то эти разложения обладают прямо подобными п родолже- 


ниями. 
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— 


В самом деле, при наших обозначениях 
п = Уп, т= ть (=1,2,...). 
8 а 


Суммируя по $, получаем 


где 
со со 
8 к: 8 
Паз —= > Паз, Тза = ро Тза. 
$=1 $=1 


Полученные разложения — прямые, ибо, в силу условия (*), 


со 


Паз . № Паз’ = Паз С № о Па = 0, 


8+3 = 3 


а потому снова, в силу условия (*), 


Паз . № Па = У, Паз . м Пиз, =0. 


УЗ з—1 8 
Аналогично 
Та р Та! —=0. 
а’ а 


Подобным же образом, используя условие (*) и леммы 14 и 12, мы убе- 
димся, что получаемые продолжения разложений (1) прямо подобны. 

Предположим, что в структуре 5 выполнено свойство (**): если х и у; 
(:=14,2,...)— элементы структуры, причем у <у,<...<у,<..., то 


со 


со 
2. Ху = У зу. 
=1 #1 
Свойство (**) есть усилевие свойства (*) и выполняется заведомо, 
если 5 — структура нормальных делителей некоторой группы. 
Если К —сумма коммутантов А, пары разложений (1) в структуре $ 
со свойством (**), то коммутант пары разложений единицы фактор- 


структуры 1/А, индуцируемых разложениями (1), равен К. В самом деле, 
в силу (**) 


а. (6 -- К) =а» Е р (6- А.) = у < № Е. =, 


$=1 $51 $=1 


а потому . 
У (а НЮ) (Е) =Е+ Ха. (+ Ю=А. 
а,8 <,В 


Ввиду этого рассмотрение в общем случае трансфинитной последо- 
вательнооти коммутантов не представляет особого интереса. 


Поступило 
3. УТ. 1946 
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ЗТВОСТОВЕЗ 


БОММАВУ 


Тве ргезепф рарег соппиез {Ще этиасфаге (Веогу оЁ Ч 1тгесв Чесотроз- 
013 ехроипде 11 КагозЬ”з рарегз (*), (°). 

У!е сопз14ег а сотр1ееу Педеклаа эгасбаге 5 {Те ап оЁ мВаеЬ Ваз 
Ч1тгес& 4есотроз1 10103 


ле) 5. (1) 


Вез14ез {Ще сешег о{ (Те раш о! десотрозИ1опз (1) (*) же нитодиее Те 
пойоп 0Ё соттшат. Ууе ри К, =0 апа 4е пе Ще $ соштаабаие №, 9 
{Ве рашг оЁ десотрозИлопз (1) Бу Ше` гесаггеп® Гогшма 


К, = У, (а, ,) (8 К, 1) ($=1,2,...). 
<, 


ТБе фегш 1$ ]азиЙе4 ру Фе {асё {Ва ш сазе 5 13 {№е зёгасбаге оё пог- 
та забогопрз оЁ{ а огопр С, \е соттшлбаое о{ (Ве сгоар 13 сопбалтед 
10 Ш\е 156 сотшибапф 0{ апу раш оЁ @лтесё ЧесотарозИлотз о{ ще 
отопр С. 

Г] рог а сейит ЙНпие ат4аех $ К, =1, айеп ео $ 4й сещег о} Фе рат 
о} 4есотрозизот$ (1) 1$ 2ето ап саее оетза. [п Шмз сазе < 
({{=1.2,..., $), мАете 2; 4епойе$ йе вар, сещег. 

ТНЕОВЕМ 1. 1} #е зедиепсе 0] сететз 0} айе раг о} Фатесё 4есот- 
розитоп$ (1) ор йе ипё ат а сотраейу Бедейт4а зтисите айатз зето 
аё а Ппие ат@ех ог, Мей 1$ ап едитощептё соп4илюп, айе зедиепсе о] 
соттилатз о} \Ше рат о} Чатесё Чесотрозилоп$ (1) аитз йе ипи ща 
Нпие ат4ех, ёйеп 1йезе Чесот роз оптз роз5ез$ ЧатесИу затИаг тейпететиз 

КигозЬ Баз ргоуе ап апа1озоиз $Веогетш {ог Ве рагиси]аг сазе уВеге 
{Те 4есот роз110пз (1) сопз136 о{ 60 заштапаз еасВ. Аз а согоПагу оЁ 
ТВеогет 4 уе оба апофВег $Веогеш ие 40 КогозВ \В1еВ аззегёз {Ве 
ех13бепсе оЁ Фтесу зшаПаг геЙйпетепз о! {Фе $\0 41тесь десотрозИлопз 
(1) Ще сетцег оЁ уЪ1еЬ 13 сошашей ш опе о! \е @1гесё затшап@$. 

Тье ргоо! о! ТЬеогет 4 епа]ез аз вю офбааа еМесмуе!у \№е ЧлтесИу 
зипЦаг ге! 1детепз о{ Фе десотрози1опз (4). Рог 1тбапсе, И \Ъе зесор9 
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сеп4ег о{ {Ще с1уеп 4есотроз\лопз 15 2его, {Веп Фе гедилгед геЙйпетепя 
сап ре оМатей Ъу 4есотроз1т& а. апа В; Бу \е 1огил]ае 


а. = Ха, [(а« + 85) в-+а.], = У, (65а) а] 
в « 


\еге 


= > а. = У Б,. 
а’ а 73 
Тве 41гесё заттап@з а. [(а. - 63) в -а.] ап4 6: [(5. Ча.) а.-+ 8] 10 безе 
геЁ1петепз сап Бе зарзиыце4 {ог опе апо{Тег. 

ТНЕОВЕМ 2. 1] $ 15 а сотрееу ОедейтА зтисфите тий Че рго- 
регёу (*) (*) ап ар айе зит о} соттилатз 09} Ше рат о{ 4есот роз топт$ 
(1) 15 с№е ип ор №е ятичите, еп езе 4есот робот роз5ез$ тес 
таг гейпетета$. 
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ВОГГЕТТМ ОЕ ГАСАРЕМТЕ РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ РЕ [0В$З 


Серия математическля 11 (1947), 47—58 З6еме та1пстаначе 


А. И. ТИХОМИРОВ 


ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ МАЛЬЦЕВА 0 РАСЩЕПЛЯЕМЫХ 
АЛГЕБРАХ * 


(Представлено академиком 0. Ю. Шмидтом) 


Теорема Мальцева о единственности (с точностью до внутренних 
автомсрфизмов) разложения ассоциативной алгебры конечного ранга 
в полупрямую сумму радикала и полупростой подалгебры обобщается 
в настоящей работе на один более широкий класс алгебр (уже бес- 
конечного ранга). 


В работе рассматриваются ассоциативные алгебры над основным 
полем Р, в общем случае бесконечного ранга, обладающие, однако, ниль- 
потентным радикалом. Алгебра С называется расщепляемой, если она 
содержит такую полупростую подалгебру 3, эквивалентную изд Р фак- 
тор-алгебре С/А алгебры С по радикалу И, что имеет место полупря- 
мое разложение 

Сс=А-+ У. (1) 

Как известно (теорема УУед4егЬоги’а), всякая сепарабельная алгебра 
конечного ранга (т. е. такая алгебра конечного ранга, что центры про- 
стых компонент ее фактор-алгебры по радикалу сепарабельны над Р} 
расщепляема. Разложение (1) будет называться расщеплением алгебры С. 

Два расщепления алгебры С 


с=В+%=В-+ 9% 


будут называться сопряженными, если % переводится в \’ векото- 
рым внутренним автоморфязмом алгебры С, порожденным злементом 
из радикзла. При этом, следуя Мальцеву (*), мы называем внутренним 
автоморфизмом алгебры С, порожденным элементом т, отображение 
(являющееся, как легко видеть, автоморфизмом) 


ЕЕ ФЕ ГЕТЕ, 
где элемент г’ связан с г соотношениями 
ТЕР Р-ЕГ. (2) 


Если алгебра С обладает единицей е, то это отображение будет внутрен- 
ним автоморфизмом в обычном смысле, порожденным элементом в — г. 


* Автор работы, молодой московский алгёбраист Александр Иванович Тихо- 
миров, скончался 2 апреля 1945 г. после тяжелой болезни. Результаты работы были 
доложены автором в алгебраическом научно-исследозательском семинаре Московского 
гос. университета. Работа подготовлена к печати мною при участии В. М. Куроч- 
кина. А. Нурош. 


48 А. И. ТИХОМИРОВ 


Для элемента г из радикала элемевт г’, удовлетворяющий соотноше- 
ниям (2), всегда существует и однозначно определен: если г”=0, то 


А. И. Мальцев (') доказал теорему о сопряженности любых двух 
расщеплений сепарабельной алгебры конечного ранга. Мы докажем сле- 
дующую более общую теорему: 

Если расщепляемая алгебра С обладает нильпотентным радикалом 
В, причем фактор-алгебра С]В имеет конечный ранг и сепарабельна, 
то любые два расщепления алгебры С сопряжены между собой. 

Эту теорему можно было бы доказать непосредственным сведением 
на теорему Мальцева. Она вытекает, однако, из формулируемых и дока- 
зываемых ниже теорем 1 и 2, причем доказательство будет, в примене- 
нии к алгебрам конечного ранга, отличным от доказательства Мальцева. 

Введем сперва следующее определение: 

Тело А (т. е. алгебра с делением над полем Р) будет называться 
допустимым, если теорема о сопряженности расщеплений справедлива 
для всякой расщепляемой алгебры С с единицей, радикал которой имеет 
показатель 2, т. е. А*=0 и, кроме того, С/В = А. 

ТЕОРЕМА 1. Если расщепляемая алгебра С обладает нильпотент- 
ным радикалом В, причем 


С] = А А... 4 А, 


где не есть символ двусторонней прямой суммы, А) — полное кольцо 
матриц порядка п; над телом А@ и все тела А’, А", ..., А — допу- 
стимые, то любые два расщепления алгебры С сопряжены между 
собой. 

Доказательство теоремы распадается на три части: в первой предпо- 
лагается наличие в С единицы, а показатель радикала считается равным 
двум, во второй рассматривается случай, когда показатель радикала 
равен любому п, в третьей отбрасывается предположение о существова- 
нии единицы. 


1. Алгебра С обладает единицей е; А*=0. 
К 


Доказательство будем вести индукцией по числу т = У| п*. При т =4, 
1 


т. е. С/В <= А’, теорема верна ввиду допустимости тела А’. Пусть она 
уже доказана для случая, когда соответствующая сумма не больше 
числа т —1 и докажем ее для т; 

Пусть даны расщепления 


с=В+\=В-\", (3) 
где 
А... 4%, 
$ * = е А Аа, 
А 4 1-12 
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Нетрудно видеть, что, ‹ служит единицей каждого из вторых слагае- 
мых расщеплений (3): если е=г--с, где гс А, сс, то 
= еб==го ре", 
откуда ге =0 и с=*, а поэтому 
0 = г" — (е—с)* =е* — ес — се-{ с* =е— с, 
Ч, 5 ФЕН. == 
11. Пусть А >> 1. Так как 


К К 
"- Уа- а 
"1 


1=1 


ел 
где е‚ ег — единицы алгебр И и, соответственно, м то 


причем справа стоит прямая сумма двусторонних идеалов алгебры С: 
ввиду А* = 0 будет 
к 
С (е;Ве;) = (&+ х 4%) (е.Ве;) = АФе, Ве; = в. А Ве С е, Ве; 
1=1 
и это же имеет место при умножении на С справа; с другой стороны, 
если то; где г; С. е,Ве;, то 


т, ] 
пав, ( Уути) би, Ан К. 
7 


Пусть 5, будет сумма всех идеалов е,Не;, кроме одного, например, 
кроме е.Вез. Рассмотрим алгебру С, = С15,. Если при естественном 
томоморфизме С на С, образами подалгебр А, % и %° будут, соответ- 
ственно, В, % и %°, ло имеют место полупрямые разложения 

с. =В+ = АУ". 
Действительно, из в=т--а следует в=г-+а. Если же г|-а=0, то 
г-ас_5., отсюда, ввиду 5, СВ, следует а=0, т. е. а=0 и поэтому 
т=0. При этом мы имеем 
= = 9", 
так как если а, ааС\Жиа=а,, та, —а, С 5, СВ, откуда а, —а, =0 
ввиду В] =0. Таким образом, 


где 


А@ = 4*@) => АФ = А*®. 
Радикалом в С, будет 
В = е«Вез = еа«Вез. 


Известия АН, серия математическая. № 1. 


50 А. И. ТИХОМИРОВ 


144. Пусть «ЕВ. Алгебра 
6. = + + ЖА А 
будет, как легко видеть, алгеброй с единицей. Заметим, что соответ- 
ственные элементы обоих расщеплений (8). всегда лежат в одном смеж- 


ном классе по радикалу. Пусть е’, 6», вв, её, её будут соответственно 
единицами алгебр С., 4, Ан, тк А, ®. Тогда 
е’=е.-- = ее, 


причем е =е.—т,, где г, СА, а поэтому ез = ев-{ т. 
Покажем теперь, что 


т 748 — (дата 1 (48: 
Аа АВ = (452) (4). 
Действительно, пусть 
а: = а. т, (4) 

есь а. А®, тс А. Умножая (4) справа на её =е,—п, 
получим 

а: =а. — @оГ,; (5) 
так как Теа = (Рьгез) е«=0 и тг, = —=0. Точно так же, умножая равенство 
а =а,+ т’ слева на 68 = ев г, получим 

а} = аз —. т. 
Однако, ввиду (5), 

ба = (е’ + т, а (е’ а т) == а.— от, == а: 

и аналогично а} =а5.. 


Равенство 
А) С (А®)” 


имеет место также и для всех 8, отличных от а и В. Действительно, 
умножая равенство её = ть само на себя, получим 2 = 6 ввиду 


езтз — 765 =0, а умножая равенство р = а на её; = ез, получим а — @%. 
Однако, 


а — -_- -— = = 
а; =@ — ат, |- г, = а = а. 


Этим в рассматриваемом и доказано равенство %* = 91; 
112. Пусть теперь «= В, т. 


Он ОЕ 
Рассмотрим алгебру 
сене ао Во, 
Она обладает единицей е„, тела А@) и А*@) по условию допустимы 
и пп<тр— 1. Следовательно, по индуктивному предположению, 


д (4®)", где с А, 


а так как при 6-Е а будет, как и выше, 
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то и в этом случае имеет место равенство 9” = 9". 


Таким образом, всегда в случае 11 имеет место равенство 91“ =9{'*, 
которое можно записать в виде сравнения 


93° == (по@ 5.) г, С «Ве. 
Это позволяет говорить об алгебре 
С, = 5, НГ" = 5, + \", 


обладающей единицей е, причем е;Ве; = ве’ Ве’ для всех слагаемых е;Ве; 
идеала 5,. 


Обозначим теперь через 5, идеал, состоящий из тех же слагаемых, 


что и КА ва исключением одного. Повторяя проведенное выше доказа- 
тельство, мы получим 


97" == (91) — 961+"? (тоа 5,). 
Строим теперь алгебру 
ОИ, 


причем снова е‚Ве; =е? "Ве? !"® и С, обладает единицей; обозначаем 
через 6, идеал, содержащий все слагаемые идеала 5,, кроме одного, и т. д. 


Мы дойдем до идеала 5»_:, содержащего только одно слагаемое вида 
е:Ве;, и построим алгебру 


Фе ЗЕ еб. 
С аналогичным положением мы встречались, однако, при рассмотревии 
алгебры С/5,, когда было доказано равенство 9" =9Г'*. Таким образом, 
= | вым ь НТА 29 УЕ" +. , те. 


Случай А > 1 этим полностью исчерпан. 
12. Пусть теперь А =1, т. е. 


С=А- Аг = В- Ал, 


где п=т и, как прежде, А*=0, С содержит единицу е и тело А 
допустимое. Расомотрим алгебру 


С. =А- (е.А- 9, } = В- (е,,4“ 1), 


где 
п п п п 
® + 
ее" = Уен= Мей, У, = р езА, У 53 > ей} А . 
1=1 1=1 1, 1=2 1, 1=2 


Для этой алгебры &=2, тт =1- (п—1)*<тр—1, а поэтому 
ее, =, А = 4. 
Пусть 
ез=е,-й, СА. (6) 
Тогда 
ды АБН, 
где $5 = —@,й. 
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Действительно, умножим (6) слева на е,,=е'’, и справа на е\ =еи,. 
Мы получим, что е„=е,-е,йет,, т. е. 


ПЕС КЕ. (7) 
Аналогично, если е, =е!,-й!, СА, то 
№’ == ей ет. (8) 


Умножая (6) слева на ‘и =е!,-+ А’, мы получим 
’ 
еи=е,-+ #е е  е1:й = ей. 
откуда й’е!, = —е!,й, или ввиду (8). 
, Г. 
й’ = ей’ вк, = ет йет ет, = — ее’ Вет, = —@ „йе, . (9) 
Умножая (6) слева на е;, =е",, ]>2, мы получим 
® г т . 

еа=е, рей, а. (10) 
а умножая равенство е‚, =е/,—е!,йе’, справа на е;; =е5;, |>2, получим 

еу =, —е.йеи, 1—4. (11) 

Теперь при я > 1 имеем 
+ 
Е (е1)з == бах -Н зе — е1$ = @ а — а Ре -- едет. й == ел -- ей, 
так как, ввиду {7), №е. =0 при «> 1. Поэтому ввиду (10), 
е'=е, @>1. 
Аналогично при ях > 1 будет 
и (23а) = @1а -Е $@1а — @1а5 = @а— е'„Йела -- сне. В =6а— ет. Пе1а, 


а поэтому, по (11), 
ыы 
1а 


Далее, ввиду (7), будет 

в 8 аа 

еее Зе, еб =, — в. йе, рее й = 
== @: — ет. йе: и „Вет, = еу, = == = 61. 
Снова используя (7), мы получим при #, ]>2 

т*8 с № №» о г 

езу* = в; | $257 — е5;$ = е5; — ет,йез; | езует,й = ез; = 65» 
+ РИ 

е12* = ев -- зе — ер5 =ев — ет .йер + ее. й =ер = е, 


=е @>1. 


а поэтому, ввиду равенства её; = еъе»;, 
т+8 уе 
е:; — Е, т, 12. 


Покажем теперь, что 4”** = А*. Пусть ас- А. Умножая (6) на а* =а* 
справа, а затем слева, и вычитая один результат из другого, мы полу- 
чим, что а" = Ва’. Теперь 

а”"** = а” -| за” — а’; = а" —е'„ва’ + а" .й==а" =а”, 


так как @йа”== ва" =а' ей. 

Этим доказано равенство Ал= Ап". Таким образом, первая часть 
доказательства закончена. 

2. Алгебра С обладает единицей е; А" =0. 

Эту часть доказательства мы будем вести индукцией по числу п, 
так как для п=2 теорема уже доказана выше; будем считать, иными 
словами, что теорема справедлива в наших предположезиях, но при 
условии, что показатель радикала меньше п. 

Рассмотрим алгебру 

= =В+%=А-У". 
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Она обладает единицей, ее радикал А = В|/В? имеет показатель 2 и С]В= 
— СВ = А+... в Следовательно, для С теорема справедлива, 
т. е. Р=УГ, откуда ГЕЯ (шоа А’), т. в. а’—а’'С А*. Таким 
образом, можно рассмотреть алгебру 

С’ = А-З = В. 


Она удовлетворяет вашим условиям, но показатель ее радикала А” 
п 1 
= 


есть [ ] <п—1, а поэтому 


9[* 8 (ЗТ”)” в Е т. 


что и требовалось доказать. 
3. Алгебра С не содержит единицы, но, как и прежде, 


А" =0, а также С/Е=А„.-+...- 4» где все 4) допустимы. 
Рассмотрим алгебру 


с. =С-Ре= ВУ -- Ре=В- 3" -| Ре, 


где е— элемент, дополняющий бэзу С над Р до базы С, над Р, причем 
е*—=е, вв =ев =в для любого 2 из С. 
С,—ассоциативная алгебра с единицей е. Покажем, что алгебра С, 
удовлетворяет всем условиям, при которых раосматривался случай 2. 
Покажем сперва, что радикал А, алгебры С, совпадает с А. Оче- 
видно, что АС И,. Воспользуемся теперь разложением 


с, =А-- (+ Рь,), 

где е, =е—е,, е. —елиница алгебры %[; тогда 
ее, =е, (е—е,) =е,—е, =0, ее, =0, е=е, (ее) =е,. 
Если г, С-А,, то 
г. = г-а-{ ре,; 
умножая г, на е,, получим 
ге, = ге, -- ре, 

(так как ае, =ае:е, =0), откуда 

ре. = (г. —л) 6», 
т. е. ре, С А,, но ‘так как е}=е,, то р=0, т. е. г, =г-На. Отсюда 

—и=а=а,та,-|... Рак, 

где справа стоит разложение элемента а в соответствии с разложением р 
в прямую сумму простых алгебр. Если е; будет единица соответствую- 
щего простого слагаемого, то из В, а следует В, —) аа, 2... Й, 


откуда при а; 0 
В {а е,, 


что невозможно, так как элемент е; идемпотентен. Поэтому а; =0 для 
всех &, т. е. а=0и А, =В. 
Рассмотрим фактор-алгебру 


С.В -е,Р= А А", +...- А -е,Р. 
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Все тела А допустимы; докажем, что основное поле Р также допу- 
стимо. 


Пусль д 
С=А+Р=В-Р* 


будет расщепляемая алгебра с единицей. Если р’=р-г, то р*р ОР”, 
а поэтому 


1. = * 
рр е-елр ее’, 
так как единственный элемент из Р“”, лежащий в одном классе се, 
есть е*. Так как, однако, единицы е и е" полей Ри Р* должны сов- 
падать, как мы знаем, с сдиницей алгебры С, то е=е”, т.е. гр" =0, 
откуда г=0. Этим доказано равенство Р=Р". 


Таким образом, алгебра с единицей С, удовлетворяет всем условиям 
теоремы и поэтому 


З[" -- Ре= (1-- Рег, гс В. 


Отсюда следует, что 9%" =9(, так как единственный элемент из %[* -- Ре, 


лежащий в одном смежном классе с а, есть а*, а автоморфизм, порож- 


денный элементом г, перемещает элементы из % лишь внутри их классов. 
Этим заканчивается доказательство теоремы 41. 


ТЕОРЕМА 2. Всякое тело конечного ранга над Р, центр которого 
сепа рабелен над Р, допустимо. 


Доказательство. Докажем сперва допустимость конечных сепа-. 
рабельных (коммутативных) расширений основного поля Р (допустимость 
самого Р доказана выше). Пусть К— такое расширение, К = Р(а), где 
а-—корень неприводимого над Р полинома }(5). Пусть, далее, 


Сс=А+К=А- К", 


причем алгебра С обладает единицей и В? = 0. 
Если элемент 4 перестановочен с каждым элементом из А, то для 
любого полинома ф(х) из формулы Тейлора следует 


ф(а-- г) =$ (а) + гф (а). 


В частности, если а" =а--г, то 


1 (а) = 1 (а) г/ (а). 


Однако, из К*=К следует, что /(а‘) =/(а)=0, откуда г] (а) =0, 
т. е. г=0 ввиду сепарабельности К над Р. Таким образом, АА 
т. е. в этом случае К допустимо. 

Пусть, однако, элемент а перестановочен не со всеми элементами 
из В. Совокупность элементов вида га—аг, где гс_ В, образует дву- 
сторонний идеал 5. Фактор-алгебра С=сС[5 обладает единицей, ее 


радикал А имеет показатель 2, причем 

с=В+К=В+ К”. 
Так как элемент а уже перестановочен со всеми элементами из В, то, 
по доказанному, К=К’, что можно записать в виде сравнения 


К==К* {то 5). 
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Если в алгебре 5--К=5б-+- К” элемент 4° имеет вид а*=а- А, ле, 
то, по определению идеала 5, й=га—аг, гс. В, т. е. 


а“ =а--та-—аг=а" 
и поэтому 
ве к. ЕВ м . 
К" = [Р(а)"=Р (а) =Р(а")= К", 
что доказывает допустимость поля К. 

Пусть теперь дано некоммутативное тело А конечного ранга над Р 

с сепарабельным центром А и пусть 
С=А-А=АЧ+А", (12) 
нричем алгебра С обладает единицей и А* = 0. 

Мы знаем, что А== А*. Пусть А’ будет тело, инверсно изоморфное 
телам Аи А*. Рассмотрим прямое произведение алгебр С и А’ над 
полем Р 

С. Е С Хр А’, 
Оно может быть выполнено при выборе базы в С из линейно независи- 
мых над Р элементов, исходя из первого или из второго из расщепле- 
ний (12) алгебры С: 


С АВ АСЕ (43) 


Если 


А УГа.К, А’ Эра К, 
2 


= 
то 


#,] 


АхьА' = Уаа(Кхь К’) = ( аа)К ) ВК. 
$] 


Но первый множитель есть, очевидно, 
АхкА’=Р. ХрК, 
иоэтому 
Й $. Г 
АЖрА = РР. КрАХрА. 
Благодаря сепарабельности поля К и изоморфного ему поля К”, имеем 


К хрА =а К, НН... [е.В,, (14) 


где справа — прямая сумма, а все поля К’; сепарабельны. Действительно, 
это известно для случая нормального поля К, причем в этом случае 
К. =К, #=1,2,...,5. Если же поле К не нормально, то, присоедивяя 
к нему все корни того сепарабельного полинома, которому удовлетво- 
ряет примитивный элемент поля К, мы получим сепарабельное нор- 
мальное поле О, содержащее К. Для © уже доказано существование 
прямого разложения 


ОХь0’=«0-е:0 $... ет О. 


С другой стороны, прямое разложение (14) имеет место ввиду сепара- 
бельности и коммутативности К. Очевидно, что каждый идемпотент еа, 
а=1,2,...,5$, будет суммой некоторых идемпотентов ев. Если 
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е=е)-.--- ел 
и для АСК; 


ке: = але Ё...- апел, 9;; С О. 


то, очевидно, соответствие А, —> 9/; будет изоморфным отображением 


поля А; внутри сепарабельного поля О. Отсюда следует сепарабель- 
ность поля К;. 


Таким образом, 
С. / (хр А’)—=АХРрА’=Р, Хр(е.К,--...-Ре.К.) = 
Е (К,)„-+ ее (К), 


причем последняя сумма — прямая и все К; допустимы. Так как к тому 
же (В ЖрА’)* =0 и алгебра С, обладает единицей, то, по теореме.1, 
первое из расщеплений (13) переводится во второе внутренним автомор- 
физмом, порожденным некоторым элементом г, из АЖХрА’; в частности, 
А“ = Аг, так как каждый элемент остается в одном классе вычетов по 
радикалу. Таким образом, если аС: А иа"=а- т, гс. В, причем г=Е0, 
то ввиду 2“ =а"1 =а--г.а—аг, будет г= га—аг,. 
Если ‹ 
т 


п, = 2, ат®, 
3—1 
где элементы а; из А’ линейно независимы над Р, а поэтому и над С, 


7, / 
и если единица ед, тела А’ ‘принадлежит к рассматриваемой базе (а:} 
тела А’ над Р, то 


т т т 
ел'-"=( Ха) а—а( Хао) = УаФа—ако). 
:=1 2—1 


#=1 
Отсюда следует, что ед, совпадает с одним из а;, например, с а, 
а коэффициенты га—аг@ при +1 равпы нулю, в то время как 


т=гар—аг’ 


и поэтому а°=а-+га—аг =а". Элемент г’ содержится в В и не зави- 
сит от выбора элемента а. Таким образом, А“= А”, что доказывает 
теорему 2. 

В формулировке основной теоремы, непосредственно вытекающей из 
теорем 1 и 2, о фактор-алгебре С/В предполагалось, что она конечного 
ранга и сепарабельна. Существенность этих ограничений показывают 
следующие два примера. 

Пример 1. Пусть К будет поле рациональных функций от одной 
неизвестной { над полем Р, К=Р (г). Раесмотрим алгебру С над Р, 
имеющую вид 

С=иК- К, (15) 
тде и* =0, и. 1=1.-и=и, Аи—=ий для Д@ А. Так как 


(иК)*=0, С]иК=К, 
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то иК будет радикалом алгебры С, причем показателя 2. Отображение 


КИ > (И -иу (4) 


будет изоморфным отображением ноля К внутрь алгебры С: 


[(В-Еий (2)]-— [8 (О -ив" (8) = И) (Иа (и -ф80], 
(В - ил (1)] - [8 (0) ив] = 
= (и ГОО я (0 = а. 


Обозначим образ К при этом отображении через К®. Тогда для С суще- 
ствует расщепление 


@-ик--К.. 


отличное от (15), причем К не может переводиться в К” никаким 
внутренним автоморфизмом ввиду коммутативности С. Поле К оказы- 
вается недопустимым. 

Пример 2. Пусть К =Р (а) есть несепарабельное расширение основ- 
ного поля Р, имеющее степень п, и /(х)— неприводимый над Р полином, 
причем /(а) =0 и } (а) также равно нулю. Рассмотрим алгебру С =иК -+ 
- К над Р‚где и*=0, и: 1=1-и=и, Ки =иКк для СК. Отображение 


св (а) =8 (а) ив (а), 
где #(х)— полином из кольца Р[5], будет изоморфным отображением 


ноля А внутрь алгебры С: если #(а) =й (а) и если, например, 


8 (2) =1 (5) { 1 (2) 4 (2), 
то 
8’ (2) = (2) ЕТ (2) 9 (2) + 1(2) 4’ (2) 
и поэтому 2’(а)=й' (а), откуда сз (а) =сй (а). Изоморфизм этого соот- 
ветствия проверяется так же, как в примере 1. Если оК =К”, то рас- 


щепления 
С=иК+К=иК-+К* 


не переводятся друг в друга внутренним’ автоморфизмом ввиду комму- 
тативности алгебры С. 


Московский гос. университет Поступило 
им. М. В. Ломоносова 3. 1.1946 
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А. НОоМИВОУ. А СЕМЕВАШ7АТТОМ ОЕ МАГСЕУ’'5 ТНЕОВЕМ 
ОХ СГЕЕТ АГСЕВВА$ 


РВОММАБКУ 


п \№е рарег \е сопз14ег аззосламуе а|ефгаз оуег 4Ве Гиапдатеюша1 
Неа Р о! шНшие гапКк 11 сепега], роззезвлше, Бомеуег, ШШе пИройепу 
’ гад1са1. Ап а1серга С 13 за14 №0 Бе сей И Ш соша1щз а зас зеш1-зпоре 
зиЪа]сеьга %{ еди1уа]еп оуег Р 10 Фе {асйюг а1дефга С/В оЁ С Бу е 
га41са1 А \Таб е зего1-А1гесь Чесотрозиоп 


С=В-% 
саПед с1еабте о! С 4аКез расе. Туо с1еау1лпаз оЁ &Ъе а\вефга С 
С=А+У=А- 


аге саПе4 соп]ивще И %\ сап Бе шарред опёо 3 Бу ап 1шпег ашюотог- 
рЬ1зш 0{ С вепегайе@ Бу ап е]етешь оЁ {Ъе га@1са1 (аз 10 \Ве 4е поп 
о{ 1ппег ащботогрЫзш оЁ ап а1сефга \ИВоц ип, зее (*)). 

ТЬе !оПо\ушя \Феогеш сепега]12е4 а \Ъеогет оЁ Ма]сеу (т) ов 
сопарабепезз оЁ апу %\о с]еаушез оЁ а зерагае а]веЪга о# ИпЦе гапК: 

Г] фе Чей а1зефта С роз$еззез «йе пИроептё тафса! В апа йе рас1ог 
а1вебта С]В раз‘Нпие тапк апа $ зерага йе, ёйеп апу иуо Феадтвз 9} 
С ате сопривще 0 опе апоёйег. 

А зпе4 (аб 13, а 4113101 а]ега оуег Р) 4 у Ъе саПе4 а4тёз- 
5, ш \Ше ШФеогет оп соп]лабабепеза оЁ с<еаушез щ уаП@ 1ог 
еуегу с]е% а]сега С мИВ 4№е ипи, \Вове гад1са1 Ваз {№е ехропепй 2, 1. е. 
А*—0, ап4, тогеоуег, С/В = А. 

ТЬеп &Ве аЪоуе ШФеогешт {оПомз пашед1аке!у {топа Ве ФоПо\у1ис &\о 
{Теогетз: 

ТНЕОВЕМ 1. 1} Ш1е «ей а1веёга С роззе55ез {йе пИроёет гаёсай В апа 


С/В == А, + А... + А, 


чийеге -|- {5 цве 5ет о} ато-з4е4 41тесё $ит, А 45 йе сотрее пте о] 
таётсез 0} ог4ег п осег йе зе А®апа аЦИ йе зрей 4$ А’, А”,..., АЮ 
аге аатёз;ез, Фев апу ато Чеаллте$ орайе @вебта С аге сопуиваие 0 
опе апойет. 

ТНЕОВЕМ 2. Апу зе 4 о] дпие тап ооег Р йозе сепёег #5 зе рага йе 
офег Р 1$ аата5 Ще. 

Ехашр!ез 1 ап 2 вВо\ \Ба пейфег (Ве Йе!4 оЁ гайопа1 Фапсвовз 
Р (1) оуег е идащеща! Пе!4 Р пог а поц-зерага е ех4епз1оц Р(а) 
эге адтолзз1Ые. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ!М РЕ ГАСАФЕМ1Е РЕЗ ЗСТЕМСЕ$ ОЕ [0В$$ 


Серия математическая 11 (1947), 59—14 зече тапетайдие 


С. КОВЕРА 


ЕМЗЕМВГЕ$ ОЕ ЗОЕ$ ОЕМОМВВАВГЕ$ Э’ЕМТТЕВ$ 
(СОХТЕТВОТТОХ АО ГВОВТЁМЕ ОЕ $091ЛМ) 


(Ргёзет 8 раг Т. М. Утосгайом, ае ГАсааетае) 


Т’агс]е соп ео ]а а6топзгаНоп 94’ех1з4епсе 4е дие]ачез епзет- 


Без ог4опп6з ой 4ез еёрасез $оро1о21ааез еф зе гавбасве аа ргоБеёще 
4е Ваз. 


Г ’епзеш Ь]1е С. Т.ез зацез а’епйегз ицегуепаюе Ч4апз 1е ргёзепц 
агае]е зегопф 4е 1а Ёогте 


По» Пл +. -у ПЕ. - у (1) 


п: рагсоигаи ]а зиЦе 0, 1,2, ... 4ез евыегз >20, ЕЁ рагсомгаи® 1а 
заце Аез потЬтез ог41раих <, & рагсопгапё %0и8 1ез погбгез’ ог@1- 
паих ещте 0 её ©. Те з101е 


(7%, Е Чао Ио ва (1) 


46з1епега 1а заЦе (1). 

Оп сопу1епага диае деих зи16ез (Ио, .-, МЕ, +. да» (То, ТЕ, +. Ев 
пе зегопвё 6аа]ез чае 31 «=В её и„= ть рог 40% & < а. 

№13 А6з1епегойз раг 


С (2) 
Гепзею ]е Ае фощбез 1ез зи1без (1) огаопоё рагиеШешепе раг 1а ге]а- 


оп < дае У01е1: рошг 4еих @6тепёз (Пу, .-., Пе, +... )5<а, (То, +. 
т:. ... да 1а ге] ал1оп 


< (3) 
&4илуачага. а се дае 
а < В, ПЕ= ТЕ (< а). 


Мапезфетепи, С её ип епзете рагмеПетеи ог4оппё раг гаррог& 
3 < в оп ой аи’ 011% 4ез еих ргорг16&6з зилуатез: 

Г. Тощё зоиз-епзетЬе огаоппё 4е С ез% Ъ1еп ог4оппёб. 

П. Апсив ро 4е С п’ез ргёоваё 4е Чех роз 1исотрагаез 4е 
С +; се д4’оп резф ехргиег еп 41запё дае |]’епзешЫе С езё ип {аеац 
гаш1{16 раг гаррогь & 1а ге\амов < 4е (3) [(“), р. 73]. 


+ Се аи: уеи% Ч1те сес: 4е]5 дие $01еп% 1ез 616т0еп%$ а, 6, с 4е С убг!ащ 
дс, <, а10гз, ой Меп а=Ь оч Ъ1еп а <Ь, оц Шен 6 < а. 
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Роз1 610 4и ргоь1ё те. П уа ип этапа потфтге 4е ргоётез 
зе ргёзевфапь Азпз ?6би4е 4е Репзеш е С *; 1е ргоМёте чал 0048 1п- 
{6геззе еп ‘се шотаевь езф сеа1-сл: 

Т 6 ап пи з05-епзею \е таит поп-авпотЪгаЮ1е дле]сопаце 4е С, 
ез4-1| уга! да’аи шо1тз цое Че Чеих ргорозИлопз япуашез 34313 $е: 

1) Т сопмеп ип епзеюе огдопобё 111 поп 46 пстарга е; 

2) Т сопмепь ип епзет Ме 1иП1 поп абпошрга е 4опё 1ез ро1 $ 
301% 4еах А деих 1псотрага ]ез. 

№е засВапб раз гёзои4ге 1е рго те роцг п’ипрог{е дае!1 ТСС **, 
поиз аПопз шатчиег 4еих саз 1166геззатёз ой поиз 1е гбзоч@гопз. Рог 
1ез 6попсег, поиз эуопз Безо 4е аеих !опеМо0з (ф её %) ие поцз а1- 
101$ Ча6йпаг. 

Еопсё1 00 ае {г6ацепсе 5%. Оше] фае зо1епё ?епиег # > 0 её 
1а зе а==(пь, П,, ..., М, --.):< Фепегв > 0, помз 46319103 раг 


Ф(Ё, а) (4) 


1е фуре @а’огаге ае ’епзеш Бе Б1еп огаопоё 4ез 1п41сез & убгИапь п; =; 

еп рагысаПег, з1 п; ЕЁ р по & «о, поиз розегопз % (А, а) =0. 
Ехешр!е: 51 а=(2, 2, 1,5, 8, 14, 2), оп ацга $ (2, а) =3, $ (5, а) =1. 
Роцг пп з015-епзе Ше поп _. т 4е С, поз розегопз: 


ф (К, Т) = Богпе зарф (К, а), (4') 
аЕТ 

ФТ = Богпе зирф (Х, 7). (5) 
< 


Раг ехетр]е, Ф(Ё, С) =9, дие] диае 301% А о. 
Ропсф10оп 4е гапо ф. Оце5 чае 301е1 К «о %фа== (п, . 
ПЕ, ...):<аЕС, поз розегопз 
Ф(Ё, а) = Богпе зарёЁ, (5} 
Е 
$ рагсоигапё 10$ 1ез &<х убгИ1ат пЕ=А, 51 пе А (< а), помз ро- 


5егопз 
ф (К, а) = —1. 


Еп Пи, 4613 аще золепь А о + ОС ТСС, поцз' розегопз 


ф(А, Т) = Богпе зарф (А, а). (5°) 
аэт 


Ехеш рез. б1 а 946з10те (1, 2, 8, 4, 3, 6, 6), а10гзФ(6, а) =6 
Ф(5, а) = —1, $(1, а) =0, Ф(Ё, С)=9 рог 40% # о. 

Ви 4е 1’агьтс1е (1’6попсё Чи ТЬвогёте). №омз ргоцуегойз 1е 

ТНЕОВЁМЕ. Оп з0из-епветЫБе Т 4е С [в]. (2)] сопиепага ип 
епзет Ме тп? поп авпотбта Ме 4е рот1з 4еих а аеих зтсотрага Иез, 
роитои ди’ Ц оетёре Гипе 4е 4еих соп4итопз дие ост: 


* С’е3% фиес С вбпбга\зе еп дае]аме зог{ёе 1’епзетЪ]е @е потЪгез гёе]з, 1ез 
6161е0%$ (2, па, ..., Пр.) о 96 С роцуапф ]очег 1е гб1е 4ез пошЪгез 1тгаНоп- 
пе]5, сотте 1’а топ{г6 Вайте Чапз за 4+В6оме 4ез гопсопз гбеПез. 

** Ге Е: ез6 ви1уа1епф ай ргоЪ]6те 4е Заз Ип [сЁ. Тиёзе, 10с. с!. (1), 
рр. 106, 424 ез 132 (6уа]епсе Р.2Р,)]. 
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1° ризззатсе Т > М,, 5Т < 9 [4. (4") её Шбогёше 1 с1-4езз003]; 

25 И уашп К <о вепраш ф(Е, Т)=9, %(К,Т)<О [в. (4), (5') 
е6 (Рбогёте 2 с1-Чеззомз]. 

Уо1с1 цпе сопзбаиепсе {асе аи Шбогёте ргёсбаепе: 

Е ват ипе атшШе тушме поп 4впотёта е 4’епзет ез Ыеп ог4оп- 
пёз ае потбгез тайоппе!з, Е сопнепё ипе зоиз-рапиЦе Ф 4е рилззапсе 
>, 401 лисип @6теш а, пе з0й ип зевтет пина! а’ип аште @6тет 
ае Ф 4зитсЕ ае а.* 

ТаБ1еацх гам 1 {163 а4е М. Агопзра]т (°). Раг аеигз, 1е саз 
4ИйсИе ди ргоёте с1-4еззиз с’езё Пе саз ой Гепзете ТСС ез ип 
{аеац гаш 16 4е М. Агопзгап, с’ез!-А-@1те си Т убче 1ез сопа10опз 
эллуащез: 

а) роиг 140% «< Тепзет Ме 4е роз а 4е Т ропг сВасип @ез- 
Чие]з |’епзет Ме БР1еп ог4оппё 4е 10из 1ез ро1иёз 4е Т ргбседапё 1е 
ро1пф а езё 4’ап $уре &, поп У14е её аи раз абпошЬгае; 

Ь) 1006 зоиз-епзет ]е ог4опоё 4е Т езё аа раз абпошргаЫе. 

Еп поз зегуап 4е 1а Гопсоп Ф 4е 1юш-а-[Вепте, поиз шоштегопз 
Гех13епсе 4’ип раге11 7 (с{. п° 5 с1-аргёз). 

1. р6Ё 11161003 Чез зушЬо1ез 17, А.Т («< 1Т). Рапз се ам 


3016, 
т (6) 


6з1ещега пп 3003-епзет]е поп у14е аце]сопаче 4е 1’епзетЪ]е рагае]- 
1етепь ог4оппё С [с{. (2)]. 
Оце] 4иае 301% 1е потьге ог41па! я 


Н.Г (7) 


Аб з1о тега ’епзетЪ]е 4ез аЕТ рог свасип 4езаце]з 1е $уре 4’огаге 4е 
Гепзет Ме Б1еп ог4аопвьё 4е 40из 1ез ропйз 4е Т аоп\ сБасип ргбеёде 
1е ро1п® а езё 6са| & о **; поиз @6з1япегойз раг 


УД (8) 


[е ргешлег х уегИлапь А„Г =0. 
№ойз ауопз а1пз1 |1а заце 4е зоиз-епзеЬ]ез поп у1Аез ае Т 


ПТОНВ 5 о Гон Ё (9) 


МапзЕевбеевь, 
О Иа (9’) 


а 


2. ГЕММь 1. Оие[5 дие зыепё: ГРепзет Ме ТСС, Ртаке В < УТ, а 
зийе стоёззаще ф’тасе; у <<... <Зу<... обыратёу, < 1Т (&<В), 


* С?е5& аа’еп 9651°тап® раг Су 1а фаш1Ше 4е 105 1е5 епзетЪ]ез Ыеп ог4опп63 
поп У:аез ае потьгез гаоппе]$ её еп 46#1п15зап6 ромг 601 потабге гаЯоппе] г © 
ройг 401% аЕС, 1е пошьге ог41па| +ф(г, а) 4’апе тап1ёге апа1орие дие Чапз (4) 
чп аборте де 4 (г, а) =0 ом 1е% аёз 1огз +С,=1 [«4. (4”)]. 

А11п51 оп геёгоцуега!& раг ипе аште у01е @4ез гбзаЦа{з Че топ агис]е (?). 

** А1151 В.Г а6з1епега ГепзетЪ]е @ез ргешуегз ро1пёз 4е 7; 4’апе тшатшетге 26- 


пёга1е, ВаТ = № (Т— У ВЕТ). 
5<а 
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её [а зиие ае роти$ ЫЕД,Т (В), еп 4ёявпат раг Т, Репзет е ае$ 
(Е < В), 1а т@аиоп Е ВкьГ, ештатета & > ч(Ё) роиг 10 & < В. 

Те ]еттае уепё алге адме, де] дие 3016 & < В, |’епзет ]е Блеп огасппё 
дез еетепёз 6: (< В), 400 сБасип ргбсё4е 6; езё 4’ап вуре 4’огаге 
<Ё. Еф сес1 гбзаЦе пошёЧ1аетепть 4а {а\ дие, дие] дие золепё 1ез ог 
4таих ф < % < В, оп п’аига раз % < 68+. 

ТЕММЕ 2. 5: 1Т =® её риззапсе В«Т <Ж, («< 9), И уа ип тасе 
К в её ипе зиие атапзйте 4’616тепаз ае Т 


о, бане, 
1е15 дие 
Ф(А, в) >Е (<ЗеыЕьх (<:<9). (10) 
Еп е Ме, 01%, рошг 100 «< 


т =(ту, та, ..-, ТЕ, ао 


ип 616 тет 4е А.-.Г; А сапзе 4е 1Т =@, т“ ехие, её ]е гапя в, де т“ 
убёг1ега я, > Фа. 
Рапз 1а зи Ме поп-авёпотага ]е 4’епегз 


з 4 
п, теч, 9 


1] уаеп апга пп, $01 А, 3’у ргёзещаптё ипе лип поп а6пош га ]е 
Че 1013; 11 у аига 4опс пе зиаце 


о: 
уег {1апё 
УЕ-8 
Уа = 


Пёз 1огз ф (А, т\т) >ж-1 > у. Ог, > Аша, 1е3 те вами 
Чейх А 4ейх 4151645, И заЙ1 та 4е розег 


ть: (< 9) 


роиг зе гепаге сотр\е 4е ]1а уапацё ди 1ешше 2. 
Еп 9631епап® раг Т, ГепзешЪ]е дез 6: & <) 4а’оп у1епё 4е соп- 
зётилте, 1е ]етше 1 епташте, уа 1а г@аймоп (10), 1е 
Сого 1 ]азге 4. Оце!5 аие з01епё «<\Т, её ФЕР.Г 
Ф (К, 6) > а. 
3. ГЕММЕ 3. 5?'И уаип А <о 1 4ие Ф(Ё, Т)=9, $(Е, Т)<®9, 
её 51 спасип 4ез епзет Ме; ВТ («< 9) е5# аи риз авпотёта Це, Ц елляе: 
ипе зиие атапзрлие 4’отатаих 


О есь 


ипе зиие 1тапзутле 4е ройиз ае Т 


о› Оп апга 


Е Е а 
её ип отата 


8<а 


1е15 дие, ие] дие 50й «< 9 оп ай 


ЕМЗЕМВЬЕВ РЕ З(1ТЕЗ РЕМОМВВАВЬЕ$ РЕММЕВ$ 6$ 


а <т(а) < 9, &ЕВ, ТГ, Ф(Ё, 1) < 8 [61. (5)]. 


Се 41 ппроме 4апз 1е ]ешше 3 с’ез® Рех1зйепсе 4’ип 8 раге!. 
Зиррозопз аие 1е 1етше 3 пе 30 раз уга!. Оп рошгай 4опс Газте 

соггезропаге & 0 8< 9 пп ог41та] «(5) © цы че 1ез геаНопв 

& (83) <В< 9, аЕЛ.Г ешташепь Ф(Ё, а) >68; рошт ав еглтег &(5) зап 

ат1 20166, помз розегопз, а’ (5) 64а 1е ршз решь ог@1та! рагей, 

х(8) =” (8) --8. Оп у016 вапз реше 4ие 51 <5< 9, а10гза (Е) <а«() < 9. 
О6 11133003 аогз 1а заЦе а’1па1сез 


В и. О) 


сошше 11 за: 8, =1; 8, зега 1е ргешаег пошЬге ота1та] зарёгеиг ам 
вотЬге 


роге зар Ф(Ё, а); 
аЕКЕТ  (Е<а (55)) 


4’ипе шаплёге рёпёга]е, ие] дие зо 0 < а, ]е пошЬге 8л зега 1е 
ргеплег пошЪге ог41па| зарёглеиг ац раз огапа 4ез д4еих потаъгез 


Богпе зирбё, Богпе зар ф (К, а); (11) 
Е<« @Е ВЕТ, Е <а(8,)л <а 


1а ри1ззапсе 4е свасап 4ез зушфо]ез а, А.Т, а(5,) @ат <Ж., 1е 
пошЬге 6. зега1ь Б1леп а6&6гилиё еф < 9 роцг 406 а < ®. 
Еп сопз14ёгапь а]огз 1а зиЦе 4ез Аё Т («< 9), 1ез ге]а опз 


< <л<®9, ЗЕРеТ, УЕНаеТ (12) 

ета тега1летф а’аргёз (11) 
ф(Ё, 2) <Ф(®, У). (13) 
Еп еМеф, еп уег{а 4е ]а а6йп110оп 4е &(5,), в1 УЕ зе )Т, а]огзф (, у) > 


>8; 4’ащте рагь, уй &(5:) < я(5,), 4е 1а аби лот ае 8, [с{. (11)], оп 
ЧёЧи1: ф(Ё, х) < 8, А {ог ог1 1а {огише (13). 

(Сес1 6апф, сопз1Аёгопз 1е пошЪге ог41па! ФТ; сеа1-с1 6апё, раг 
Буров ёзе < 9, сопз146гопз ог41та]1 


в =фТ- о (14) 
её ]’епзетЪ]е поп У14е Азь,Т. Зо1епё: аЕ Лаз» ТГ ©, ропг 1006 6 р, ак 
Р&]6тепь 4е Вар ргёоб4ап 1е ропи 'а; оп аига 

д < в. Зоо (а Ас 0Т, $ Зв) (15) 
её а’аргёз (12) её (13), 
Ф(Ё, а.) <Ф(Ё,а,) < ... ЗФ(Ё, а) <... ЗФ(®, а) (<). (15’) 


Алгетепь 436, 81 (Пу, ..., Па, ...) @е36 Г@6теть а 1 у ага, 4’аргёз 
(45) ев (15): ди. 
ип ша1се у, <Ф(Ё, а.) бат п, =; 
ип па1се у 1е1 дае Ъогпе зар ф (®, а.) < < (Е, а) © п, =, дае] 
1< 


дае 301% О<Ё «р. П у апгай 4опс вле зиЦе сго1ззаще 
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Уре (а 


{еПе дле 


п, (О<Е<ь), 


се 41 епташега16 4’аргёз (14) 
(Е, а) >ь—1 её ФК, а) > ЭТ, 


сопитатететь & 1а а6Пи оп ае Ф(Т) [1. (4")]. 

4. О7[ешопз& гаф1оп ап Ббогёюше. Т.ез 1етез 1,2, её 3 6$ап% 
65а 15, помз еп аПойз Чёди1те пофте Вёсгёше ий езёф бваитуа!етф апх 
{Вбогбтез 1 её 2 дие поцз а!]оп$ ргоцуег. 

ТНЕОВЁМЕ 1. Оше! Чие $018 [е зои5-епзет Ме тНптф поп авпотбта/е 
Т ае С ов прат 9Т <, Т соппет ип з0и5-епзете тута пот аёпот- 
фгабе 4е розтаз 4веих 4 аеих атсотрата вез. 

Сопз14ёгопз 1а заце 4ез зоз-епзета]ез поп у1ез 4е Т 


ВТ бы 


сВасии Че сеих-с1 61апё сопрозё Че ро1иёз Чех & децх 1шсотрага ез, 
1е Мбогёте езф 6у14епф, роигуи дае Риа 4ез епзетЪ]ез АВ-Т (а < 1Т), 
5016 1аН ат поп 96 пошЪгае. № 1$ ропуопз 4опс заррозег аае, дае] але 
$016 «< 1Т, РерзетЫе А.Г з01& аи ршз АвёпотЬга Ме, се 41, уча 1а 
поп 96 пот ЪхгаЪ 11166 4е Т ещташе 1Т =9. 

А1п$1 5006 гепрИез 1ез5 сопа\опз ди 1етше 2, еф 501% Т, |’епзетЫе 
4е рошиз 6. ЕТ («< 9), 401% оп рае (1. 1етше 41) 4апз 1е 1етше 
2 её ]е согоПалге 1. 

Р’аргёз (10) Т, зега поп авбпотЪга е её 4’аргёз 1е согоПалге 1, оп 
апга 


Ф(Ё, а) > (16) 


ройг 100 аЕ А-Т, её ройг 1604 & < УГ. 
№13 413015 аи’ уа ип у 


< 1Т, (17) 


уёгИПаюпь ри1ззапсе АГ. =Ж,. Еп еНеф, заррозопз дае А.Г, зо ай 
раз 46 пошта Те, ие] ‘дае 30 «< 1Т,; Т, @ай поп а6потЬгаЫе, 
УТ. =9. | 

Раг БурофВёзе, 9Т < @ се дит, уи 5Т, <9Т, спташе оТ, < © ев допс 


$ (®, Т,) < 9. (18) 


Р’аште рагё, 1Т, = её 4’аргёз (16), +(Ё, Т,) =9. А1тз1 зегазепь 
гетр!1ез ]ез сопа\Исиз 4и 1етте 3 еф поз еп а6ааи“отз Рех1зкепсе: 
4’ип 8 <5, 4’ипе заИе т (%) < 9 («< 9) её а’ипе заце «Е Ак(«)Го №13 
дае 


< т() <Я её ф(Ё, &,) <8 (< 9) 


се Чо ез6 1псотрайЫе ауес 1а геайоп (16) аи шотепь дие &>6. Га 
уаП4 6 4е (17) 6%апь ргоцубе, 1е Ибогёше 1 еп гбзиМе 4ющё ае зице. 
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ТНЕОВЁМЕ 2. 51 роиг ип зоиз-епзет Ме Т 4е С И уаиш Ё<о 
об раш 
Ф(®, Т)=9, (Е, Т) <, 


Т соппетё ит 50и5-епзет фе 4е ризззапсе Ж‚ ае рогпёз 4еих & 4еих тсот- 
рата\ез [с{. (4’), (5’)]. 

Еп еНеё, 4е РВурофёзе ф (А, Т) =@ оп 964 пошёа1абетепь, раг 
1е ргосбаё 4е Р1паасйоп фтапз име, Гех1звепсе 4’ипе заИе 4е роли 
ВЕЕТ < 9), убгИлаиь (10) её 1е согоПалте 1; её а1огз 1а Абтопз га оп 
4и $Вбогёте 2 з’асвёуе сошше сеШе 4и № 6огёше 1. 

Апз1 ]е '№богёте езё сотр! бететь 6ваЪ 1. 

5. Г’ех1збепсе дез фаЪ]еаих гаш 11165 ае М. Агопзга]п, 
с’ез{-4-1ге 4ез фа еаих гатИ1ёз Т убг!апь сез 6го1з сопал1опз: 

а) 1Т =9; 

Ь) рилззапсе В.Т <М, (а< 9); 

с) 06 з0105-епзет ]е ог4оппё 4е Т ез аа раз а6потЬгаЫе. 

Ропг 46 п1г ип Т рагей, а611зз0тз а зайе 


Я. и а) (19) 
4е зоиз-епзет]ез 4е С сошше 1 зай: 
Т«=А.С рог №0 а<о; 
$014 «<а<@ её зиррозопз 4ае 1’оп а\ абегшлиё 1а заце 
Е < 9) 


4е тап1ёге да’еп роза 


Я: о, 
Е 


1ез сопа 101$ зи1уашез 301еп% гешрПез: 

(12) о =о [6Ё. (8}]; 

(2.) В.5.=ТьС В.С ропг 106 & За [61. (7)}]; 

(3«) Чае]з фае з01е0ё: #6 «о, аЕТ:. её Гепиег Ё зе ргбзешаиь 
дапз 1616 пет а ае С *, РепзетЫе Те: сопбет® пп 6]6тепб а’ засе64аюв 
4 а её уёгИ ат $ (Ё, а) =% (ЕЁ, а’) [с4. (4)]. 

Мапезбетею, 1’епзешЫе 5, = УТ. (<) убгИе 1ез сопалопз 

& 


(1), (2), (3). Э’апе шаплёге сбпёга]е, сп у01 запз реле {ие з1 В езё 
ап ога1шпа! 4е зесопае езрёсе &е] дае, дие] дае зо < В, Репзете 5. 01% 
дит её убге 1ез сопаИлотз (1.), (2.), (3), а1огз РепзетЫе 
68 = У = У Та убг11е 1ез сопаИйопз (15), (28), (33). 
238  а38 

Ропг а611г Г., А13Яиоопз Чеах саз, зи1уап дие Рога1та| & езб 
Че ргегллёге оц 4е зесоп4е езрёсе. | 

Папз 1е ргешлег саз, ТГ. Чёзаетега Репзеш Ы]е 4ез ро1пёз 4е А«С Чоп 
сВасио зиссё4е А ип 616тепб 4е Т._1. Рапз 1е зесоп саз, 3016 


и ПО) 


* В]еп еп{епач, а ез% ипе за Це а’епйегз >0. 
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пе зиЦе сго1ззапе 4’ог41таих < сопуегоеатё уегз %. Рошг а6йиг 
Т.С В.С, помз аПопз {а1ге соггезропаге А ип 616тепё чие]сопаче а 4е 


> Т., ип семала @6теп а 4е В.С 11 дие а< а [о!. (3)]; еп бепёга], 


п<® 
а зега уаг1а е ауес а. 

Г’1ад1се п 606 46 пт раг а@ЕТ.„, зо № ип сегбаш епйег зе ргб- 
зепбап Чапз 4; а]отз, раг Буроёзе 3, И уаз а'ЕТ.., 11 адче 


а<а', 5(Е, а) = (Е, а‘); 


4’апе таплёге сбибга!е, 3016 1 «го её зиррозопз аае Гоп а авег- 
ш1тё 1а заЦе а, а', а*,..., а’ 1, 4еЦе дие 
дааа аи УИ ое) 
ев 
Ф(®, а) =, а) (<); 
а!огз, раг ВуробЪёзе (3,), И уа пп 616тепё, её пом еп а6з1епегопз ап 
сегбазп раг а”, %е1 дие 


ЕТ. ат <а’ её (Е, а" *) =9(Ё, а") 
её 4опс Ф(А, а") = 5 (Х, а). 

Та заЦе а, а?,..., а’,... гГ<о9) 62а 96 е, поаз @6з1епегопз 
раг а 1’616тепё еп 46%егиё ае В.С засс64апь А сЪасап 4ез а”... А1тз1 
езф абфегтлиё Репзет Ме Т., Че роз а, а рагсопгапа 1’епзетЫе аёпот- 
ЬгаМе УТ, (п<о). 

п 


Еп 101$ саз, ТГ. езё а6Йп1 её оп зе геп@ сотрёе дае ГепзетЫе 
5.41= У ТЕ убае 1ез сора отз (441), (№41), (Заз). 
Е<а 


Га заЦе (19) 6бапь 46 иле, И заЙ 4е розег 


т 9 (20) 
роиг зе гепаге сошр\йе чае Т е5ё ип фа еам гаш!16 ае М. Агоп- 
оон. 10: 

П уа Пец 4’оЪзегуег дае ]е фаеаи ТГ 4е (20) убге ФТ =о, © 
Ч4’аргёз 1е богёте 1, Т сопетё ип зоиз-епзет ]е 4е ра1ззапсе Ж, 4е 
ро1тёз 4еах А 4еих шеотрага ез. 

Ге ргоБ]еше 4е зауолг 51 сВадае фаБ1еаи гаш! 16 4е М. Агопзга]а 
ех(га 4е С сопмепё ип епзет е 4е ри1ззапсе Ж, 4е ро1пёз 4еих А аеах 
1псстрага1ез езф 64и1уа1еп6 ап ргоёте 4е Заза её, соштште се1-с1, 
гезфе епсоге омуегё. 

о5И и 4е МаШётаЙдиез Веси 
Лазгеь, Гасоз1ау Ца 11. ТУ. 1946 
ЫТТЕВАТОВЕ 


* Когера С., Епзетез ог4опп6з её гаш!!16з (ТВёзе, Раг1з, #935: аизз1 Ра. 
Ма. Ошу. Ве]ота4е, ТУ, (1935), 4— 438. 

2 Кигера С., Тгап{огта 100$ попо{опез 4ез епхет ]ез рагйеЙетеп& огаоппёз. 
Сотрфез геп@мз, 205, (1937), 1033 — 4035 еф Веу1за 4е Зс1епс1аз, ша, ХЬИ, 
827—846; ХШИ, 483—500. 

3 Когера (., Епзетез Шпбашгез еф ипе с1аззе ае фаЫезих гаги 165 (аъ- 


]еамх гаи 1165 4е М. Агопзра]п), РаЬ]. Мат. Отх. де Веесгаде, УГ, 
(1937), 129 — 460. 
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ГЕОРГИЙ КУРЕПА. МНОЖЕСТВА СЧЕТНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 
ИЗ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ 


(К ПРОБЛЕМЕ СУСЛИНА) 
ПЕРЕВОД 


Множество С. Последовательности целых чисел, встречающиеся 
в этой статье, будут иметь вид 


пипс (1) 
где п; пробегает последовательность 0, 1,2, ... целых чисел >0, 
а ‹ пробегает последовательность порядковых чисел < я, где а пробе- 


гает все порядковые числа от 0 до ©. Через 


(по, Па, 4 19.9 ПЕ, +.) <а (1’) 
будем обозначать последовательность (1). 
Условимся говорить, что две последовательности (п И свое 


ИИ, И --х, ПЕ, Ев равны в том и только в том случае, , когда 
о =Ви п: -= те для всякого & < &. 
Обозначим через 


С (2) 
множество всех последовательностей (1’), частично упорядоченное при 
помощи следующего закона: для двух элементов (п, ..., Пе, +... )<а, 
(т, ..., ТЕ, ...)Е<в сООТношение 

(п., пт, те ПЕ, Та = =а = (т, та, Ы К | те, А ‚= < (3) 


означает, что 
3, реа (6550) 

Ясно, что множество С частично упорядочено по отношению 
к знаку <, и мы видим, что оно сбладает следующими свойствами: 

Т. Всякое упорядоченное подмножество множества С является вполне 
упорядоченным. 

П. Ни для какой точки из С не существует двух предшествующих 
ей точек из С, которые несравнимы *; иными словами множество С есть 
разветвленная таблица по отношению к знаку <, определяемому 
соотношением (3) [(*), стр. 73]. 

Постановка проблемы. Существует очень много проблем, 
возникающих при изучении множества (’**; проблема, которая нас 
интересует в данный момент, такова: 

Пусть Г—любое несчетное подмножество множества С; должно ли 
всегда иметь место одно из двух предложений: 

1) Т содержит упорядоченное несчетное множество; 

2) Т содержит несчетиое множество точек таких, что каждые две 
из них несравнимы. 


* Это значит, что, каковы бы ни были элементы а, 6, с из С, удовлетворяющие 
условию а < с, 6 <с, имеем всегда или а=ь или а или 6 <а. 

** Дело в том, что С в некотором смысле обобщает множество действитель- 
ных чисел, ибо элементы (то, пл, ..`)Пь ...)Е сш МНОоЖества С могут играть роль 
иррациональных чисел, как показал Бэр в своей теории действительных функций. 


5* 
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Не умея решить эту проблему для произвольного ГСС *, мы ука- 
жем два интересных частных случая, в которых она нами разрешена. Чтобы, 
их сформулировать, нам понадобится определить две функции (ф иФ). 

Функция $. Каковы бы ни были целое число #Ё > 0 и последо- 
вательность а== (1, Па, ..., Ме, ...):<а Целых чисел > 0, мы обозначим 


ны $ (Е, а) (4) 


порядковый тип вполне упорядоченного множества индексов &, удо- 


влетворяющих условию п; = й; в частности, если п; Е & для всех ё < а, 


мы положим $ (К, а) =0. 
Пример. Если а= (2, 2, 1, 5, 8, 1, 2), мы будем иметь $(2, а) =3, 


ф(5, а) =1. 
Для непустого множества Т из С положим 
Ф (Е, Т) = Богпе зарф (, а), (4’). 
аЕТ 
9 = рогпе зирф (К, Т). (4") 
К<о 
Например, % (А, С) = для всякого Ё < о. 
Функция ф. Каковы бы ни были & < Фиа=(п,, ..., Па, ...)=< СС, 
положим ь 
Ф а) = Ъогпе зирё (5) 
Е 


для всех & «а, для которых п; = А; если же п; = # для всех & < а, мы 
положим Ф(Ё, а) = —1. 
Наконец, каковы бы ни были «хи ОСТСС, положим 


: Ф(&, Т) = заргешиаш ф (К, а). (5°) 
аЕёТ 


Примеры. Если а.= (1, 24.8, А 3, 6 6) № $69 =5 
Ф(5, а) = —1, $(1, а) =0, х(Ё, С) =®@ для всякого А < ®. 

Цель статьи (формулировка теоремы). Нами будет доказана 

ТЕОРЕМА. Подмножество Т множества С [ср. (2)] содержит 
несчетиое множество точек попарно несравнимых, если оно удовлетво- 
ряет одному из следующих условий: 

1° мощность ТЖ, %Т < 9 [ср. (4") и теорему 1 ниже], 

2° существует такое & < о, что $(Ё, Т)=®, 9(Е, Т) <® [ср. (4'), 
(5’) и теорему 2 ниже]. 

Следствие. Если Е— несчетное семейство вполне упорядоченных 
множеств из рациональных чисел, то Е содержит семейство Ф мощ- 
ности Ж., ни один из элементов которого а не является начальным 
элементом другого элемента из Ф, отличного от а **. 


Эта проблема эквивалента проблеме Суслина [ср. (1), стр. 406, 124 
и 132 —эквивалентность Р› 2Р)]|. 

** Обозначая через С, семейство всех непустых вполне упорядоченных множеств 
из рациональных чисел и определяя для всякого рационального г и для всякого 
аЕС, порядковое число $ (г, а) аналогично тому. как это указано в формуле (4), 
мы доказываем, что + (г, а) =0 или 1, а значит 90, =1 [ср. (4)]. 

Таким образом, можно найти другим путем некоторые результаты моей 
статьи (?). 
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Разветвленные таблицы Ароншайна (°). Заметим еще, 
что трудным случаем вышепоставленной проблемы является тот, где 
множество ТС.С есть разветвленная таблица Ароншайна, т. е. Т 
удовлетворяет следующим условиям: 

а) для всякого & < ® множество точек а из Т, для каждой из кото- 
рых вполне упорядоченное множество всех точек из Т, предшествую- 
щих ей, имеет тип ©, непусто и не более, чем счетно; 

Ь) всякое упорядоченное подмножество множества Т, не более, чем 
счетно. 

Пользуясь ранее введенной функцией ф, мы докажем существо- 
вание такого Т (ср. далее следующий п. 5). 

1. Определение символов 1Т, В.Т (« < 1Т). В дальнейшем 


У (6) 


будет обозначать любое непустое подмножество частично упорядочен- 
ного множества С [ср. (2)]|. 
Каково бы ни было порядковое число & 


В.Т (7) 


будет обозначать множество тех аС-Т, для каждого из которых 
порядковый тип вполне упорядоченвого множества всех точек из Т, 
каждая из которых предшествует а, равен а *; далее, обозначим через 


ТР (8) 


первое «, удовлетворяющее А.Т = 0. 
Таким образом, мы имеем последовательность непустых подмно- 


‚жеств множества Т 
рии). (9) 
Ясно, что 


ДА в. (9’) 


2. ЛЕММА 1. Каковы бы ни были множество ТС С, индекс В<УТ, 
возрастающая последовательность индексов у <<... <“\<..., удо- 
влетворяющих условию у < 1Т (Е < В), и последовательность точев 
ЕВ,Т (Е <В), соотношение 6-Е ВкэТ. влечет за собой $2 1($) для 


вслкого & <В, где Т. обозначает множество 6: (&< В). 
Лемма утверждает, таким образом, что каково бы ни было $ < В, 


вполне упорядоченное множество тех элементов 6: (& <В), каждый 
из которых предшествует 6:, имеет порядковый тип <&. Но 


это непосредственно вытекает из того факта, что каковы бы ни были 

порядковые числа ф << В, соотношение % < 6, невозможно. 
ЛЕММА 2. Если 1Т=@® и мощность В.Т <Ж, («< 9), то суще- 

ствует индекс К и трансфинитная последовате льность элементов из Т 


* Таким образом, В.Г будет обозначать множество первых точек Ти вообще 


ВТ=В(ТЬ— У ЕТ). 
< 
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О 


таких, что 
Ф(К, 6) > (< и ыы (<:<9). (10) 
В самом деле, пусть для всякого х < 9 
ПИ По. 2 


есть элемент из А,-.Г; в силу \Т =®, такой т” существует и ранг % 
элемента 71“ удовлетворяет условию %, > о- а. 
В несчетной последовательности целых чисел 


4 8 
т Иа от Е, ча: («< 9 


найдется такое, пусть Ё, которое встретится в ней несчетное мно- 
жество раз; значит найдется последовательность 


о о м 


удовлетворяющая условию 


|-3 
В силу этого Ф(Ё, т\"") > у: . Но пё> Е и, следовательно, 
так как 7" попарно различны, достаточно положить 


пе" =; (<9), 


чтобы убедиться в справедливости леммы 2. 

Обозначая через Т, множество 6х (& < 9), которое мы только что 
построили, на основании леммы 1 и соотношения (10) получаем 

Следствие 1. Каковы бы ни были в <\1Т, и ФЕВ.Т., мы будем 
иметь ф(Ё, 6) > а. 

3. ЛЕММА 3. Если существует такое Е «о, для которого 
Ф(К, Т)=®, %(К, Т) <@ и если каждое из множеств В.Т (а < 9) не 
более, чем счетно, то существуют: 

трансфинитная последовательность порядковых чисел 


хо 
трансфинитная последовате льность точек из Т 
о о п 


и порядковое число 


<8 
такие, что, каково бы ни было «< 9, мы имеем 
„< *(а) <9, ВЕВоТ, ФЕ, 1) < 8 [р. (5)]. 


Важным в лемме 3 является наличие такого 8. 
Допустим, что лемма 3 неверна. Тогда можно было бы привести 
в соответствие каждому 8 < @ такое порядковое число &(5) < 9, что 
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соотношения а (5) <В < © и аЕ В.Т повлекли бы за собой Ф(К, а) >58; 
чтобы точно определить а (5), мы примем «(8) =а’ (5) 8, где а’ (5) — 
наименьшее из таких порядковых чисел. 

Легко видеть, что если <<, то «(Е ) <а($) < 9. 

Определим теперь последовательность индексов 


ыы... Со 


следующим образом: 8, =41; 4, —первое порядковое число, которое 


превосхсдит зиргешит ф(Ё, а); и вообще, каково бы ни было 0<а<®, 
аЕВЕТ ($<а(50)) 


число д. будет первым порядковым числом, превосходящим наибольшее 
из двух чисел 
зиргетит 6,  зиргешат —Ф(Ё, а). (11) 
#<“ аЕ ВЕТ, < (6), 1<а 
Так как мощность каждого из символов а, АТ, «(8.) будет <Ж,, то 
число д. вполне определено и < для всякого «< 9. 
Рассматривая теперь последовательность из Нь,Т (х < 9), мы видим, 
что соотношения 
Е <1<9, зЕАе)Т, УЕВье)Т (12) 


влекут, в силу (11), соотношение 
В самом деле, на основании определения а (8.), если УЕ Ва(з,) Т, то 
ф (Е, 9) > 68,; с другой стороны, так как & (8+) < «(5,), то из определе- 
ния 8, [ср. (11)] выводим ф (К, 1) < 8, и 4 Г!огИог1 формулу (13). 
Заметив это, рассмотрим порядковое число ФТ; так как оно, по 
гипотезе, < @, рассмотрим порядковое число 


в=ф7 фо (14) 
и непустое множество Низ, Т. 
Пусть аЕ Вис) Т и пусть для всякого & «в элемент из ВТ, 


который предшествует а, есть 4; мы будем иметь 


ПЗ А са Об Век (а-Е ВТ, Зв) (15) 


и, в силу (12) и (13), 
Ф(®, а,) < Ф(Ё, а,) <... <Ф(®, а) < ...< (К, а) @&<ы). (45) 


Иначе говоря, если (П,, ..., Па, ...) есть элемент а, то в силу 
(15) и (15°) существуют: индекс у, < ф(&А, а,), удовлетворяющий условию 


пу =^, и индекс у; такой, что 


зиргеплити ф(Ё, а) < %: < Ф(Ё, 4) и пу. = 
1 < 


каково бы ни было О<Ё< в. Но тогда должна существовать возра- 


стающая последовательность 


а аа СТ 
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такая, что 
пу, = (О<Е<ь), 
а это в силу (14) влечет 
о, д>ь—1 и (Е, а) > ЭТ, 


что противоречит определению %(Т) [ср. (4")]. 

4. Доказательство теоремы. После того как леммы 1, 2 
и 3 доказаны, мы можем из них вывести нашу теорему; она эквива- 
лентна теоремам 1 и 2, которые доказываются ниже. 

ТЕОРЕМА 1. Каково бы ни было несчетное подмножество Т мно- 


жества С, удовлетворяющее условию ФТ <®, Т содержит несчетное 
множество точек, попарно несравнимых. 


Рассмотрим множество непустых подмножеств множества ТГ 
ПТ св А: Г, т... = 


так как каждое из них состоит из попарно несравнимых точек, то 
теорема очевидна, если одно из множеств А.Т («< 1Т) несчетно. 
Значит можно предположить, что для всякого а <1Т множество А«Г 
не более, чем счетно, а так как Т несчетно, то 1Т =®. 

Таким образом, условия леммы 2 выполнены; пусть теперь Г, есть 


множество точек 6. ЕТ (а< 9), о которых говорится (ср. лемму 1) 
в лемме 2 и в следствии 4. 


В силу (10) Т, будет несчетно и на основании следствия 1 мы 
будем иметь 
$ (№, а) > (16) 


для всякого аЕВ.Т, и для всякого & < 1Т.. 
Докажем, что найдется таксе 


в. (17) 


для которого мощность А‹Т, = Ж,. В самом деле, допустим, что А«Г. 
не более, чем счетно для любого «< 1Т,; так как Т, несчетно, то 
1Т.=9. 

Но гипотезе ФТ < 9, а из этого, в силу ФТ, <5Т, следует, ФТ, < ® 
и, значит, 


У, То < 9. (18) 


С другой стороны, 1Т,=® и, в силу (16), Ф(&, Т,)=®. 
Таким образом, из выполнения условия леммы 3 следует суще- 


ствование последовательностей п(а) < 9 («< 9), №ЕВщо)Г, и такого 
5 <, для которых 


ао Ио о о 


что противоречит соотношению (16) как только & >68. Следовательно, 


соотношение (17) доказано, откуда непосредственно и вытекает утвер- 
ждение теоремы 41. 
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ТЕОРЕМА 2. Если для некоторого подмножества Т из С существует 

К «о, удовлетворяющее условию 

Ф(®, Т)=9, (К, Т) < 9, 
то Т содержит подмножество мощности Ж, точек попарно несравнимых 
[ср. (4), (57). 

В самом деле, из гипотезы ф(А, ТГ) = © непосредственно выводим 
методом трансфинитной индукции существование последовательности 
точек 6. ЕТ (Е < 9), удовлетворяющей (10) и следствию 1; но тогда 
доказательство теоремы 2 заканчивается аналогично теореме 1. 

Таким образом, теорема 2 доказана. 

5. Существование разветвленных таблиц Арон- 


шайна (*), т. е. разветвленных таблиц Т, удовлетворяющих трем 
условиям: 


а) 17 =@, 
Ь) мощность А.Г < Ж, («< 9), 


с) всякое упорядоченное подмножество множества 7 не более, чем 
счетно. 


Чтобы определить такое Т, определим последовательность 


и ЕЕ (19) 
подмножеств множества С следующим образом: 


Т.=А.С для всякого «< о: 


положим «<< 9 и допустим, что мы определили последователь- 
ность 
ы 
Та, Таль (9) 


Так, что если положить 


5а = № 7 (: = 4), 
Е 

то будут иметь место следующие условия: 

(1.) 15. = [ер. (8); 

(2.) Вы. =ТЕС ВЕС для всякого & «а [ср. (7)]; 

(3) каковы бы ни были & << а, аЕТ. и целое Ё, содержащееся 
в элементе а из С *, множество Тх содержит элемент а’, следующий 
за а и удовлетворяющий условию ® (Ё, а) =%(®, а’) [ср. (4)]. 

Ясно, что множество 5» = У. Та (% < ®) удовлетворяет условиям (1.,), 


(2), (3). Вообще, легко видеть, что если В— порядковое число вто- 
рого рода такое, что, каково бы ни было «< В, множество 5 опре- 
делено и удовлетворяет условиям (1.), (2.), (3.), то множество 5, = 
=У 5= УТ, удовлетворяет условиям (1), (2), (33). 


а< а< 
Чтобы а Та, будем различать два случая, смотря по тому, 
будет ли &« порядковым числом первого или второго рода. 
В первом случае Т. будет обозначать множество тех точек из Е. 
каждая из которых следует за некоторым элементом из Га. 
Во втором случае, пусть 


* Разумеется, а есть последовательность целых чисел > 0. 
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а ксиважити 5) 


есть возрастающая последовательность порядковых чисел «о, сходя- 
щаяся к о. Чтобы определить Т.С А.С, мы приведем в соответствие 


любому элементу а из УТ., некоторый элемент а из В.С такой, что 
по 


а«а [ст. (3)]; вообще говоря, а меняется вместе с а. 

Определив индекс и из условия аЕТ.„, возьмем неквторое целое № 
из а (см. сноску на стр. 73); тогда по гипотезе 3 найдется такое 
а'ЕТа.а, что 

а<а', +(Е, а) =9(®, а"); 
пусть вообще ' 1 <г< 0; предположим, что мы определелили после- 
довательность а, а", а* а", такую, что 


п И ааа ЕЛ == = 


... 


Й 


97, +1 Й г—1) 


ФА, а) = (А. = 


Тогда, по гипотезе (3.) найдется элемент а`ЕТ такой, что 
Й , 


СОА 
аа и као а) 
и значит $ (А, а”) =%(Ё, а). 

После того как последовательность а', а°,..., а",... (го) опре- 
делена, обозначим через а вполне определенный элемент из А.С, 
следующий за каждым из а’. Таким образом, определено множество Та 
точек а, где а пробегает счетное множество УТ.„ (по). 

п 


Итак, для обоих случаев Т, определено, и мы видим, что множество 


За41 == УТ. удовлетворяет условиям Ча» (2, Вы. 
Е<а 


После того как последовательность (19) определена, достаточно 
положить 


т=Ь т. (%< 9), (20) 


чтобы убедиться в том, что ТГ есть разветвленная таблица Ароншайна, 
что и требовалось доказать. 

Следует заметить, что таблица Т, определяемая равенством (20), 
удовлетворяет условию $Т =, и, в силу теоремы 1, Т содержит 
подмножество мощности Ж, попарно несравнимых точек. 

Вопрос о том, будет ли всякая разветвленная таблица Ароншайна, 
взятая из С, содержать множество мощности Ж, попарно несравни- 
мых точек, эквивалентен проблеме Суслина и, как эта последняя, 
остается нерешенным. 


, 
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0 ПОЛНОТЕ СИСТЕМЫ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком С. Н. Бериштейном) 


При помощи методов интерполяции устанавливаегся полнота неко- 
торых систем аналитических функций. 


В этой статье мы устанавливаем полноту некоторых систем анали- 
тических функций, не прибегая к их ортогонализации. ‘Такого рода 
исследования (не опирающиеся на ортогонализацию данной системы 
функций) могут быть проведены с помощью некоторых приемов, встре- 
чающихся в решении интерполяционных задач, как это, например, 
сделано А. Гельфондом в работе (*) и в моей кандидатской диссертации (*). 

При отыскании условий полноты рассмотренных здесь некоторых 
систем аналитических функций мне пришлось пользоваться преимуще- 
ственно методами интерполяции. Оказывается, метод интерполяции 
является одним из эффективных методов для установления условий 
полноты системы аналитических функций, 

Мы говорим, что система регулярных функций {ф„(2)} полна внутри 
круга Г, радиуса А с центром в начале координат, если при заданных 
К ие (&=0, 1,2,...; е— сколь угодно малая положительная величина) 
существует последовательность чисел А,, А,, Ау довлее 
творяющая неравенству 


|1" — у А 
52.2) | < 


5=0 


для каждого 2, расположенного внутри круга Г, при достаточно большом 
№ =М (2). 

Так как в данной работе будут рассмотрены случаи полноты системы 
аналитических функций в круге конечного радиуса с центром в начале 
координат, то мы введем понятие радиуса полноты данной системы 
аналитических функций. Именно, будем называть радиусом полноты данной 
системы аналитических функций радиус максимального круга с центром 
в начале координат, внутри которого данная система будет полна. 

При определении радиуса полноты некоторых систем аналитических 
функций приходится использовать следующий критерий полноты системы 
аналитических функций (являющийся очевидным следствием определения 


полноты): 


‹ 
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Если система аналитических функций {9,(2)} полна внутри круга Г 
радиуса В с центром в начале координат и если для каждой функции 
Фк(2) этой системы можно найти такую линейную форму от конечного 
числа М функций другой системы {%,(2)}, что разность между линей- 
ной формой и $,(2) будет меньше наперед заданного сколь угодно 
малого положительного числа = внутри любого круга с центром в начале 
координат и с радиусом, меньшим А, то система функций {9„(2)} бу- 
дет также полна внутри того же круга Г с центром в начале координат 
и радиусом А(М№М=М (<г)). 

Прежде всего мы устанавливаем, что система последовательных 
производных {$(Р)(2)} аналитической функции ф (2) с периодом 2т внутри 


полосы —т < /[(2) <т полна внутри круга Г с центром в начале 
координат и радиусом п—е= (=—сколь угодно малая положительная 


величина), если только все коэффициенты Фурье функции $ф(2) отличны 
от нуля. 

Далее, пользуясь интерполяционным процессом Ньютона, удается 
показать, что задача определения радиуса полноты системы аналитических 
функций {$ (2-+,„)} может быть решена при помощи только что сфор- 
мулированной теоремы, где {я„} есть последовательность произвольных 
комплексных чисел, имеющая единственную предельную точку в начале 
координат или в бесконечности *. 

Наконец, полагая, что Р(2) есть аналитическая функция внутри 
конечного круга, мы устанавливаем условие полноты системы аналитиче- 
ских функций {Р (2“к)} где а, — возрастающая последовательность дей- 
ствительных положительных чисел; так же рассматривается случай, когда 
{а,} есть последовательность комплексных чисел, имеющая единствен- 
ную предельную точку в начале координат. 


> 


8 1.0 полноте систем последовательных производных 
аналитической функции 


Предположим, что ф(2) есть аналитическая и периодическая с пери- 
одом 2« функция внутри полосы—т < /(2) <т. Определим радиус 
полноты системы последовательных производных {$” (2)} заданной функ- 
ции $(2). Для этой цели рассмотрим числа с„(п=0, 1,2,...), опре- 
деленные следующим образом: 


о 
2 


—пй 


е $(1)4ё (п=0,1,2,...). (1) 


Св = 


> З - | 


В частности, равенство (1) при п=0 дает 


атс, = 


$ (2) 41. (2) 


ПЗ | 


* Подобная задача рассматривалась иным путем в действительной области 
П. Н. Хлодовским (3). 
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Очевидно, числа сх, с,, с,, ... являются коэффициентами Фурье ана- 
литической функции ф(2) с периодом 2. 

Полагая в равенстве (2) #ё=2-Еь, мы, в силу периодичности ф (2), 
получим 


с: = \ вет = \ ое 4, (3) 


где х— действительная переменная. 

Но, в силу аналитичности и периодичности функции Ф(2), равен- 
ство (3) остается в силе, если действительную переменную х заменить 
комплексной переменной 2 и, следовательно, равенство (2) можно пред- 
отавить в виде 


те, = \ 9(24 09%, (4) 


а формулу (1)—в виде 


в 
2ксеЁ = \ е-Кф (2--#) 48. (4’) 


=: 


Возьмем прямоугольник [, со сторонами параллельными осям коор- 
динат, целиком лежащий внутри полосы —т</(2) < т, с основанием 
большим, чем 4п и с высотой меньшей, чем 2*. Пусть, например, пря- 
моугольник Г, ограничен прямыми: х=2*-е, х= — (2«- г), у=кр—е, 
у= —(п— =), где = > О— сколь угодно малая величина. 

Обозначим через /[. прямоугольник той же высоты, но с основанием 
2(=-+=); пусть, например, прямоугольник Г, ограничен прямыми: 
х=пт-е, х=—(п-:), у=к—е, у= — (п—е). 

Обозначим через 2, произвольную фиксированную точку, а через 
2 = произвольную внутреннюю точку прямоугольника Г.,; тогда точка 
2,—2={ будет произвольной внутренней точкой прямоугольника Г. 

Пусть аналитическая функция (=) (!), где ё=2,—2, отображает 
прямоугольник Г на круг Г радиуса А с центром в начале координат, 
так что точка 2, переходит в начало координат &=0; при этом, 
очевидно, Ф(2, |2) =7(0 является аналитической функцией внутри 
нашего круга Г(|<|< ВА). 

Тогда имеет место разложение 

со 


(+ =/9= У Ам= У А, [^(. (5) 
п®=0 п 


—0 
Степенной ряд У А,„” сходится равномерно внутри круга Г (|<|< АВ) 
п=0 


со 
и поэтому ряд У А, [) (#)]" сходится равномерно внутри прямоуголь- 
п=0 


ника /.. 
В силу аналитичности функции $Ф(2) внутри полосы —т < [(2) < т 


имеет место разложение 
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Фи =а, ай-ай а... (6) 


внутри круга 1 радиуса т с центром в начале координат. 
Далее, в силу предположения относительно функции с=^ (#), имеет 
место разложение 


==... А... 
внутри того же круга 1. Поэтому равенство (5) принимает вид 
(5-8 = А, 4, Ем... +... А, ее... ... (7) 


Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях & в равенствах 
(6) и (7), получаем 


К 1 , 
№ А, | МА, =а,; А == 1? [= Ф” (25 ) — я Фф (2%) | ’ 


Ао" (26) Нат" (15)... а (2). 


Таким образом, равенство (5) примет вид 


(5-й =» [У 9) Ф(® (2 2) | [0 О (5”} 
п=0 К=о 


Используя равенство (5’), мы можем представить равенство (4’) 
в следующем виде: 


2кс.ео = — | { м [У 2) (2 г.) | | АТ } е- $ — 
ть 


фа ОКО 


со 
Ем к 
=» Вк® 0 (2,). (8) 
Хе 
Равенство (8) справедливо при любом 2, лежащем внутри полосы 
—п</[(2)<т, так как $(2) есть аналитическая и периодическая 
(с периодом 2=) функция внутри той же полосы. Следовательно, ряд 


со 
2кедек" = М ВФ (2) (8) 
Ко 
сходится равномерно внутри всей полосы —*</(2) <* 
Заметим, что система аналитических функций {е”?} полна внутри 
круга Г с центром в начале координат и радиусом п—е (=> 0 — сколь 
угодно малая величина), так как функция е’ есть однозначная аналити- 


ческая функция внутри того же круга Г. 


Итак, на основании высказанного критерия полноты системы анали- 


тических функций мы приходим к следующему заключению, 
ющемуся следствием равенства (8’). 


явля- 
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ТЕОРЕМА 1. Если $(2), есть аналитическая функция с периодом 2® 
внутри полосы —п<1(2) «т, то система последовательных производ- 
ных {$“)(2)} рассматриваемой функции Ф(2) полна внутри круга Г 
с центром в начале координат и радиусом п—е (= > 0— сколь чгодно 
малая величина), если только все коэффициенты ряда Фурье функции 
Ф(2) отличны от нуля. 

Примечание. Аналогично может быть доказано, что если Ф (2) — 
аналитическая функция с периодом 2® внутри полосы — ® < [(2) <, то 
система последовательных производных {$(")(2)} полна внутри круга 


2|<®—е (= > О— сколь угодно малая величина), если только все 
коэффициенты Фурье 


О: 


= 5 \е° 94 (#=0,1,2,...) 
а 
отличны от нуля. 


$ ®. О полноте системы аналитических функций {/(2-«,)} в случае, 
когда По || =0 
1—0 

Покажем, что задача определения радиуса полноты некоторых систем 
аналитических функций может быть решена при помощи только что 
доказанной теоремы Г. 

Пусть 1 (2) — аналитическая функция с периодом 2 внутри полосы 
—"</[(2)°<т и пусть последовательность комплексных чисел а, “.,... 


.... бл, ... Имеет единственную предельную точку в начале коор- 
динат, т. е. 


ВОО о 55 -=-01:25. 53). 
пс 
Определим радиус полноты системы функций {](2-а„)}. 
ТЕОРЕМА ПШ. Если ](2) —аналитическая функция с периодом к 
в полосе —п<[(2)<т, причем все коэффициенты ряда Фурье для }(2} 
отличны от нуля, и если последовательность чисел %,, и, @», ... Имеет 
единственную предельную точку в начале координат, т. е. 
НО им |< 1 
п> оо 
то система функций {}1(25-а„} полна внутри круга Г с центром в на- 
чале координат и радиусом п—=, где = > О—сколь угодно малая вели- 
чина. 
Доказательство *. Представим функцию ](2-1) обобщенным 
интерполяционным рядом Ньютона при фиксированном 2 (| 2| < т). Пред- 


полагая Т=%,, 91, 9., „.-, Ч, ... точками интерполяции, будем иметь 
п 
1(2-- 2) = о Ах (2—9) (1—4) . (1—@ 1) +2, (2, 1), (9) 
К=о0 


* При доказательстве теорем П и Ш я буду пользоваться некоторыми оцен- 
ками, которые установлены А. О. Гельфондом (“). 


80 И. И. ИБРАГИМОВ 


где * 
я ав) 
Е 2 а,) < 10 
Ак = Хе, (а, — ак) ° и) 
п (2—а;) р 
О ее (11) 
= П (—а;) 
:=0 


Дифференцируя равенство (9) р раз по х и полагая затем х=0, 
получаем 


п 


КР (2) = р Ах 


К=0 


паев) (ев... (2—4) |+ Ал.» (2), (42) 


где 


1 
Рп,р (2) — ру: 


(2-8) 4. (13) 


ЕЯ И (Е—а;) 


Заметим, что на основании (10; равенство (12) можно представить 
в следующем виде: 


КВ (2) = ск} (2 “,)  Вп,р(2). (14) 


$=0 


Очевидно справедливость теоремы П последует из равенства (14), 
если мы докажем, что | А„,р(2)| равномерно стремится к нулю при не- 
ограниченном возрастании п для всех 2, расположенных внутри круга 
Г с центром в начале координат и радиусом «—е, где е >> О— сколь 
угодно малая величина. 

Итак, мы переходим к оценке остаточного члена В„,р(2), определяе- 
мого равенством (13). 

Заметим, что функцию 


(2—4) (2—1)... (2 ап) 
1 


можно представить в виде интеграла Коши вдоль окружноети круга 

с центром в начале координат и радиусом е (= — положительное число 

меньшее единицы), так как эта функция регулярна внутри и на окруж- 

ности рассматриваемого круга |и|<.е при фиксированном #(|2|= 1). 
Таким образом, 


ОЕ мА П @—а) 45) 
:=0 :=0 
1—я т (Е—и) (и—х) ди. 
М =е 
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Дифференцируя равенство (45) р раз по т и полагая затем х=0, 
получим 


П и—«) 
[ 4Р (т—а,) (х—а,)... (—а) и 1=0 16 
ЧР ИЕ ло \ ({—и)иР*1т ° (16) 
%\|=$ 


Заметим, что всегда найдется такое целое положительное число К, 
для которого 


|1-—а,|<2 при 1<, 
|и—&;|<2е при &>/А. 
Очевидно, величину = можно выбрать так, чтобы 2е =, было меньше 
единицы. Тогда будем иметь 


п 


|Пе-—«) 


1=0 


п 
<2*(2е)"-к или | П (и—в) | = Ает+, (17) 
1=0 


где АЬ— постоянное число, не зависящее от И и в,. 
Кроме того, при |{|=1 и |и|<е (г, <1) имеет место неравенство 


й в, 


Теперь, равенство (16) при использовании соотношений (17) и (18) 
даст следующую оценку *: 


а (2—4) (2—@в)... (х—@в) 
ат? {—х х=0 


= Ве по @®) , (19) 


где В— постоянное число, не зависящее от п и в, (в, < 1). 


п 
Далее, дадим оценку произведения П (# — ах) при || =1и И 1“к|=0, 
®=0 —со 


8) (0124... 
1 
Пусть т— целое положительное число, такое, что || < > при 
Е > т. Тогда 


Пе > Па-1№ 1) П ад =с Ц и-1вь |), (0) 
к=0 &=0 


= В т-+1 В-т-1 
где С — постоянная величина, не зависящая от п. 
Допустим, что 1„ выбрано так, что имеет место равенство 


п 


У [|= (п—т). (21} 


®— т-Е1 
Логарифмируя неравенство (20) и разлагая функцию 1 (1— |» |} 
по степеням |я,|, находим, на основании (21), следующую оценку для 
каждого члена полученного ряда: 


* Равенство (19) установлено А. О. Гельфондом (т). 


Известия АН, серия математическая, № 1 
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у-1 

Е АГ 

< У Е ) я. 1 (аи) 
при у=2, 3,4, ... 

Таким образом, 
о [> бт) (А-а +... 
к—1 
> ШС— 21, (пт). (22) 


Докажем, что 1|„ стремится к нулю при неограниченном возраста- 
_ нии п. Предположим противное: пусть 
Шу, =о, (>00). 


Это значит, что существует последовательность натуральных чисел 
П;, Па, +..,П,, «.., СТремящихся к бесконечности, такая, что каждое 
из чисел 1па, Тляь, па, ... Не меньше, чем с, (с, > 0). 

Заметим, что в этом случае имеет место неравенство 


Пз 


Х [1% |[> а (п,—т). 


В= т-1 


[*) 
Пусть п. =п, (+) есть натуральное число такое, чте 


"ак < при А > п,. 
Тогда 


УХ = У Пак М = (пт) ><, (пт), (23) 


А=т-1 К=т-{1 К=мо-+ 1 
где с., не зависит от п.. 
Таким образом, из неравенства (23) находим 


2 


п, <——-т = с018% (5, }, 


т. е. п; есть постоянная величина, зависящая от 61. 


Полученное противоречие показывает, что 1„ стремится к нулю при 
неограниченном возрастании п. 


Таким образом, из неравенства (22) получаем 
п 
П | #— а; | = е 1 С- 2 - т) — =(- № 1) Па С-2ти (п-м)] — 
в=1 
== 2(п-т) тп ще: - ШС те: — го (п), (24) 


Наконец, так как } (2) — эналитическая функция с периодом 2к; то 


всегда можно найти постоянную величину М, удовлетворяющую нера- 
венству 


[1 (2+2 |<М (25) 


пра |2|<пи О 
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Итак, используя неравенства (19), (24) и (25), получаем следующую 
оценку для модуля |А„р(2)|: 


| Ва,р (2)| = Рег +, (26) 


где О не зависит от п и в, (в, — положительное число, меньшее единицы). 

Равенство (26) показывает, что | ‚р (2) | стремится к нулю при неогра- 
ниченном возрастании пл для всех 2, расположенных внутри круга 
Г(|2|<^), что и доказывает теорему П. 


8 3. © полноте еиетемы аналитических функций {7 (2-1 ,)} в случае, 
когда Пи |ах |= со 
К-+ со 

Пусть }(2) — целая аналитическая функция периода 2« конечного 
порядка р, нормального типа с,. 

Рассмотрим системы функций {] (&- ®„)}, где {я„} — последовательность 
комплексных чисел, расположенных достаточно правильно (т. е. без 
особых уплотнений) на плоскости комплексного переменного 2. 

Это предположение будет верно, если потребовать существования 
двух пределов: 


. ]п к] р . п а 
о р-а, аа | — с 1% (27) 


Очевидно, числа р и с достаточно хорошо характеризуют плотность 
множества чисел {о„!. При этих условиях можно доказать следующую 
теорему о полноте системы аналитическнх функций {}(2-4,„)}. 

ТЕОРЕМА 11. Пусть } (2) — целая аналитическая функция периода 2 
конечного порядка р, нормального типа в., для которой все коэффи- 
циенты ряда Фурье отличны от нуля, и пусть плотность множества 


комплексных чисел в, в, 9,,...,... жарактеризуется числами рис, 
где 
1 
11| а а = 
И — "| о С! в =% », 
п 


Тогда при выполнении условий: 
рр, 
те ( 4 
2) при р=ь рае 1 
И: 
система функций {}(=-а„)} будет полна внутри круга Г с центром 
в начале координат и радиусом п—ев, где => О— сколь угодно малая 
вгличина. 

Для того чтобы убедиться в справедливости этой теоремы достаточно 
показать, что каждая функция полной системы {/®)(2)} представляется 
в виде линейной формы с постоянными коэффициентами, через функции 
нашей системы {/(2-+а,„)} при всех 2, удовлетворяющих неравенству 


|2|<п—е, где г > О—сколь угодно малая величина. 


6* 


у — 
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Для этой цели рассмотрим интерполяционную формулу, которая 
представляет функцию }(5+ 2) в плоскости комплексного переменного х 
с точками интерполяции т=х,(й =0, 1,2, ...) при фиксированном 2. 
Эта интерполяционная формула есть обобщенный интерполяционный ряд 
Ньютона: 


п К-1 
(2+2) = Ак ] &—а) +В» (2, 1), (28) 
к=0 :=0 


где 


к 
Е 1 (2 + =) ых 
а (а; —а,) (а; —а1) ... (а, — ак)’ 


П (х—а;) я 
И (2, х) = = ЕЕ ЧЕ, 

Па-в 

2—0 


причем С есть окружность || =г, (г, >|“, |) и 


Дифференцируя равенство (28) р раз по х и полагая затем х-==0 
получаем 


ИР (2) = ХА, [ 2 П @-2) |, „+ Внь(2), (30) 
где 


[4=н п (2—5 Е зЕЗуте 


- Е ВаЕ (31) 
п (Е —а;) 


= Ти =- 


Так как все коэффициенты А, (Е =0, 1,2,...) являются линейными 
комбинациями функций системы {}(2-%,\}, то в силу теоремы Ги ра- 
венства (30), мы убедимся в справедливости нашей теоремы, если только 
покажем, что модуль остаточного члена | А„,„(2)| равномерно стремится 
к нулю при неограниченном возрастании п для всех 2, |2| < г, г« т. 

Очевидно, условия (27) нашей теоремы можно представить в следую- 


щем виде: 
(а в <|*,| < (= р ВВ &и =0- 


По предположению, {(Ё) есть целая аналитическая функция конеч- 
ного порядка р, нормального типа 5,; это значит, что имеет место нера- 
венство 


1 (2-- 2) ка: вы =. е(91-+- Е) гы обе) _ (32) 
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ищо 


Принимая во внимание неравенство 


п 1 4 
Чек —пшп-0(п) 


| еж | < П = + М) < т 
к=® Е 


=0 


мы из тождества 


= п п ($ —а,) 
[= 2-06-59], = а ЗА 11183) 
к=0 = 
получаем следующую оценку: 


: п шп-ро(п) 


СИ (в— а) (#2) | <“ -е’ < (34) 
к=0 


Кроме того, при произвольном &, лежащем на окружности |ё|= т. = 
- | 
= 27, имеет место неравенство 


—- — ко 


| “—ж [> 1 2 1,1) > (35) 
К=0 П 


Таким образом, используя (32), (34) и (35), из равенства (34) полу- 

чаем следующую оценку: 
Ее отт) (- Каши 
при любом 2, |2|<* 

Последнее неравенство показывает, что | А„„‚(2)| равномерно стре- 
мится к нулю при неограниченком возрастании п для всех 2, |2| < т, 
если только р, < р. 

Покажем, что при р==р, | В„,„р (2) | также равномерно стремится к нулю 
при неограниченном возрастании п для всех 2, |2|<т, если удовлетво- 
ряется второе условие нашей теоремы. 

р этой цели заметим, что имеет место оценка * 

п 


ПИ о ИР У-Сы-П (2 - -()!]=°- 


т я ш[2- (1) у] вое 


7-5. Е 


ЧЕ оп) 


6 
ПР 


- ‚о 1 пап 1 ппое+ 27 { 

о — = рык 

уп пп п1па+л } ше-ганот) 6 в 8 
о 


=е 2-й (36) 


Е > 


Принимая во внимание неравенство 
пап- — 11 зе--о(п) 


КА ] , 9 
=е , 
|П + 
к-© 


мы из тождества (33) получаем 


* Эта оценка установлена А. О. Гельфондом ("). 
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п п п-т се о(п) 


[= Пе-®) А е (37 ) 
К=0 


Используя (32), (36) и (37); из равенств (31) получаем следующую 
оценку для | Вл,р (2) |: 


( У | а! =" 
> В 
0 Е 
|Вп,р (2) | <е ее (р==р1) (38) 


для всех 2, лежащих внутри круга |2|<т; 

Неравенство (38) показывает, что в случае р=ф., |Н„р‹2)| равно- 
мерно стремится к нулю при неограниченном возрастании п для всех 2, 
лежащих внутри круга | 2| «т, если только имеет место неравенство 


- < 


1 
91— Ро | а 
0 


что и доказывает справедливость второго условия нашей теоремы. 

А. О. Гельфондом (") доказано, что первое и второе условия тео- 
ремы Ш являются достаточными (и в известном смысле необходимыми) 
для представимости целой аналитической функции интерполяционным 
рядом Ньютона. 

Примечание. Полученные здесь результаты (теоремы 1, Пи ПП) 
согласуются со следующим предложением А. И. Маркушевича (“), вхо- 
дящим в его докторскую диссертацию: система последовательных произ- 
водных {}(”) (2)} аналитической функции }(2) и система аналитических 
функций {}(2-+ «,„)} являются одновременно полными или неполными. 

$ 4. 0 полноте системы аналитических функций {Р (2“*)} 

Т. Сатетшаю (5) доказал, что если {х,} возрастающая последователь- 

ность действительных положительных чисел, удовлетворяющая условию 
1 


“у<В @ 
Е 


|1 
В-с 


то система аналитических функций {2“} полна внутри области 


со 
— ам < эта 2 ал. Попутно доказано, что расходимость ряда о 
ал 

К—1 


является необходимым и достаточным условием полноты системы дей- 
ствительных функций {5°*} на отрезке (0,1). 

Вопрос о полноте системы действительных функций {2°*} впервые 
рассматривался С. Н. Бернштейном (*). 

В этом параграфе мы решаем задачу, являющуюся непосредственным 
обобщением задачи Т. Сагетай’а, а именно устанавливаем условие пол- 
ноты системы аналитических функций {РЁ (2“*)}. 

Сначала будут рассмотрены несколько частных случаев, а затем— 
более общий, так как методы, примененные в частных случаях, суще- 
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ственно отличаются от методов, примененных в общем случае. Кроме 
того, в частных случаях получаются более точные результаты. 

1. Прежде всего, полагая х„=и (п=1, 2,3, ...), докажем следующее 
предложение. 

ТЕОРЕМА ТУ. Если Е (2) —вналитическая функция внутри единич- 
ного круга, обладающая свойствами: Е (0) =1 и Е’(0) =1, то система 
аналитических функций {РЕ (2"')} полна внутри единичного круга. 

Если Е (2) имеет нуль в начале координат кратности т (т> 1), то 
система функций {Е (2”)} полна внутри единичного круга с разрезом от 
начала координат д0 точки окружности вдоль отрицательной части 
действительной оси. 

Прежде чем перейти к доказательству нашей теоремы, рассмотрим, 


в качестве примера, следующую частную задачу: 
Пусть 


2% 
определим область полноты системы аналитических функций = =} - 


Для этой цели умножим каждую функцию нашей системы на функцию 
МбЪуз’а р (п) и рассмотрим сумму 


[© ®) 
в (2) 2" 
4—2” * 


1 


Очевидно, при 2|<1—® (=— сколь угодно малая положительная вели- 


чина) 
2} 
Е = У рпк | 
К-=1 

следовательно, 

со дп со со со 

У = Ув [У] = [ Ув) м. 

1 п=1 ^К=А №=1 аа’=мМ 


Известно, что 


= У ва) =0, 


аа’=№М>2 


поэтому последнее равенство принимает вид 


- (т) 2” 
= Уч ‹ 1 
1 


Заменяя 2 любой целой положительной степенью 2, мы видим из 
равенства (39), что каждая степень (кроме нулевой) может быть пред- 


2} 
ставлена как угодно хорошо функциями нашей системы | т} 
внутри единичного круга. 


2” 
Итак, присоединяя 1 к системе функций [1 ‚ приходим к сле- 


дующему заключению: 
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Система аналитических функций 


2 22 2” 


Е .., ЕО 


полна внутри единичного круга. 

Перейдем теперь к доказательству теоремы ТУ. 

Для того чтобы убедиться в справедливости теоремы ТУ, в силу 
нашего критерия полноты, достаточно показать, что каждая из функций 
1, 5, 2°,..., 2", ... Представляется как угодно хорошо функциями нашей 
системы {Р (2”)} при |2|< 1, так как система положительных степеней 2 
полна в каждой конечной части плоскости 2. Заметим, что ряд 


Е (2) = Ч а-а, 2... На... (40) 
сходится внутри единичного круга |2|<1 
Отсюда, заменяя 2 через 2”, находим, что разность 
1-— (2") |= |2" (4-9, ...) (41) 
может быть сделана сколь угодно малой при достаточно большом т. 


Это значит, что единица представляется функциями нашей системы как 


угодно хорошо внутри единичного круга. 
Покажем теперь, что любая целая положительная степень 2 также 


представляется как угодно хорошо функциями нашей системы {Р (2")} 
внутри единичного круга. Для этой цели рассмотрим следующий ряд 
Дирихле: 


с 


т. (42) 


Очевидно, существует число 2, такое, что для всех 2, удовлетворяю- 


щих неравенству 
Ве 2 > Вед., 


функция т(2) не имеет ни одного нуля и ряд 


| хе. . 


сходится. В таком случае, ряд 


с со Е - со 
Ее 
1 и к 

а 


будет сходящимся вне того же круга. 


(<) 


(9255 


Оценим коэффициенты А„ ряда Дирихле функции —_. Для этого, вос- 


—_ 
пользовавшись послепним равенством, заметим, что мажорантой может 
служить неравенство 


а со © я со со 
а <» (Ув) < (т), 
= = 2 


где 5 = Ве (2—2,). 


бы 
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Далее, известна следующая формула: 


2®= У +)", 
1 


где < (п)— число делителей п. Поэтому справедливо неравенство 


м. (44) 
2 2 


которое, очевидно, является частным случаем неравенства 


А. у Вы (45) 
2 к 


при &=2: 

’ Для того чтобы убедиться в справедливости (45) при любом К, 
достаточно показать, что если (45) верно при задавном А, то оно оста- 
нется в силе при замене Ё на Е 1. 

Действительно, 


«(КОР 1-1, 
2 2 2к 


где 


= У (®) [< (п) < < (п) [+= [< (п). 


1] в 
Следовательно, 


хе ха ЕО 
$ < РЕЯ ВЫ 
а 


т. е. неравенство (45) остается в силе при замене № на К-1. 
Вследствие (45) неравенство (43) примет следующий вид: 


со со ка , 
ея мо (43) 


$ (2) п’ 
и: 


ее * 
с (п 
очевидно, ряд я в не содержит ни одного члена, соответству- 
1 
2 


ющего значению п< 2* 1; он содержит только такие члены, которые 
соответствуют значениям п > 2**. 
Отсюда 


у к< [м] +1 


Таким образом, из мажорантного неравенства (43’) мы получаем для 
коэффициентов А, следующую оценку: 
А, < [< (п) < пт = ея 


или 
102” 


И УГА, | <Нше * =1. 
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Следовательно, ряд р А„2” является сходящимся внутри единичного 


круга. 
Перемножая ряды 


$(2)=1+ Уи ще, 
2 


находим 


что возможно, если 


А, =1, а.А,=0, — >2), (46) 
п 1 
Заметим, что для функции 
(р =Е (1) —1 
имеет место разложение Тейлора 
ата. Ба... (47) 


внутри единичного круга |2| < 1. 
Заменяя 2 в равенстве (47) последовательно через 2’, 2 
получаем 


$ 
ое 


Дл) = 2 а,‘ а, |... На“ ..., | 
1 (2) = 2 а, фа... а" ..., $ (48) 


Умножая затем равенства (47) и (48) соответственно на А,, А,,..., 
..., Ал, ... И складывая, получим 


со 


им 5 (Хчь = 
1 п={ Вт 


К= 


пли, в силу равенства (46), 


Отсюда 


Наконец, заменяя в последнем равенстве 2 на 2”, находим 


М 
|" У (|| = В (2")| < в, (8) 
к=1 
где зм стремится к нулю при М-—> о. 
Неравенства (В) доказывают первую часть нашей теоремы. 
Допустим теперь, что аналитическая внутри единичного круга фун- 
кция Ё(2) имеет в начале координат нуль кратности т, т. е, что 
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Е (2) =а2"-...-а,=-+... 


В таком случае, полагая 2” = у, вследствие того, что Иу есть одно- 
значная аналитическая функция внутри единичного круга Г с разрезом 
от 0 до—1 вдоль отрицательной части действительной оси, мы можем 


утверждать, что функция 
ф(у)=Е (ИУ) 


есть однозначная аналитическая функция внутри того же круга Г. 
Следовательно, в силу только что доказанной первой части нашей тео- 
ремы, система функций {$ (у”)} полна внутри круга Г (единичного круга 
с указанным разрезом), и поэтому полна также система функций {РЁ {2”)} 
внутри единичного круга с разрезом от начала координат до точки— 1 
вдоль отрицательной части действительной оси. 

Таким образом, наша теорема полностью доказана. 

Примечание. После моего сообщения о полученных здесь резуль- 
татах на семинаре по теории функций комплеконого переменного 
М. В. Келдыш высказал идею другого доказательства теоремы ТУ. 
Проведем это доказательство. 

Пусть РЁ (2)— аналитическая функция внутри единичного круга, 
обладающая свойствами: Р (0) =1 и Ё’(0) =1. 

Выберем величины р и р, так, чтобы р < р, < 1; тогда из разложевия 
(47) получим 

| (2—1 |< М6) -|2|, 
где 
М (= тах|Р (1 


для всех 2, лежащих внутри круга |2|<р. 
Отсюда, заменяя 2 на 2” и имея в виду, что |2" «р, находим 


|Ё (2) —1| < М (2) 


Заметим, что разложение 
Е (2")—1= а"... Ра... 


можно представить в виде 
т 2п кт, 
Е (2")—1 = (=) + а,р2" (= -) го еуре" (=) +... (49) 
или в виде 


п (аи (ани (Е). 


для всех П=А, 2, ...,Й, с. 
Введя обозначения 
(2 вк 
в, = те" == —_ =) и @к=а р, 
получаем следующую бесконечную систему линейных алгебраических 
уравнений: 
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6, — № ат. (К=1,2,...). (49°) 
К=1 


Относительно такой системы известно, что если ряды 


о 16, г и о [ак 


являются сходящимися, то система уравнений (49’) имеет единственную 
систему решений х,, 2,, ..., 2, ..:, для которой ряд »|21;? также 
сходится; для нахождения х,, 1,,..., 2, ... нужно прервать каждое из 
уравнений {49’) в некотором месте и решить полученную таким образом 
конечную систему уравнений. 

Очевидно, для всех 2, лежащих внутри круга |2| <ь, 


| < м Рамы. (+)". 


бе 


Следовательно, ряд № |6, | сходится. 

Далее, ‘в силу аналитичности ЁР\(2) внутри единичного круга, 
Ви [а |< 4 и поэтому ряд У|а,„|?, составленный из квадратов коэф- 
фициентов а, =а,0“”, будет также сходящимся. 


Таким образом, система (49), так же как и система (49’), имеет 
единственную систему решений: 


ОО 


это значит, что любая степень 2 может быть представлена в виде ли- 
нейной формы величин 
_ Е (2) —1 


фт 


6, 


для всех 2, лежащих внутри круга |2|<р, 6<1, что и доказывает 
теорему ТУ. 


Замечание. Теорема ТУ остается в силе в случае, когда }(2) есть 
целая функция. 

2. Допустим теперь, что {х„} — последовательность действительных 
положительных чисел и Ё (2) однозначная аналитическая функция внутри 
единичного круга. 

В силу определения полноты, система {Р (2'К)} будет полна внутри 
области (2), огравиченной контуром Г, если для заданной однозначной 


аналитической внутри (О) функции ф(2) и для достаточно малого з > 0 
найдется последовательность чисел съ, с:, с,,..., Сл, ..., Удовлетворяю- 
щая неравенству 


29 — УеьЕ (| < (50) 
К=0 
для всех 2, лежащих внутри области (1), 


Представляя разность ф(2)— У с,Ё (2“*) в виде интеграла Коши вдоль 
Г и применяя неравенство Шварца, находим, что 
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7 


| У о (| = |5 ры 45| < 
ры 


2 
К=0 


ЗИ ванн 


т 


2 


145 |. 


Отсюда видно, что неравенство (50) имеет место, если выполняется 
нредельное равенство 


а о Зеро 


К=0 


"4=0. (50) 


Обозначая через и.,(5) и 0,(5) соответственно действительную и мни- 
мую часть функции Р (2“”) на контуре, мы видим, что равенство (50’) 
удовлетворяется, если только * 


Ни ( [4 (5) — 9, ($) 45 =0, (51) 
п-»со г 


где 1 (5) — интегрируемая в квадрате действительная функция, ао, (5) — 


полином вида 
п 


о, (5) = № [аки (5) вк» (3). 


к=0 
Равенство (54) возможно тогда и только тогда, если каждая действи- 


тельная интегрируемая в квадрате функция #(5), обладающая тем свой- 
ством, что 


\ 2 ($) и, ($) 45 = \ 8 (5$) ©, ($)45=0 
или ь 


\ 8 ($) Е (2) а: =0, (52) 


ан 
почти всюду равна нулю. В самом деле, рассмотрим функцию 
Ф (0) = \ 8 (5) Е (2) 43, (53) 
: 


имеющую нули в точках 4, @1, @,, ..., бр, .... 

Пусть область (12) есть круг |2|<е-8 с разрезом от начала координат 
до точки окружности Г(|2|=е-°) вдоль отрицательной части действи- 
тельной оси (5 > 0 — фиксированное число). В таком случае, полагая 


д =е- 9 м А = (6080-е 0), 
заметим, что | 2^| <1, если имеет месго неравенство 
| 2 — ет(-8 с088—$ $111) < 1, 
которое возможно, если 


—8 6080 —озт0 < 0 
или 


э | > 


420] — 9 = агс 6 


* Аналогичное равенство имеет место для мнимой части (50^). 
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рае еели Х меняется внутри угла —0<аге^\ < 6 и 2 находитея 
внутри круга |2|<е-8 с разрезом от начала координат до точки окруж- 
ности Г вдоль отрицательной части действительной оси, то Ф(^) есть 
регулярная и ограниченная функция внутри угла —9 < агй^ < 9. 
Заметим, что угол с раствором 26 посредством функции 
п=^, 


где В=59 ‚ преобразуется в правую полуплоскость. 
Следовательно, если 2 меняется внутри круга Г с указанным разре- 
зом, то функция 


8,- 
ФФ. = (502074 


ть 


удет регулярной и ограниченной функцией в правой полуплоскости. 
Заметим, что правая полуплоскость (Вед>0) посредством линейной 


функции 


| 
й 


® = 


преобразуется в единичный круг | |< 1. При этом точкам Х=я, соот- 
ветствуют точки 


находящиеся внутри сдиничного круга. 
Таким образом, мы показали, что функция 


т 


$ (®) = Ф(у=)- КеогеЙ ”) 45 


есть ограниченная и регулярная функция внутри единичного круга 
'и|< Ти имеет нули в точках 


= 
о [О 


Как известно (7), если ф(*,)=0 (К =0, 1,2,...) и ряд У[1— 9, | 
расходится, то ф (%) =0. 
Следовательно, Ф (^) =0, если ряд 


УИ о т 


К= 1 


или ряд Е. расходится. 
= Я 
Ч И 2 
аким образом, расходимость ряда 2 Ы где = 5, 9 = агоё =. 
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будет достаточным условием полноты системы аналитических функций 
{Е (2°*)} внутри круга |2|<е- ‘3 указанным разрезом, если мы покажем, 
что 8(5) почти всюду на Г равна нулю. 
Из того, что Ф(^) =0, следует, что 
Ф(^)=0 (=0,1,2....) 


или 


Ф(и) = { 85) 2 (27)48=0 (п=0,1,2,...); 
ты 


но система функций Р (2”) полна внутри круга |2|<1, откуда непо- 
средственно следует, что 


#0) 45 =0 [От ..) 
т 


так как 2" может быть сколь угодно хорошо аппроксимирована по- 
следовательностью функций Ё (2^). Отсюда, ввиду полноты 2“ на Г, в 
свою очередь следует, что 


\& (9) "4 =0 О, 10,2) 
т 
Но 8 (5) — интегрируемая в квадрате функция — значит из всех послед- 
них условий следует, что ©(5) почти всюду равна нулю на Г. 
Итак, оказывается справедливой 
ТЕОРЕМА У. Пусть Е (2) —аналитическая функция внутри | 2|<е-5, 
а последовательность действительных и положительных чисел {ау} 
Е 1 т 
такова, что Пт @, = со ий ряд \— расходится (= 8 > 0— фикси- 
а 


в > 55 К 
рованное действительное число) . Тогда система аналитических функ- 


ций {Е (2*)} полна внутри круга |2|<е- с разрезом от начала коор- 
динат до точки окружности вдоль отрицательной части действитель- 
ной оси. 

3. Пусть Ё(2)— аналитическая функция внутри и на окружности 
единичного круга, и {х,} возрастающая последовательность действи- 
тельных и положительных чисел. 

Рассмотрим систему действительных функций {Р (5“*)}, где О<х<1. 
Заметим, что для всех комплексных значений 2, лежащих в правой 
полуплоскости, имеет место неравенство 

[922 4. 

Сохраняя предыдущие обозначения, мы видим, что в данном случае 
9==- и поэтому В=1. 

Докажем следующее утверждение. 

ТЕОРЕМА У1. Пусть последовательность действительных положи- 


со 
1 
_ тельных чисел {\;} такова, что ряд у сходится, и Е(2) — анали- 


тическая функция внутри и на окружности единичного круга, пред- 
ставляемая лакунарным рядом 


96 И. И; ИБРАГИМОВ 


Е (2) = У а, (60) 
к—1 
Тогда растодимость ряда У = ‚ где а; (Е =1,2,...)— действитель- 
к—1 


ные положительные числа, является необтодимым и достаточным ус- 
ловием полноты системы действительных функций {Е (5“*)} на отрезке 
(0,1). 

Это утверждение равносильно следующему: 

Если функция Е (2), аналитическая внутри единичного круга, опре- 


деляется равенством (60), то сходимость ряда х = является необто- 
1 
ходимым и достаточным условием существования интегрируемого в 
квадрате решения уравнений: 
й 
} 242) Е (2) 42 =0 Е (61) 
о 
Для доказательства этого утверждения воспользуемся следующей 
теоремой Т. Саг1етап”а (°): 


© 
1 
Сходимость ряда » Е является необходимым и достаточным усло- 
к ТА 


вием существования интегрируемого в квадрате решения уравнений 
р 
\ В (в) х=0 (6=4,2....). 
| 


1 р 
Очевидно, из сходимости рядов х-— и т следует сходимость ря- 
$ 3 


4 
да т: Тогда, в силу теоремы Сайетап’а, существует интегрируемое 


в квадрате решение ураввений 
1 


\ паза 0 к...) 
[О 


Отсюда очевидно, что существует интегрируемая в квадрате функ- 
ция, удовлетворяющая уравнениям 


№2) Е (од 4==0 Е. 
0 


что и доказывает нашу теорему. 
Примечание. Заметим, что теорема ПП остается в силе, если 
Е (2) = 0, (2)—многочлен заданной степени [, т.е. расходимость ряда 


1 
т является необходимым и достаточным условием полноты системы 


функций {0 (2“*)} на отрезке (0,1). Это утверждение является непосред- 
ственным обобщением вышесформулированной теории Саг\етай?”а. 
Пользуясь интерполяционной формулой Ньютона, А. О. Гельфовду 


а 
удалось показать, что расходимость ряда У является достаточным 
А 
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Условием полноты системы действительных функций {РЁ (х“*)} на отрезке 
(0,1), где Ё (2) есть аналитическая функция внутри единичного круга. 

4. В случае, когда а, (Ё=1,2,...)-комплексные числа, имеет 
место 

ТЕОРЕМА УП. Пусть Е (2) аналитическая функция внутри кру- 
га |2|< 618, где 8 > 0О— произвольное действительное число, а последо- 
вательность комплексных чисел &,, в, 9,,...@и,..., такова, что 

в |... ны о 
пс 
тогда система аналитических функций {Е (2°*®)} полна внутри круга 
|2|<е-8 с разрезом от 0 до точки окружности вдоль отрицательной 
части действительной оси. 

Доказательство. Заметим, что для всех 5, лежащих внутри 
кууга Г (|2|<е- 8, 8 > 0О— сколь угодно малая величина) с разрезом от 
начала координат до точки окружности вдоль отрицательной части действи- 
тельной оси, и для ^, лежащих на окружности единичного круга (|^| = 4); 
справедливо неравенство 


| |= | е(—5+ 1$) (с0з 9-Е 311 ° — е-8 с03 9-$ $110 < ет. 


Представляя функцию РЁ (2”) интерполяционной формулой Ньютона 


в плоскоста х с точками интерполяции @,; @,,...@л,..., получим 
п К 
Е (=) = 2 Ак П (1—9;) + А; {2, т), (62) 
К=9 1=® 
где 
а “к) 1 Е (2) 
д В Е 
Ша =. п 2155 г. П Е — ак {—3 


и Г окружность единичного круга. 
Дифференцируя равенство (62) р раз по х и полагая затем х=0, 
получим - 


р п 
т АЕ (0) 2 У В,Р (1+) + В,,р(2), (63) 
1=0 к=0 
где 
2 в- 57 п е-=) 
Ри). 
ь П (@-в) 


Очевидно, имеет место неравенство 


шах | Ё (2) | = шах | (5) |< М, 


|<|<е 


где. М — постоянная величина. 


Известия АН, серия математическая, № 1. 
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Наконец, пользуясь известными неравенствами (19) и (25), получим 
следующую оценку: 


| Вл» (2)| < Вер. (64} 


Вследствие (63) неравенство (64) и доказывает нашу теорему. 


Азербайджанский гос. университет Поступило 
г. Баку 28.У.1946 
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1. 1. 1ВВАбОТМОЕЕ. 50В ГЕЗ$ ЗУЗТЁМЕ$ СОМРЬЕТ$ ОЕ ЕОХСТОХ5 
АМАГУТТОСЕУ 


ВЕЗОМЕ 


$01 ], (2), ], (2),---, п (2),... мпе зайе 4е Ёопейопз гбзаИёгез & 
1731066г1еиг ди сегс1е |2|< А. №1: @опз чае 1е зузёёте 4е !овсйоцз 
{}, (=)} ез& сотор\её 4апз 1е сегбе |2| < р в1 рецг сВаадае !опс10п РЁ (2} 
эпа!уйаче & Г ёгеиг и сегс]е |2|<р, р< В, И ехзе ипе заце 4е 
потшЬгез с,, с,,..., Сл»... Пе де 


Е (2)— У (2) | <е 


7 


рог | 2|<р— 6 её п> п, (г), 1ез пошЪгез в е6 6 6апь рози{ её айззЕ 
рез але Гоп уе. 

Те гауоп 4а сегс]е тахипа! ауапё роиг сете Гог1еще её & Риме- 
глеиг 4одие] ]е зузётае езё сотар!еф её пошшё «гауоп Ча зузбёше сош- 
р1её» 4е ГопсМопз апа1уйачез 4опибез. Рапз 1е ргёзепё агИс1е поиз 46топ- 
топз Чие]аез Вбогётез сопсегпапё 1е «тауов аа зуз&ёте сошр]е ропг 
сегфайпз зузбетев 4е ГопсЙопз апа1уйаиез. 

1. 9: $(2) ез36 ипе !опойоп ава]1уйадие & Г1иёбмеиг 4е 1а рапде 
—т<1()<т © рёмо@чиае 4е рёгюо4е 2, 1е зуёше Че 96глубез 
зиссезз1уез {$(”) (2)} 4е 1а Гопсйоп $ (2) сопз146гбе ез6 сотр1еь а Ри 
глепг 4 сегс]е |2 <к—е, ой => 0 езё аи5$$1 ре 6 фае Роп уеш, ропгуй 
Че 60из 1ез сое 1е1еёз Че Еошчег 4е 1а Гоисоп $(2) з0о1еп6 пой пу]. 


ЗУБЗТЁМЕ$ СОМРЬЕТЗ РЕ ЕОМСТ!ОМ$ АМАГУТ!00Е$ _ 9 


2. 51 }(2) езё ипе {опсМой апа1убаие Чапз 1а Бапае —ж< (2) <= 
её рёг1оЧ1ле 4е рёгло4е 2, з1 40и8 1ез соеН1слетз ае Еоцглег а4е 
7(2) зопф поп пи]$ её 31 {а„} ез5 ипе заце 4е потЬгез ауап6 ропг зеа1 
розп6 Ишие ?ог1о1пе 4ез соог4опиёез, 1е зузвёте 4е ГопсМопз {1 (2-Ра„)} 
езё сошр]её & 1’1ёглеиг Ча сегс]е |2|<т—е, ойе>0, езё аизз1 рем 
Чче 1’оп уе. 

3. 501 ](2) ипе {опсМоп апа]уйдие епёге 4е рёгло4е 2к, @4’огаге 
Ни р, её Ча %уре погша|! с,, ауапь 403 1ез соеН1елегиз 4е Роллгаег 
поп 0115; 8016 {а„} иле епзете 4е пошфгез сотр1ехез 4опё 1а Чепзиё 
ез$ сагасфёг1вёе раг 1ез потаБгез р её с, ой 


]е зуёте 4е !опсйопз {1(2-+%„)} езЪ сотр1ек а Риибмеиг Чи сегёе 
|2 <п— в, ой е> 0 ез апзз1 реб дие 1?оп уе. 

4. 51 Е (2) ез6 пе !опсйоп апа1!уйаие & 1?’1и66г1еиг Ча сегс]е ипцааге 
цеПе Чие Р (0) =41 её Ё’(0) =1, 1е зубёте 4е Гопемопз апауйааез 
{Е (2")} ез6 сотр1её & Рийбмецг Ча сеге чпйалте. 91 Р (2) роззёае & 
Рог1оше 4ез соог4оппёез ип 26го 4’огаге т (т > 1), 1е зу%бёте 4е Ёопс- 
Ноп {ЁР (2”)} езё сошр!её а Гибёглеиг 4а сегс]е чоцалге ой Рой Фа чае 
соприге & рагг 4е ]’ог1е1те её ]азда?а 1а слрсопЁ6гепсе зи1уаюё 1а рагые 
пбоамуе 4е Рахе гбе]. 

5. бой Р (2) ипе опсМоп апа1уйдие & ?1и6ёмеиг Чи сегб]е |2|<е-° 
её {х,} ипе заЦе 4е пошЪгез гёе]з роза 4еПе дае Пш о„= оо её 1а 
зёгле У ЯЗуегёе 51 В=55, 008 > 0 езё ип пошЬге ге] Ихе. А1огз 1е 

Г: 
зузбете 4е Гопсйопз апа]1уйдиез {Р (2“*)} езё сошр1её а Гбеглеиг да 
сегс]е |2|<е- ой Гоп {а ипе соириге & рагМг 4е Роге её азаи’& 
]а слгсоп{6гепсе ]е 1опх 4е 1а рагые пибрайуе 4е ?ахе гбе]. 
6. Зо {^„} ипе заце 4е пошЪгез гёе]з роз! 4еПе чае 1а збте 


о сопуегое её Ё (2) пве {опойоц апа!уйаае & Гиббгеиг © зог 1а 
79 


слтсоп{6гепсе 4и сегс]е иплфалге гергёзеаЪ]е раг 1а зёгле 1асипалге 
со 
Е (2) ‘= > аул. 
К=1 


А]0гз 1а Я1уегхепсе 4е Ла з6ме У и ой 1ез а, (К=1,2,...) зопб аез 
К— № 


потаргез гёо]з роз Из, ез6 ипе соп4.610п пёсеззалге её за МАзатие ропг ие 
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]е зубёте 4е Тополойз гбеПез {Л (2“*)} з01 сошр!её заг 1е зестепё 
(0,4). 
7. 30 Ё (2) чпе {опсйоп апа]1уйаие & 1 бглеиг Чи сеге | 2| < е"+8 
её {а} апе зиЦе 4е потаргез сошр]ехез 4еЦе дае Пш |а,„|=0; а10гз 1е 


п—со 
зубете 4е Гопсморз ава1уйаиез {Ё (2°*)} езё сотр ек & Рииглейг ди 
сего е |2|<е-8, 80 езё ип пошфге гёе|! агЬИталге, сегфе ой Гов 
[а16 ипе соприге & раг_г 4е 0 её дазаи”& 1а слгсоШгепсе. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ!М ОЕ ГГАСАРЕМ!Е ОЕЗ 5СТЕМСЕЗ ОЕ 1/0 835 


Серия математическая 11 (1947), 101—104 Земе та\п6ёта «ие 


В. М. ДУБРОВСКИЙ 


ЗАМЕЧАНИЯ К МОЕЙ РАБОТЕ «0 НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ 
ВПОЛНЕ АДДИТИВНЫХ ФУНКЦИЙ МНОЖЕСТВА И 0 ПРЕДЕЛЬНОМ 
ПЕРЕХОДЕ ПОД ЗНАКОМ ИНТЕГРАЛА» 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Пусть 3 — множество каких-то элементов и 9} — семейство подмно- 
жеств множества 3. Предположим, что семейство 9} содержит какие 
угодно разности и конечные или счетные суммы входящих в него мно- 
жеств, все множество % и пустое множество. Тогда имеют место теоремы: 

Г. Пусть последовательность Ф, (6), Ф, (©), ...- вполне аддативных 
функций стремится к определенному конечному пределу Ф (©) для каж- 
дого © СЖ. Тогда предельная функция Ф(Ф) также вполне аддитивна. 

П. Пусть последовательность Ф, (©), Ф, (©), .-.. вполне аддитивных 
функций стремится к нулю для каждого ФС. Тогда для каждой 
суммы ©, + о.-+... не пересекающихся множеств из 3} имеет место 
равенство 


Пт Ф, (Опа ба = .)=0, 


где Ф, означает полную вариацию функции Ф,. 

ПТ. Пусть последовательность Ф, (©), Ф, (6), --., вполне аддитив- 
ных функций стремится к определенному конечному пределу для каж- 
дого ФС. Тогда соответствующие полные вариации Ф, (9), $, (90), ... 
равномерно ограничены. 

ТУ. Пусть АС: Ж. Предположим, что последовательность вполне 
аддитивных функций Ф, (6), $, (©), ... стремится к определенному 
конечному пределу Ф(Ф) для каждой части множества А (сева) 
Пусть последовательность равномерно ограниченных измеримых (по 
отношению к 9%) функций { (<), 1, (1), ... стремится к пределу {(5) 
для каждого элемента хС- А. Тогда 


Бо (14%, ав) оф ав, 


п со 
А 


где интегралы понимаются в смысле Герезрие’а — Зиеез’а и опреде- 
ляются по отношению к семейству 3}. 

Эти теоремы доказаны в работе ("). Там было сделано предположе- 
ние, что семейство 9} содержит также отдельные элементы множества %. 
Я хочу отметить, прежде всего, что это предположение не использо- 
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вано в доказательствах и поэтому вносит лишь излишнее ограничение 
общности. 

Теорема 1 доказана Вадоп’ом (*) и Розр18П?’ом (°), но при весьма 
ограничительных предположениях, когда она почти тривиальна. 

Рассмотрим теперь частный случай, состоящий в том, что %\ — за- 
мкнутое ограниченное множество п-мерного эвклидова пространства, 
а \-— семейство измеримых в смысле Воге]’я множеств, содержа- 
щихся в %. В этом случае линейный функционал Ё(]), определенный 
для непрерывных функций /(5) элемента х множества %, можно пред- 
ставить в виде интеграла Зе1ез’а 


(= \ 1 (2) Ф(4@), 


р 


где Ф(©) — некоторая определенная на семействе 3 вполне аддитивная 
функция, соответствующая этому линейному функционалу. Наоборот, 
правая часть последнего равенства при определенной вполне аддитив- 
ной функции Ф(@) представляет собой линейный функционал, опреде- 
ненный для непрерывных функций элемента х множества УХ (“). 
Принято говорить, что последовательность вполне аддитивных 
функций Ф, (0), Ф, (0), ... (рассматриваемых как характеристики линей- 
ных функционалов) сходится слабо к вполне аддитивной функции 


Ф(6)(©С 3%), если 
то ( 1 (=) Ф, (а) = \ 1(2)Ф(а6) 


п>о 
ро 


для любой непрерывной функции } (т). 

Если же полная вариация разности Ф,—Ф на множестве % стре- 
мится к нулю при п—> со, то последовательность Ф,, Ф,, ... называется 
сильно стодящейся к функции Ф [см. (*), (?)]. 

Предположим теперь, что последовательность Ф, (6), Ф, (©), --- 
вполне аддитивных функций стремится к определенному конечному 
пределу для любого ф С 9}. Поставим себе целью доказать, что такого 
рода сходимость последовательности вполне аддитивных функций мно- 
жества является промежуточной между сильной и слабой. Она является, 
очевидно, следствием сильной сходимости. С другой стороны, из нее выте- 
кает слабая сходимость, что легко видеть, принимая во внимание 
теорему ТУ. 

Но может быть следующий случай: послеловательность Ф, (©), Ф,(©),... 
вполне аддитивных функций сходится слабо, в то время как ни эта 
последовательность, ни любая ее подпоследовательность не являются 
еходящимися для любого определенного множества @ СЖ. 

Действительно, пусть последовательность 2,, 7,, ... точек \ сходится 
к точке 2. Положим Ф,(6)=4, если фт, и Ф,(6)=0, если 
61, (п=0,1,2,...). Очевидно, Ф„ сходится слабо к Ф, при неогра- 
ниченном возрастании п. С другой стороны, полагая 


ф=а, На, т,-..., 


легко видеть, что предел Ф,(@) при п—> со не существует. Подпосле- 
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довательносгь Ф„, (©), где у=1,2, ..., очевидно не будет сходиться на 
множестве 


[<] =5,. 2. 2», + ... 

Рассмотрим теперь пример, показывающий, что последовательность 
Ф, (©) вполне аддитивных функций может сходиться для любого опре- 
деленного @С. 3} при п-> оо, в то время как сильная сходимость для 
нее не будет иметь места. 

Возьмем для простоты случай, когда число измерений рассматри- 
ваемого пространства равно. двум и З{ представляет собой прямоуголь- 
ник а<&<Ы а, <, <Ь,, где &,Е, — координаты переменной точки г 
в а, 6, а,, 6, — некоторые постоянные (а, <6,, а, < 6,). Обозначим 
через Ак. прямоугольник 


ак) < ам, а Зь<ь 
р о, 29 1п=12,...), 
Положим }, (5) = (—1)*, если точка х лежит внутри прямоугольника 
Вкии}, (1) = 0 востальных точках области 5 (К =1,.2,... 2”; п=1,2,...). 


Определим затем последовательность вполне аддитивных функций мно- 
жества, полагая 


©, (6) = |} 1.2), &, (п=1,2,...) 
© 


для любого @ С. 9). 

Тогда Ф,(©) будет стремиться к нулю для любого измеримого 
множества © при п—> со. Это становится очевидным, если принять во 
внимгние, что измеримое множество можно аппроксимировать как угодно 
близко конечным числом прямоугольных областей. С другой стороны, 
полная вариация функции Ф,„(©) при любом п остается постоянной, 
равной шез ф, откуда лерко видеть, что последовательность Ф„ не может 
сильно сходиться. 

Известно, что слабая сходимость линейных функционалов влечет за 
собой равномерную ограниченность норм (°). Однако, теорема Ш не 
является следствием этого свойства линейных функционалов, так как 
слабая сходимость вполне аддитивных функций множества, рассматри- 
ваемых в этой теореме, вытекает из теоремы ГУ, доказательство которой 


основано на теореме ПТ. 
Поступило 
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У. БОВВОУ5КУ. ВЕМАЕВК$ ТО МУ РАРЕЕ «ОМ 5О0ОМЕ РКОРЕВТИЕЗ ОЕ 
СОМРЕЕТЕГУ АШОИЩУЕ ЗЕТ ЕОМСТГОМ$ АХО РАЗЗ1Мб ТО ТНЕ ММ 
ОМОЕВ ТНЕ 1МТЕСВАГ $16 №,» 


ВРОММАВУ 


Т.е 5 Ъе а зеф апа 1еф 9 Ъе а {ашПу о{ заЪзеёз о{ Ж. Зиррове &Ваф 
{Ве {ау 3 сощаштз ЧаИЁегепсез ап@ Япице ог епашегае зитз ой \фе 
зефз ещегта 9, аз уме аз % ИзеМ ап@ {Ве уо14 зе. 

ТЬе ГоПомшя \Веогешз аге уаа: 

1. баррозе \Ваё а зедчепсе о{ сошр]ейе]!у адалуе Гопейопз о{ ве1в 
Ф, (©), $. (©}, -.- 1145 ю а Поце Пай Ф ($) аь еуегу зе @ Ъе!опрша 
40 ЖЖ. ТЬеп Ме И шосйоп Ф (0) 13 а1зо сотр]ефе]у ад@1уе. 

ПП. Заррозе {Ваф а зедаепсе оЁ{ сошр1ефе]у а4атуе ГапсИоп8 0{ зе 
Ф, (6), Ф, (6), --- \е143 10 2его ай еуегу Ф СЖ ТЬеп {ог еуегу ват 
6. +6.-+..-. 9 поп-оуеарратй зеёз Бе]опалая 10 


3 Ф, (бла Е Флье ых. .) =0, 


\Веге Ф, Чепойез \Ш\е ю0ёа1 уаглаб оп оЁ Ще ГапсЫов Ф,. 

Ш. баррозе Маф а зедиаепсе о сотр1еёе!у аёалуе Фапемопз 
Ф, (©), Ф, (6), ..- 1е14; №0 а Поце ИЙш\ аё еуегу ©6С 5%. ТЬеп \Ъе 
соггезропашя 104а1 уамамовз Ф, (@), Ф, (©), ... аге апИоги]у Бомиаёа. 

ТУ. Ге АС. баррозе \Ъаф а зедаепсе о сошр1ее]у аадлуе 
апсМопз Ф, (6), Ф, (©), -.. 1епаз ю а Ппие Пти Ф(6) аё еуегу рам 
© 91 Ще зеё А. Баррозе а1зо Ша а зедиепсе о{ ап Могш]у Боппдеа 
шеазигае (\ ИВ гезрес& 10 3) лпсМопз }, (2), ], (2).... еп@з 40 1 } (<) 
а\ еуегу е]етеш СА. ТЪеп 


м \ р (2), (а@)= \ 1 (=) Ф(а6), 


А А 


\веге \\е ицесга]з деЙйпед \иЬ гезресф 10 Зе {атЙу ЖЖ аэте шю }е 
иип4ег{оо4 11 ГеЪезеле-Б йе ]ез’ зепзе; 

ТВезе \\еогетз \уеге ргоуе4 1п \\Ъе рарег шевйопе@ шт 1Ъе ие. У\е 
аззишей {Ъеге, Вомеуег, $Ваё {Ме {аш!у 3 сощашед а130 з1021е ее- 
пепфз 0{ 9%. ТЬ1$ аззатарйоп Уаз поё изе4 ава {Ваз \аз гедипдаив. 

Вез14ез обЪег гетагкз \е зВо\ ш 13 рарег \Ъаё 4Ъе сопуегрепсе о! 
а зедиевсе оЁ сошр1ее]у ад4аилуе Гаосйопз Ф,(6) ш Ще зепзе Ма 
а Чдейпие Иш\ ех1563 а еуегу ©С 5 аз п-> © 18 Ищегтедыще 
Беб\уееп &Те з6гопя ап4 \Ъе меаК сопуегрепсез, \№аё 13, №13 сопуегаепсе- 
{оПо\з гош 1Ъе топе сопуегоепсе ап@ пиорПез \Ъе меаЕ опе [(*), 1°)]. 
Ап ехашре 1з г1уеп зВо\1ия а а ведиепсе мау сопуегое \еау 
УВИе пейЪег Ф, (©) пог апу Из заЪзедаепое сопуегре а еуегу © С. 
АпоФег ехашр\е зВо\з \ШФаф \№е ИПшИ о Ф,„ (6) шау ех1з6 {ог еуегу 
Ихед ©, “ЪШе це ведаепсе 4оев по сопуегае в\топё у. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОТТЕТГМ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕЗ$ ОЕ [085$ 


зрия математическля 11 (1947), 105—110 З6ме та{Петапаче 


А. Я. ХИНЧИН 


ДВЕ ТЕОРЕМЫ, СВЯЗАННЫЕ С ЗАДАЧЕЙ ЧЕБЫШЕВА 


Если неравенство | 9х —ур—а | <1/Ё, где 0 — иррациональное, а — веще- 
ственное число, при любом #>> 1 может быть удовлетворено целыми 


числами х, у так, что |х | < С, где С > 0—постоянная, то говорят. 
что уравнение 


05 — Я —&а— 0 (1) 
допускает приближенные решения порядка В 
Автор доказывает две теоремы, 


соответственно решающие следу- 
ющие две задачи: 


1) каково должно быть иррациональное число 0, чтобы существо- 
вало вещественное число а, для которого уравнение (1), не допуская 


точных решений в целых х, у, допускало бы приближенные решения 
данного порядка В > 0? 


2) если @ дано, то каково должно быть а, чтобы уравнение (1) 
допускало приближенные решения порядка В > 0? 


В обоих случаях Даются необходимые и достаточные условия. 


Известно, что для любого иррационального числа 0 дробные доли произ- 
ведения 05, где х пробегает все целые рациональные числа, расположены 
всюду плотно на отрезке (0,1); другими словами, уравнение 


95 —-у—а=0 (1) 


‘при любом иррациональном @ и любом вещественном а может быть 
решено в целых 2, Ус любой степенью точности. Исследование законо- 
мерностей, связанных © этим приближенным решением, называют зада- 
чей Чебышева (Чебышев положил начало этим исследованиям в своей 
иавестной работе (')). Условимся говорить, что уравнение (1) имеет 


приближенные решения порядка В`> 0, если существует такая постоян- 
ная С›>0, что при любом #>1 неравенства 


+ 


162—у—а| <, 8 |= СЁ (2) 


могут быть решены в целых х, у. Так как в случае, когда уравнение (1) 
может быть точно решено в целых х, у (т.е. когда число « может 
быть представлено в виде а8--6 с целыми а и 6), оно тривиальным 
образом допускает приближенные решения любого порядка, то этот 


случай, который можно назвать вырожденным, мы в дальнейшем рас- 
сматривать не будем. 
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Среди вопросов, связанных с приближенным решением уравнения (1), 
следующие два имеют, очевидно, важное значение: 

1. Для каких иррациональных чисел @ число ® может быть подо 
брано так, чтобы уравнение (1) было невырожденным и в то же время 
допускало приближенные рещения порядка В? 

2. Если 0 дано, то каким должно быть число я, чтобы уравнение (1) 
допускало приближенные решения порядка В? 

Содержание настоящей заметки составляют две теоремы, отвечающие 
на эти вопросы. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть 6 — иррациональное число. Для существования 
вещественного числа а, при котором уравнение (1), будучи невырожден- 
ным, допускает приближенные решения порядка В, необходимо и доста- 
тачно существование такой постоянной 1 >0, чтобы неравенство 


199 — р| < 119** 
имело бесчисленное множество решений в целых 4 > 0, р. 
Доказательство. —4. Пусть уравнение (1) невырождено и до- 
пускает приближенные решения порядка В. Пусть число #>1 задано 
произвольно, а целые числа тиу удовлетворяют неравенствам (2). 
Положим | 


= —у—&| т ь 
так что 
[| < 6Ё< (18. 

В силу нашего допущения, существуют целые числа х’и у’, удовлетво- 
ряющие неравенствам 

|652’ —у’—оа| < |5'|<5С/, 
причем, очевидно, х’-Е т, если & достаточно велико (что мы в праве 
предположить). Мы получаем 

|8 (52° —2) — (у'—9)| <, [2—2 < 201%, 

или, полагая т’—х=4, у’ —у=р, 

199—р|< 2%, О<а<2с/и, * 


:<(2)" 


199 —Р| < 1/9'1. 
Так как | 98 —р| < 2<.21, то, при достаточно большом ё, и 4 сколь 
угодно велико, так что необходимость критерия доказана. 

2. Пусть теперь, обратно, @ есть иррациональное число, удовлетворя- 
ющее требуемому признаку. Заметим с самого начала, что мы в даль- 
нейшем можем допустить В<1; в самом деле, с одной стороны уста- 
навливаемый нашей теоремой критерий при В > 1, как известно, выпол- 
няется для любого 0, а с другой — уравнение (4), если оно допускает 


откуда 


и, следовательно, 


* Для определенности здесь предположено 4>0. 
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приближенные решения порядка 1, и подавно будет, очевидно, допу- 
скать приближенные решения любого порядка вы 

В силу сделанного нами предположения существует, очевидно, 
последовательность пар взаимно простых целых чисел 9, > 0, Р„, удо- 
влетворяющих неравенствам 


а < А, а 2 И Ь 9...) (3) 
Положим теперь а, =1, 6, =0, и вообще 


Чт. = а, 49, би. =, -Рь, 
@пР, — 6 Чт = Та, 
откуда, в частности, 
ал. Ри — бл,19. = Тл (> 2, ыы) (4) 


Неравенство 4„> 2” *а„ очевидно для п=1; но если оно верно для п, 
то 


(ПИ) 


Чт > 2714, > 27 (4, а») = 24а... 
Таким образом, для любого п> 1 
> 2" ,. (5) 
Как бы мало ни было =>0, при достаточно большом п мы будем 
иметь, в силу неравенств (3) и (5) и соотношения (4), 


Е нЕ 


1 
= | (@адь — ви) — бл аа Раны) |= 


Чъ Чт+1 
и Рп _ Ризт 
— @л.1 Чт а < (а, +а,) { сы =) < 
р Ч 
(1 в ый 
Иа — (4-4) 19; 
4-8 
“ 


. т, 
Это показывает, что существует Пш — =, причем 
п-+со Чт 
| р Ри 


Пусть теперь число & достаточно велико и в остальном произвольно. 
Выберем число п согласно неравенствам 


Ра. (=а +9, <24»); 


тогда, в силу неравенств (6) и (5), 


Ра 2 вы. 
ря (в — ( Ч. К 
а 29) 214+) › 21(1+8) 2181 е) _ @ 


= - 
Зав" ап о Зы : т 


: 
о 1 (1-8) 
При этом а,<й < СТ, где С -— постоянная и а.-—>о при п->®. 


18 < 1 (1-2) 4—1. (6) 


|0 — п 


9 


где положено Т = так что Т произвольно вместе с &. 


108 А. Я. ХИНЧИН 


Но это и значит, что уравнение (1) имеет приближенные решения 
порядка В. Остается показать, что это уравнение невырождено. 
Допустим, что «=а0—6, где а и 6— целые числа. Тогда в силу (6) 


и (3) при достаточно большом п 
Не 6-#)1< 


Ти Рь Ти 
ее. 
<1(1-+ 2) 9; + |а| 1957? < у (1+ 3е) 941%, 


откуда 
} Та — @рь - 641 | < 11 - 3) 44711. (7) 
Если В < 1, то правая часть этого неравенства сколь угодно мала при 
достаточно большом п; если же В =1, то при любом 0 можно положить 
у=1/И5, вследствие чего правая часть неравенства (7) при достаточно 
малом = будет меньше единицы. Таким образом, при В < 1 и достаточно 
большом п 
[т — ар, - 691 | — 1, 
откуда 
т =а,Р— 6,4, =ар, — 64, 
(а, —а) р = (6, —6) 41, 
а,—а==0 (то4 41); 
но в силу неравенства (5) 
а, =0 (4»} (п—> со); 
поэтому при достаточно большом п 
01 =80% 
что невозможно по определению чисел а,. Этим теорема 1 доказана 
полностью. 

Условимся во всем дальнейшем обозначать через 6, (соответственно 
а.) расстояние числа 0 (соответственно &) до ближайшей рациональной 
дроби со знаменателем 4 (так что 0< в, < 1/24). 

ТЕОРЕМА 2. Для того, чтобы уравнение (1) допускало приближен- 
ные решения порядка В, необходимо и достаточно существование такой 
постоянной Г > 0, что 


1 
го ТЕ (бы, (8) 
Доказательство. —1. Пусть неравенства (2) разрешимы в це- 


лых х, у при любом #> 1. Пусть 49— любое натуральное число, Ч 
1 


=|99—р|. Положим # =(С0.) №, и выберем х и у соответственно 
неравенствам (2); наконец, положим рх— ду=г. Тогда 


во-р-С-О ныне 
1 


Отсюда ) ; 
1 1 ПЕ Е 
В ба ОЙ 


г 
[и <|“—^ 
а 4 


Это доказывает необходимость нашего признака. 
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2. Пусть условие (8) выполнено. Положим {= (3Г)-'-?, и. пусть 
9 — наименьшее натуральное число, для которого 


Р 5 
и 
пусть 2. = | ая | . Для определенности предположим, что 0> г Е 
Пусть 6 -— (единственное) натуральное число, для которого 
рб =— 1 (то4 4), 0<Ь< ча. 
Тогда при некотором целом а 


О: РР. 
р6 — ва= —1, Ета 


Если бы было < 90, то мы имели бы 


Р а 


<|-# 


‚ А 


что невозможно по определению числа 4(в виду 6 < 4); следовательно, 
к < 8 <ь, и значит 
1 и в 
ба < 1/7 << -- 9 < Е 
Пусть =|а—$|; положим 


са—6бт=х, ср-а’=у. 
Тогда в силу (8): 


1) 121 = 84| $—^ |< 54 (в) < 


; ты =. 
< Г6а (91+ 012) < 27 699/+? 


Но из следует 64 < 1/6ь, а потому 
рев ть (9) 
[2 |< 276, "< 2Г(ПВ = СИ, 


где положено С = ог — 2/97. 
че о-р-С-РЕ 


1 
Е Е 10 
о и) : (410) 


1-8 1 


Неравенства (9) и (10) показывают, что уравнение (1) допускает 
приближенные решения порядка В, чем теорема 2 полностью дока- 
зана. 


Поступило 
2. Х|. 4946 


410 А. КЕИМТСЫМЕ 


ЛИТЕРАТУРА 


+ Чебы шев П. Л., Об одном арифметическом вопросе, Полн.’ собр. соч., 
т. 4, (1944), 237 —275. 


А. КНГУТСНИХЕ. ОЕОХ ТНЕОВЁМЕ$ 11$ АО РВОВЕЁМЕ 
ОЕ ТСНЕВУСНЕЕЕ 


ВЕЗОМЕ 


Оп 91 аче ’64чамоп (1), ой 0 её « зопё 4еих пошфгез гёе!з 4оппёз 
4опё 0 ез6 тгайоппе\, аатеф 4ез зо|1 и 1опз арргосВёез 4’ог4ге 
В>0, 1огзда’! ехле апе сопбаще С > 0 \еЦ1е ие 1ез шёвай6з (2) 
реиуепё &те зайз{аЦез раг 4еих пошфгез епйегз х, у, Че! дие зо 
{> 1. Г ’в64иайоп (1) езё аще дехбпеёгеёе 1огзаи’еПе аатек ипе зо оп 
ехасфе еп пошЬгез епйегз х, у. 

ТНЕОВЁМЕ 1. 50 0 ип потфте гттайоппей. Роиг ди’ еияе ип 
потфтге тбей х 11 ие Гециайноп (1) зой поп 4еебпетве её а4тене 4ез 
зошётоп$ арргосйёез 4’отаге В, и аш её И зи Ди дие Гтвещиев 


198 —Р|< 19 “1, 


7 >0 61 ипе сопзате сопоепаЙететё срогзе, ай ипе апрпие 4е зош- 
поп$ еп потфгез епщет$ 4 >0, р. 
Оёз1епопз раг ва (гезр. «,) 1а раз ребе 413апсе етите 0 (гезр. х) ев 
ипе {гасйой гайоппейе 4е 46 потлпабеиг 4 (ве зог4е дие 0) 
Е - 4 
ТНЕОВЕМЕ 2. Роиг 4ие Гёдиайоп (1) аатейе 4ез зд ийопз ар- 
ргосрве; 4’от4ге В, И фаш её @ зи/НЁ аи’оп ай 


1 
в < Г (9=1,2, ...), 


Г аёззепат ипе сопяатще. розйёое сопоепаетептё спогззе. 
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Серия математическля 11 (1947), 111—138 Земе та&леётаНаце 


Ю. В. ЛИННИК 


0 ТОЧНОСТИ ПРИБЛИЖЕНИЯ К ГАУССОВУ РАСПРЕДЕЛЕНИЮ 
СУММ НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 


(Представлено академиком С. Н. Бериштейном) 


Изучается вопрос о погрешности предельного закона вероятностей 
для сумм независимых случайных величин. При этом получены более 
точные оценки, чем ранее известные. 


1. Пусть ряд независимых случайных величин Х,, Х,,..., Хы, ... 
имеет законы распределения Ё;(5х), математические ожидания Ё{(Х;) =0 
и дисперсии с,;< со (] =1,2,..., М). Пусть дисперсия суммы Х,-+...-+Хх 

о... оА = 0. 

Как известно, центральная предельная теорема в се классической 
формулировке трактует о законе распределения Рл(х) нормированной 
Хх. +Х,-+...+Хиу 

5м : 
достаточные условия для того, чтобы 


В частности, известны необходимые и 


суммы Й,„ = 


т и 


НР» (2) = 6(®) = т \ е ау, (41) 


выраженные в виде ограничений, наложенных лишь на поведение вто- 


—© 


рых моментов. 

Однако, многие современные работы посвящены собиранию сведений 
о том, как протекает стремление закона Ра (2) к гауссову закону при 
выполнении тех или иных достаточных условий, хотя бы и более жест- 
ких, чем условия шдефег2’а. В частности, интересно знать, какова 
структура тех случайных величин, среди всех, подчиняющихся опреде- 
ленным условиям, которые обнаруживают в некотором смысле наиболь- 
шее уклонение суммы от нормального распределения. 

К исследованиям в этом направлении относятся, например, работы 
Н. Сгашёг (*), (°), А. С. Веггу (°) и С. С. Еззееп (*). Последние авто- 
ры принимают, что независимые величины Х}, помимо указанных выше 


со 


условий, имеют еще абсолютные третьи моменты В,, = \ |2 раР; (г). 


_© 


М 
А 
Если обозначить 4,„= УВ,; и ввести «дробь Ляпунова» у = ^&", то для 
7=4 У 
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выполнения (1), как известно, достаточно, чтобы [у-—> 0 при М-> со. 
В связи с этим исследуется отношение 


|Рх (2) | _ 1 Ех (2) —С (2) || 


Г Гу 
В работах (з) и (*) показано, что 
| Рм (=) | 
С, (2) 


где С, — некоторая абсолютная константа [С,=7,5 в работе С. С. Ез- 
зееп (“) *]. Кроме того, работа (“) дает некоторые основания выделить 
среди всех зозможных систем {Х;} систему, даваемую симметрической 
схемой Бернулли (бросание монеты), в качестве в некотором роде нан- 
худшей. 

2. В настоящей работе будут допущены более жесткие, чем в (*) и 
(*), но все же достаточно широкие условия, и в этих условиях будут 
получены значительно более точные сведения относительно | Р»х (2) | чем 
в оценке (2). Эти сведения выяснят особую роль симметрической схе- 
мы Бернулли в данных условиях, а также некоторые особенности спо- 
соба приближения Ел (2) к С (2). 

Обозначения. Буквы С., С,, ...; С,» с:, ... обозначают абсолют- 


ные константы > 18 То, 11, -.. Такие же константы, заключенные ме- 


жду 0 и > (исключая 0). Все эти константы будут эффективно вы- 


числимы. 

Функции 4, (№), Ч, (№), Ч. (№),... обозначают монотонные поло- 
жительные функции числа М№, возрастающие до со. 

Знак А(М№) «В(М№) И. М. Виноградова для двух функций А (№), 
В (№), из которых В(М№ положительна и монотонна, означает, что 
т < в при Мс, (с, и с,— какие-либо из наших констант). 

Буква Ту=Г.м, буква г означает шТ». Закон распределения РЁ (5} 
в точках разрыва определяется, как {Е (#— 0) +Е (=-0)}. 


Р, означает вероятность; Р, * К, означает композицию 


\ Е, (#— дар, (9) 


двух законов. 


3. Подчиним независимые величины Х,, Х,, ..., Хм, ... Помимо 
обычных условий, высказанных в п. 4, дополнительным ограничениям. 
Зададимся функциями \, (№), Ч’, (№), ... типа, указанного в п. 2, 


и наложим следующие ограничения: 
Г) на вторые моменты: 


А, (3) 


* В то же время легко обнаружить, что С, > ——= 


Уз. 
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со 
= } 2*4Р)(2)># (М, ©) 
— < 
причем допускаются исключения из (4), но не более, чем для я: ин- 
о 
дексов | <М, 
за 1 
Ги < Ч, (№ , (5) 
(это есть конкретизирование условия Ляпунова); 
П) на третьи моменты: 
м 
4 1 
Е (№) 
р т. (6) 
1=1 
где 
В) = \ |5 аЁ; (2); 
5м 
> (м) 
ПЛ) малая окрестность нуля-маловероятна, т. е. 
Е о 
аЕ, (=) <. (м) (< М), (7) 
|=! 
М 
причем допустимы исключения, но не более, чем для г. (м) Индексов. 
о 


Заметим, что Гу-—>0, так что речь идет об окрестности нуля тем 
более узкой, чем меньше Г. 

4. При этих условиях получаются следующие теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Если величины Х; обладают симметрическим распре- 
делением (Е; (2) =1—Е,(—1)), то при любом фиксированном М и|т|<М 


12 


|Ри (2) 1 _ | Ру(2) — 6 (1, 8 
а. т и (1-Нех (М)), (8) 
где ех(М) зависит только от М, № и выбора функций ФТ, Т,,..., Ч, 


причем ем (М) —>0 при М-—> со. (Таким образом, приближение вк (М) 
к 0 происходит равномерно по всем допустимым системам {Х}}). 

Смысл этой теоремы поясняется следующим замечанием. Для сим- 
метрической вхемы Бернулли, когда все Р;(х) имеют вид 


Е, (2) =0(=<—1); Р(ф=-(—1<2<1); ЕК) =1 (>) 
существует ряд точек хух (у=0, +1, +2, ...) таких, что расстояние 


соседних точек х, м4! —туч=0(1) при М-ъ>0, х,у-—> + © при 
у + ®и 
Ру (ею— @ (вы | + 
Ги п У 2" 
где гх —>0 при М—> © и |5| <М (точки хуу зависят от М). 
Таким образом, в условиях т. 3 схема Бернулли дает среди всех 
симметрических схем в некотором смысле наибольшее уклонение от 


е ® (1—вл), 


нормального распределения. 
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ТЕОРЕМА П. В и р существует последователь- 


ность точек 5), 5), с Ц ‚59 таких, что. 
Маю, |М-У|< ам, |-М-КУ| «м, 
где 
‚4 1 
(1+0) 2 < <2 (1+0) Гм (9) 
и для которых 
Ро 9. 

о (10) 
причем еу —0 при №М-—> со равномерно по всем допустимым системам 
{Хр}. 

Далее, для любого х с| х|<М имеем 
2+4 
1 
\ Рк (2) ах < 4м - Ем 1. (11) 


т 


Таким образом, существует сетка равноудаленных значений <“), где 


законы Ех (5) и С (+) должны сближаться более тесно, чем в общем 
случае. 

Следует заметить, что теорема [ может быть выведена гео- 
метрическим путем из (10) и (11) (см. доказательство леммы 12, 
п. 21). 

ТЕОРЕМА ПГ. Если {Х}} не все симметрически распределены, то 
при дополнительных условиях: 

ГУ) х=0 есть медиана распределений Ку(х): 


Я, 
\ аР/ (2) =х 0<М, (12) 
=>0 
М 
причем допускаются исключения, но не более, чем для гм индексов, 
у) \ 2'аЕ, (1) =2 \ 2аЕ, (т) (1<М), (13) 
— с 0 
М . 
(причем возможны не более, чем ще исключений), получим 
19» (2 | -Р 
м ( 2 
уни * (Ав (М)}, (14) 


где 
Ох (2) = Ех (2)—С (2) — Нк (2) пра || <М, 


р 


`® (1—2*) Ам, 


№ © 
мы \ 2*4Е) (2) 
1. 


изм (М) —число из теоремы 
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ТЕОРЕМА ТУ. Существуют точки <“, определяемые так же, как 
в теореме П, такие, что 


РО Г, 
Е 45 
где =, —>0—число из теоремы П. 
Далее, при || <М 


ха 
М и - 
\ 0 642 < ал Руж (16) 


т 


Теорема ПГ может быть выведена из (15) и (16) геометрическим путем. 
5. Пусть 


со 


(9 = \ еаР) (2) 


— © 


—характеристические функции (кратко —х. ф.) законов Ё;(х), а 
= 
(=? 
—х. ф. закона Гаусса С (2). 

Мы будем изучать разность Ёх (5) -— С (1) с помощью х. ф. по обыч- 
ному способу (°), но для получения большей точности применим к изу- 
чению произведения большого числа х. 4$. метод особой классифика- 
ции аргументов (интервалы Ги П класса) и «сглаживания» тригоно- 
метрических сумм, введенный в аддитивную теорию чисел И. М. Ви- 
ноградовым. 

6. Пусть Ё(х) и К (1)— два закона распределения сх. ф. 1 (1) и 
% (#). Тогда имеем основную формулу обращения (“): 


Е(®-К@® =} е- а (17) 


—© 


(см. п. 2 относительно определения законов). 
Х, +Х,+...+Ху 


Для закона Ек(2) распределения нормированной суммы к 


вы) 


{2 
- 2 о. р 
Пусть Ви = Г ше Ту = Т мг; егох. ф. вв (#) =е 28. Введем вспомо- 
гательную нормальную переменную 


с®=иИ*® \. 


имеем 


В 
5 


Ве 
4. 


Тогда, если положить 


Рь (2) = Ри (®).Сь(1), С(®)=С(®).бь(), (18) 
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то из (17) получим 
Ру -б(® = ) “т [$ (3) в] вв) 4. (49) 


Разность Ру(1) =” (2)—С (2) значительно более удобна в обращении, 


чем Ру (2) = Ел (2) —С (2); в частности, она непрерывна. Основные вы- 
числения будут относиться к этой разности и поэтому нужно будет из 
ее свойств выводить свойства Р» (5). С этой целью мы докажем неко- 
торые леммы. 


7. ЛЕММА 1. Если число А> и ий если для окрестности числа 
длины =  (12—#|< 5) имеем |Рх (2)—С (2)|<А, то при Ма е* 
1х (9—С@|<4(1+>). (20) 
Доказательство. Пусть это неверно и пусть сперва 
Ре А (1+) 
Так как 6) < уз, а Рх(2) монотонна, то при 56 [с, = | 


ЕРн(--8)— С 9>4 (1+5; -). 
Положим ЖЕН: тогда 


Еы()-С®>А (4+) 


[Их (2)— 62) |< 1 


вне этого промежутка. Далее, 


со 


к (=) —б (т) = | Ру (а, у) — (2, У] абь(у)= 


— СО 


-ИЕ еле, Уу—С (<. — уе?" `4у> 


>24 (4+; ) е. Рау И 


А 
= — 
№/— 205 55 


ъ 
1 
> 


Так как В=Туг®, то при Мс, 
Рл (т) — (а) > А (1+), 


что противоречит условию леммы. 
Если 


Р^(-6®<—4(1+№), 
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А Г 
то, полагая х, = — „=, Получаем при |х— 2 |< Е 
6(®)—Ры(@)> А (1+, ) 
и снова приходим к противоречию. 
ЛЕММА 2. 
к | 
ом аг = с —- у. (21) 


Первое утверждение непосредственно ясно из (4). Второе утверждение 
верно и без ограничений п. 3. Именно, если (р, и р, — второй и третий 
абсолютные моменты некоторого закона распределения, то, как изве- 


стно (*), рано Е 


ыы М. 


В (2) +. у (2) 
М 


Наряду с Р, (5), ..., Ил (2), также и будет законом 


распределения, причем 


зы 
5%, 
8. Основной интеграл (19) сходится абсолютно и равномерно по 5 
#2 


в силу поведения вв(=е °*В. 
1 


Если теперь положим В, =В г? =Туг”, то получим 
1 


Отсюда >11, что и приводит к доказательству. 


у [5 (5) =] воекр-к = © 
Я 
и такую же оценку для = и в силу малости #2, (#). Это дает нам 
Ру (=) = х(2)—С (2) = 
В1 
Е [#(х) 80] вв 4+ п, (23) 


ЕЕ 
2 
где Л, < Су. 
Дальнейшее сужение интервалов можно произвести, используя следую- 
щую лемму, доказанную в несколько другой формулировке А. М. Ляцпу- 


новым (1901 г.): при |#|<52 


е (3- )—# (| <с.Ёя На (24) 


{см. (*), стр. 44; обозначения изменены). 
9. Положим [у'=Тху и зафиксировав 
(М) < = ШГ», 


выделим 
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1 ВЕ + 
и=-д \ > [%(5.)-20 ] вв ®4. 
ИЗ 5(№) 
(Изучение /.,, которое мы отложим на дальнейшее, будет проводиться 
обычным способом разложения х. ф. в ряд Маклорена). 


Далее, из (24) выводим: 


= ту 
24 24 
1 2 г — Я 
и [+ (5-)-20]ввфё<е, ) Ре Ен < 
%5(№) №5 (№) 
< ей (м: (25) 
ФМ) 
Такая же оценка годна и для \ . Поэтому вся трудность сводится 
Ту 
7-24 
к изучению 
Ту 
. 24 В . 
е 22 
я \ + +5 С - )—= (и ] вв (04 =Г, +Л, 
— В1 Ти 
24 


где 
ых 


о о 


—В, 


Для изучения, в частности, я положим #=2ТГх. Так как В, =Гхт', то 
р 2=Т уз т 
ПЕ [3 (5) -в@Т») ] вв(2Тл) аа. 
{ 


Положим 
% (5) =1 (9, %(57)=р 4<м. 
Таким образом, 
@=А@--Ь С) (26) 


Функция ],(2) есть х. ф. для закона РЁ; (ати) =Н; (=). Этот закон 
м 


8ТМ 
имеет дисперсию с; 


15% › так что общая дисперсия законов Н;(5) равна 


2 
Ту. Замечая, что 


т? 1 3 
а УР Г, 
ат в Их, (27) 
1 
24 


сводим дело к изучению 


=; ы мые вв (2Тн) а2. 
Я. 
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10. Мы имеем 


№ 


1х (2) = (2). 
1=1 
В поведении этого произведения могут быть два случая: 


1 - 
1) в каждой точке 26 С г | | 1х (2) | <е-". В этом случае 


72 
И вм (28) 
Такого неравенства было бы достаточно для наших целей. 


2) Существует 2’ Е [, г а такое, что |} (2')|> е-”. В силу непре- 
рывности }» (2) существует наименьшее 2, под условием 
м [5 1 "] ‚ мые". 
Возьмем теперь число 1”. Среди М значений }/(2,) (< М) не более, 
чем г могут удовлетворять неравенству 
750 
1% (25) |<1—м, 
в противном случае свойство числа 2, было бы нарушено. Из остав- 


шихся №, > М (© —;=) функций }; (2) каждая удовлетворяет неравенству 


а 


Поэтому можно выбрать М, > >м (1— тр. т.) =. ф. /,(2) таких, что 
отвечающие им индексы ] не являются исключительными в смысле условий 
п. 3. Мы перенумеруем их, как },(2) (1=1,2,..., М,). Таким образом, 
50 
С 1-^, 9=М). (29) 
14. Для каждой }/(2) (|< М,) найдется число $; такое, что 
С : } у 750 
р (2) =  еее=аН! (2) =е М, М> 1—7. 
Отсюда . 
С $ но 
п О 
со со „50 
р  соз (2—8) аН) (2) =2 } эт" (#5) ан (2) <"). (30) 
В качестве особых точек оси 1 отметим нули подинтегральной функции: 
24", $8 
ие (у=0, Л, +2, ВЕ 


Каждую точку оси + можно представить в виде 


ва (1«|< ^). (31) 
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Изучим вероятности для разных интервалов значений а при законе 
распределения Н; (г). 


® 
Пусть 3, — множество всех 2 с [а [55 ‚| . Для таких т. 
20 


1025 


Еды ты 
зе (2 5] > 1 50 


и, в силу (30), 


ево го 
[ан пе. (32) 
р 2М№ 311? 5 
р: 20 
Окружим каждую особую точку ху ии сегментом 2А,, где 


30 
ет ОНИ 
Бим кух ИХ 
Пусть 3 — множество точек, дополнительное ко всем этим сегментам. 
ЛЕММА 3. Вероятность того, что точка х принадлежит множе- 
ству 3,’будет < г°°°. 
Доказательство. В силу (32) можно в представлении (34) поло- 


жить | © |6 [2 ] . Тогда из (30) будет следовать 


71° 
°? 1025 


< тео, 


о аНу(х) < т А222№ 


что в сочетании с (32) доказывает лемму. 
12. Мы видим, что структура закона Н;(х) близка к «решеточной» — 
вероятность того, что 


12—ту >А, = 


а 
весьма мала. Сумма дисперсий законов Н;(2) не превосходит Ту. 


г 


№, 
Поэтому возможно выбрать из них М, > - законов под условием: 


а 


По предыдущему выбору числа Л, имеем также 


т? 
>41. (33) 
и по неравенству Чебышева 
( ан, (а) < кг. (34) 


135 г5 


В силу (34) можно считать существенными лишь те особые точки ту, 


для которых 


Докажем теперь лемму, имеющую важное значение для последую- 
щего. 

ЛЕММА 4. Для каждого | <М, существуют по крайней мере две 
особые точки ху; под условием 


ее, \ а (ии, (35) 


1-25 Ао 


2 у 


20 
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причем хотя бы для одной из них 

|1; | > 100 А, (36) 

Доказательство. Из леммы 3 и неравенства (34) заключаем, 
что существует хоть одна точка ту; под условием (35). Если она только 
одна, то даже 
я 1 
аН:(х) > 1— о 
12-х, Ао 

Но тогда 

|[2„;| > 100А.. 


В самом деле, будь это не так, мы получили бы 


1 
1220040 
что противоречило бы условию маловероятности окрестности нуля для 


Закона Р’;(х). Имеем: 
бу 
р Ну (2) = Вл (2 -7е). 
Получилось бы, что для закона Р; (5) 
пы ео 


Но 5х < ИМ, А, = так что 


и 200с;7° 1 


< < 
те ТЕ ТА? › 


и наше неравенство противоречит (7). Итак, |5; | > 1004,. 
Если наши исходные величины Х;—симметрические АЕ теорем [ 


и П), то, так как расстояние соседних точек тиу> ое тг" > 24,, 


получаем, что точке х,; с |ту;| > 10904, должна отвечать вторая, сим- 
метрично расположенная точка. 

В противном случае обращаемся к условию (12) теорем Ш и ТУ. 
Из того факта, что для закона Ё;(5) должно быть во всяком случае 


ое 


следует, что такие же неравенства должны иметь место и для закона 
Н!(2). Отсюда, в силу леммы (3) и неравенства (34), выводим существо- 
вание точки т; под условием (35) и притом такой, что если она един- 
ственна, то сегмент |т—)|<А, должен содержать как положитель- 
ные, так и отрицательные числа. Но это противоречило бы неравенству 
[2 | > 4004,, так что таких точек по крайней мере две, что доказывает 
лемму. 

13. ЛЕММА 5. Пусть РБ} есть минимальное расстояние между точка- 
ми У) и У.1, отвечающими особым точкам ху, леммы 4. Тогда 


т: < У Ух (1+0). __ 


Иначе лемму можно формулировать так: половина минимального рас- 


2 Известия АН, серия математическая, № 2 
‚ ` 
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стояния между особыми точками т), леммы 4 не. превосходит 


Ра ( 1 * 
я ) 
Ум Тм 
Доказательство. Возьмем один из законов Н; (2) и отметим 
для него особые точки леммы 4: 


20 
20 


2% 5 
(0 = ый) 
7, 20 ая ) 


<в, \ АН, (1)> г". 


х-х |<А 
Ул 0 


з 1 Я 
Для дисперсии 4, согласно леммам Зи4ив силу того, что — < И 
0 


имеем 
—& [|< 75 
ео 
> У \ т'аН, (2) = У; а, (2())* + у: ГВ < ре 
- им 1 
где 
а, = \ аН, (2). (38) 
шло 


Заметим далее, что если один из участков [2—2 | <А, охватывает 0 


или вообще находится внутри сегмента || < 1004,, то, как это сле- 
дует из доказательства леммы 4, соответствующее число а„ будет малым: 


1 
2% <ЗЭ: (39) 
Далее, в силу (34) и леммы 3, получим 
У а, >10, б<г", 
1 
откуда, согласно (39), 


1 
У, >11: (40) 
1+0 
Возьмем теперь ту половину оси ОХ, где находится наиболее удален- 
ная от О из двух ближайших к О точек 20; если О;—минимум рас- 


стояний у1-1 —У, то отвечающее этой точке число 


9 ку $ 
Пн Иа 
=: А. 


м 
1 2*«р; 
будет по абсолютной величине >> ое = и 
0 0 


По условиям (12) и (13) теорем Ши[У для этой полуоси Я будем 
иметь 


1 1 
У ау > ЛЕ. Чо (М), (41) 
ие: 
1450 


* Таким образом, (37) связывает Гу с гипотетическим числом д. 
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3 


\ тан; Е). о 


ТЕЗ 


Отсюда, по предыдущим неравенствам 


а в (=): Хи +1, В < г" 
о 


и, в силу (44), 


(ве т: Что ). 2, <укА+то). 


что доказывает лемму 5. 


14. ЛЕММА 6. Пусть 8, — р 


т 
чек вида (т = +1, +2, +3,...) р чем на 8,, то имеем 
- 2 


[Л 


Тогда, если 2 удалена от всех то- 


т 

1 
я зна о Що, 
дл чений 2 [ д, 2 2” | шлите | т 2] 


Доказательство. Пусть это неверно; тогда найдется 2 под 
условием: 


ее г" |, + ,>181> у’ 
л-= } стан, (а) = с" (4), р (3) 


Отсюда, как в (30), получим 


со 


д р100 
2 \ 81? (= —+) ан, (2) <^х 
— < 
Пусть 
ыы: -- Я И = В тЫ 


20 20 20 20 


1 
— две особые точки леммы 4, притом такие, что у, — У, =0. Из а имеем 


9102 (#1 -) ан, (=) \ 10? (=- ан, (+) < (44} 


15-х! < до 12- 22| < Ао 


Прежде всего мы докажем, что 


|5 ит) |< ое |330 "у < (45), 


Рассмотрим сначала 


\ 310? (#-+) аН; (т). 


|=- хо 
Положим „що 


==, | Т, и : 


2* 


12% Ю. В. ЛИННИК 


Имеем 
ре во Е ЕР 
вт (РТ ео и СО зи - 
НЫ атотв 
08 =1— ть 511 5 = 9 8+: р 
. 27 ф 

так, что величина $110” э—--) отличается от ’ 

911" #1) + п (+ сов (= +) т 

710000 


на величину, меньшую с, 4 —с . Здесь возможны два случая: 


В. 


1) |5 8—1) |<4 А,. В этом случае первое из неравенств (45) 
доказано. 


2) | т "_$)|> >44, > 211. Тогда 


3112 (= т) +в =) с0$ : (=) эту > 5 3102 21: #). 


По предыдущему, 


271 Ф 710000 
910" (#—#)>% 910 5 —)-, м 


поэтому, из (44) заключаем: 


1 А : 10009 
—- 310 ит) \ аН; (г) < 2%, —х-. 
15-ти <Ае 
Но, по условию леммы 4, 


аН; (2) > =* 


|5-хи<Ао 


а 251 ф 710025 ты 
0 > 1) <4%, "т , 91п = |< 


Аналогично доказывается и второе из неравенств И Мы имеем, 
таким образом, два неравенства: 


В =. 


о 


Отсюда выводим: существуют такие целые числа №, и К,, для которых 


(ть (+ =) =Ёт-- 6, 


(“+8 ее 9 г Ёж-®, 


откуда 


71000 
где [9 | м |9: ТИМ Вычитая первое равенство из второго и учи- 


тывая, что у.—у, =), найдем 


В (Е, т) 0, = пм, 
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р1000 


где п—целое число и |6,| < 25, Е Отсюда 
а =” И . 
9 0 —. 
о: [9.| <. р (46) 


© 2 © 
Но |5 | < эр › следовательно п=0 и 6=0,. Однако, по условию лем- 


р10000 
[8] > 8 = ут’ что противоречит (46). ох доказана. 


Мы видим, насколько существенно наличие по крайней мере двух 
особых точек типа леммы 4. При существовании лишь одной особой 
точки лемма 5, на которой основано все последующее, была бы неверна. 

15. Предыдущие Е верны для каждого из наших законов 


Ну (2) (< М,), где М,>-—. Для каждого из них существует свое чис- 
ло и разность у,,1—9у, чисел у, характеризующих 


особые точки. По лемме 4 имеем 


х 


откуда 


Поэтому существует по крайней мере №, > 


М. М . 
> > ль законов НЙ) (2) (] И» 


у которых соответствующие числа ДО; = О совпадают. В силу леммы 6 при 
= +8, 181>8, (47) 

100 
аа (1<М.- (48) 


`ЛЕММА 7. Для точек Е |, г’| под условием (47) имеем 
т у 


[ле < ==. (49) 


1—1 
Доказательство. В и (49) войдут № функций 
} (2) под условием (48). Модули остальных х. ф. не превосходят 1. 


о то (49) следует из (48). 


Так как №, >в 


16. Вернемся к основному интегралу /, (п. 9): 


е-"Т м" 
ПЕ Л в Та) >, (50) 
1 
где 1 (2) = {1 (2) : 1, (2) --: /х (2). Мы видим, что на участке интегриро- 
вания по 2 функция /х (<) будет мала по модулю: 

|1 (2) [< е-" 51) 


за возможным исключением сегментов длины 268,, описанных вокруг 


тд р не г 
точек 2= 0 (т= 14, -Е2,...). Эти сегменты играют в данной зада- 
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че роль «интегралов 41 класса» задач аддитивной теории чисел 
И. М. Виноградова. /, ведет себя, разумеется, так же, как /.. 
17. В силу леммы 7, мы можем написать: 


я К И е-*Тм? — 
ЕП \ -^__ЛОвоеча, — 62) 
г < тг? а во 
пн Эда ара (53) 
Заметим, что здесь 
ОЕ а лань (54) 
ЛЕММА 8. Пусть & и ие числа такие, что &,—&=пру, где 
р а п целое число < Тогда 
Рх ®Ту’ у <= 
= 
\ Г, 4х < пруГигю. (55) 


& 


Доказательство. Обратимся к формуле (52), выберем какое-либо 
из чисел т и рассмотрим 


22 


—#тТм2 — 
2 \ <® (авы (йа= 
ый | ат <5° 
е- ТМ?  е- ЕТУ 2 — 
== \ Е — 1 (2) 8в (2) а. 
ата 


Модуль этого выражения не превосходит 


2 зар [е(@-Ь)Тит 4 |. 


Далее, 


ь р 2®р т; 
(,—Е,) Ти 2 =- ть - Тм ( +8) = жты -- 0, Е, 
20Г 
и 
где |9,|< и. так что 


е(&-Е)Тм:+—_ 1 |< 8. 


ы 2 => 
В самом деле, по лемме 5, ЗУ а по лемме 2, Ту< ИМ. 


Поэтому модуль нашего а. будет 


з 
> а 
гол, Е 8, 2 —100, 
< р С < прх Ёмг 
так как 
: 1 :10000 
> ——, в = 


ух’ “Ук 


Далее, количество чисел т не превосходит г*°, что и дает (55). 
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2 
18. Теперь мы изучим 
=) 5 [%+(2) #0] вв (56) 
м) 
Имеем: № : р 
(в) 9 (5) ви (35). 


Разлагая х. ф. ф] (=.) в ряд Маклорена, получим при [2] < У, (№) 


#(з-)= \- зу о 


“3; 
Е И. 
5 65 


—_ ыы (= —1) 2аЕ, (2), 
где и, — третий момент, 6; = 6; ({), 


- о 
Далее, 


ранее бе. 
Е" 


(57) 
ой = 1 5 
У м н 
ва 3 
Е 2 ео г. 25. 
Но ©} < В,, [см. (*)], откуда для любого 1 <М 
№ м 
2 $} м В»: у. 
Е у 
а < Ем, т хе =. м 
Следовательно, 
м 
1252 ы 
Х (5 51 Е ГЕЕ р (58) 
7=1 
рт 
Из (57) и (58), учитывая, что |#|* < (Ч, (№) < Г‚*, находим 
№ № оо 
: й и 731 1 20 2—1 АЕ; Хх В : , 
У ше (з;)=-5-3 2-5, 165%, № \ (е'’/* — 1) г аЕ;(2)-- Н (#) 
7=1 1=1 7 -> 
0 <е+И. 
Далее, 


(59) 
| \ (е1)= — 1) 22 АР) (2) 


1 й (№) 

< 9, (№ Вы -Е В, , 

у 26) т 
й 


[24 (2). 
[9] > %з(№) 
В силу (9), 


> | йе Е (60) 
5-х |} © 0 2742142) | < чу 
м 

]1= — © 


— 
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Таким образом, 


№ 
р 3 73) 


У ше (5. )=-5-$ ‚5% +, (0, (61) 


В, (< -+* +) а 


Отсюда легко выводим: 


м : 
Пэ()-+0(1-1 57 5-Е, (62) 
р = 


(О «еду. 
Заметим, что при || <, (№) < т 


У, (М 
вв (0— 1 < «Ты 
Отсюда, полагая 
лы 
Ан 2 57, 
= 
имеем 
Е А с #27 Гу 
ви ге ЗИ, В, А 
Так как 
\ Нав ие з а 
то й 
Е 1 -> 2 2 Гу $ 
у ° ао 8, <, (м: `. 


В условиях теорем Ги П, когда величины Х; распределены маны 


чески, имеем Ау =0, Г. =А,. Кроме того, очевидно, | Ах| < Су <: и т: 


19. Возвращаясь к п. 10, заметим, что },(—2) комплексно сопряжена 


с 7м (2). Поэтому, для случая 1), п. 10, учитывая (22), (24), (27), (28) и (62), 
находим в условиях теорем Ги ИП 


|Р» (2) | = | Ё» (2)— 6 (2) | < у 


т, м 
Если |2|< М, то при достаточно большом № получим 
т 
|8» (2) | < уе (м ([#|< М; М> М, (М)). 


Применяя к этому в — лемму 1, легко выведем 


|Рь («|< уже и т) ты (=<М; М> мм, 


что полностью покрывает собой содержание теорем Ти П. 
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В условиях теорем 1 и ТУ, применяя очевидный аналог леммы 4 
к функции 
@м (2) = (Ех (2) — С (=) — Нь (2) * Сь (<), 
получим 


м (2) | <не О: -) ау (21 < И; М> М, (М)), 


что покрывает собой содержание теорем Ш и ТУ. 

Таким образом, случай 1) п. 40 сразу приводит к нужным резуль- 
татам. Поэтому в дальнейшем мы будем изучать лишь случай 2) п. 10 
и принимать, что указанное там число 2, существует. 

Мы будем также делать выводы в условиях теорем Ги 11; выводы 
для теорем ПТ и ТУ будут совершенно аналогичны с заменой Рух (т) 
п Ру(т) на Ох (2) и Ох (2). 

20. ЛЕММА 9. Существует число 4х под условиями 


1 Е 4 
(1+) Гы<4н<2 (1 +) Гм, (64) 
такое, что для любого т 
| и & а 
ум (2) 4х | < 9мРу 9. ` (65) 


Доказательство. Обратимся к лемме 8. Участвующее там число 


2=® р) 
Р =.т., В силу леммы 5 (неравенство (37)), не превосходит 
М ом 


2 а 
— (14 ет) . Отсюда, согласно оценкам для 2 и 0), получим 
ут (1+9; д для 2, у 
м 1 
И ИМ (шМ№)-*°, а по лемме 2, Гу р. 
о 
Если теперь ру не превосходит половины количества 2Ёу (1 Чем) я 
5 


то возможно подобрать целое п так, чтобы 4х = пру удовлетворяло (64). 


1 
При этом будет п< так. бак Ту -л“ Л) . - 


1 
ух у. 


721000 
‚ так что пру удовлетворяет условиям леммы 8. Используя 


8 =—= 
о ум 
лемму 8, (22), (24), (27), (28) и (62), получим (65). 

ЛЕММА 10. Если 9х— число леммы 9, то на всяком сегменте 
[2, 2 ах] существует & такое, что 


® 1 
1Рм (&| <Ру : ©. (66) 


г 
Доказательство следует из непрерывности Рлх (2) и нера- 
венства (65). 


й 


: в 2) 
ЛЕММА 11. Если ,—&=прх, где Ру=- т — число из леммы 8, 
ом 


1 
а _, 7710 
-У& 


1Р()— Р(&,)| < т. (м. (67) 
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Доказательство. В силу (22), (24), (27), (28) и (62), достаточно 
изучить поведение Г, [см. (52)]. 
Рассмотрим для какого-либо т из (52) разность 


Ту (2) вв (2) 42. 


5 


е-аТуг  е-аТ 


тс 
ть 
Изучая 
[е- зТуз ви е- Тм? | — | е(&з—Е1)Тм:# — 4 р 
находим, как и в доказательстве леммы 6, что модуль нашего интеграла 
будет < [мг "° и что количество чисел т не превосходит г*°; это при- 


водит нас к (67). 


Заметим, что эта лемма указывает нам на своеобразную периодичность 


2®р 


Рху(х) с точностью до Периодом будет число Ри =: т. 
0 № 


р, ИАН 
Чью (№) ^ 
Объединяя результаты лемм 8, 10 и 11, мы можем сказать: 
Внутри всякого сегмента [х, х-+- 9х] найдется такое число &, что 
Й 
ты Е = . —5 
[РЕ-пры) | < у (п=0, ЕЁ +2,...;3 |<, 2). (68) 
В частности, можно взять пру=ам под условиями (64). 
Далее, имеем 
тру _ : 
Ри (2) 4х < прк Рим В (69) 
ДЕММА 12. Пусть |х| < М. Тогда 


р е ЗЕу (1-2 (М)), (70) 


где = (М)—0 при М№-—> оо равномерно для всех {Х}}, допустимых 


1х (2) |< 


условиями теорем Ги П. 
Доказательство. Докажем сперва вспомогательное предложение. 


Пусть А (2) —монотонная неубывающая непрерывная функция, а В (5) = 
—=Ах + 6 — линейная функция, причем 0<^<1. Пусть для некоторого 
Ем р>0 известно, что 


р 
А®=В®, АЕ+р=Ве+р), \ [Аа -—В@)] 4 =0. 
Е 


Тогда 
[А (2) —В (2)|<5 (<<. (71) 


Для доказательства обратимся к фиг. 1. Пусть (74) неверно, и при 
х = имеем 

14) —В(&)1> 24. 
Пусть, например, 

А (5°) В.) = - к. 
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Пусть 3 — множество точек т, для которых А (2) > В(1), 3 — дополни- 
тельное множество в [5, Е --р]. Мы видим из фиг. 1, что, в силу моно- 
тонности А(5х), треугольник СЕН должен полностью лежать между 


трафиками 4(5) и В(х). Его площадь > — так что 


} м@-в@) а > “7. 
р 


С другой стороны, в силу той же монотонности А(х), части ее графика, 
лежащие ниже графика В(х) (при хЕЗ3З), содержатся внутри ряда 


Фиг. 1. 


треугольников типа ССЕ и НОУ, общая площадь которых, очевидно, 


Е Е р? 
не превосходит гы -Р р. 


. Таким образом, 


( [4 @)— 82) 4=> — \ [4@®)-—В@)4, 
я з 
что противоречит условию леммы. 

Далее, если заменить условия этого предложения следующими: вместо 
р ввести последовательность чисел дл —>0, а вместо А(5х)—последова- 
тельность Ах (<) под условиями: 

Ах (2) = В (1) +0(4х), Ах(х-+4м)=В (т ам) 0(9м), 
Нам 
[Ах (2) — В (2)] 4х =о(а\), 
Е 
то это сведется к тому, что в нащем чертеже будут допущены вариации 
кривой А(х), бесконечно малые сравнительно с р= ам. Неравенство (71) 
примет в этом случае вид: 
| Ах (2) — В (2) | < “УЕ (1-0(1)) при №М-> оо. (72) 

Мы можем теперь обратиться к (68) и (69) и взять Ах (2) = Их (2), 

а 4 — под условиями (64). Выберем & так, чтобы хе [, < +4х] и положим 


1 


Уз 


ыы 
е * (+—®). 


В (1) =С() 6’ (9 (#—)=<(- 
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Тогда, в силу (72), 
|, —В (2) <оде За -еА(М)), 2-54, 
- р 


где ем (М)— число того же типа, что гу (М). Далее, легко подсчитываем, 
что 


|8 (2) —б(® | <, |е 2-е ® | < [Гк, 
1 
№ 
ТА) 
откуда 
х (2)—С (2) о е Гу (1-е (М)), 


что и доказывает (70). 
24. Из (70), на основании леммы 1, следует теорема Т. Так же 
доказывается и теорема ПТ: 


3 


| Ох (=) < Ек—= те (1+3 (М) при х|<М. 


22. Остается доказать замечание к теореме Го роли симметрической 
схемы Бернулли и теоремы П и ТУ. 
Замечание о роли схемы Бернулли, для которой Ё; (1) имеет точками 


1 
роста лишь —1 и 4 со скачками --, следует из равенства, доказанного 


например, в (*), стр. 54: 


Рх ооо, (2%) И 


При этом надо ‘учесть, что в точках разрыва Р (т) мы полагаем 


в (2) ее Ру (= 0) + Бу (2 = 0) 


. 


23. Согласно лемме 10, на всяком сегменте [х, 24+ 4х] существует 
6 такое, что 


У. ть ть (66) 
А О А 

Обращаясь к теореме Ш, мы хотим вывести существование чисел, 
аналогичных &, для Ру (5). Для этого нужно иметь возможность применить 
лемму [. 

ЛЕММА 13. Если &— число под условием (66), то в сегменте 
[Е, Е 9м| найдется $ такое, что 


"Ру (2) < < м т з Е | <— Ч, + | к (73) 
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13: 
Доказательство. Докажем сперва вспомогательное предложение. 
Пусть А (2) — непрерывная неубывающая функция, В (2) = 5-- 6 — линей- 
ная функция, Р(5) =А(2)—В (2), 0<&<1. Пусть Р(&)=Р(+ ан) =0. 
Тогда найдется сегмент | а 
сегменте 


ВА 


+% ] С [&,--94^], такой, что на этом 


1Р (2)[<1 


2 


в |= 


(74) 
к 
Рассмотрим множество нулей Р (5) в [Е, + 4л]. Это будет замкнутое 
множество. Если не существует промежутка 
длины > М, то, 


3 


свободного от нулей 

в силу монотонности А(5), легко выводим, что 

2 (+) < Чу во всем сегменте [Е, ах], так что (74) верно. 
ий 


У=в9) 


Х 
Фиг. 2 


Пусть, теперь, между нулями Р(5) существует промежуток длины 
1. Тогда, как видно из фиг. 2, график А(5) лежит либо весь в тре- 
2 

угольнике СОЕ, либо весь в треугольнике СЕЁЕ. В первом случае за иско- 


мую точку & можно взять .— М (см. фиг. 2), во втором случае можно 
2 
взять =1,-- М. Замечая, что 


Рн (©) < т 
[см. (64)] и что, в силу (67), 
Ри-- > м) | и 


Ры (№) 


) ? 


мы переходим от доказательства вспомогательного предложения к дока- 
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зательству леммы 13 совершенно так же, как это было сделано в доказа- 
тельстве леммы 12. 

24. ЛЕММА 14. В каждом сегменте [х, | 4х| можно отыскать 
число (С, такое, что, полагая 


= -Е ам (*=0, А, 2, ...) [у] < Т,, (№)), 


получим 
ь 1 
| Р^ (5,)| < 2х 9. (м 


Это — первая часть теоремы П о «локальной рещетке прижатия законов». 
Доказательство. За число (, можно взять число (& из леммы 13. 
Так как, согласно лемме 13, 


р 1 2 1 Чу 
[Рим %- р) < Ем Ч: (№) [|< Ра 
то, по лемме 1, 


1 
Гм (|< 2х м - 


Далее, в силу леммы 411, при |у| < Ф,, (№) будем иметь 


— Л У| Бу Г 
Рю Увы < у ЕО К 


откуда, по лемме 1, снова заключаем, что 


— р 1 
Рим и Чм . У) | < Гу в (№) 
при || < ЧФ», (№). 
25. Остается доказать вторую часть теоремы П: для любого х 


с |2 |< М имеем 
х-Чу 


\ Рк (1) 41 <амЁл . ат . (11) 


х 


Это следует из леммы 9, с помощью следующей леммы: 
ЛЕММА 15. 
Нал 
\ (Ру (+)—Рк (2)) ах = Ем с и я 


х 


Доказательство. Имеем 


со 


Ре: 
— В т $ 
Ри (=) = \ Рн(#—У) вау, №в4=уИ зе’, ВЕГу г. 
Отсюда 
2+9 со т1Чу 


\ (Ру («Вы (2) == \ аи { | (Ру @- Ру (ау) 4} - 


т == т 


При |у| > У=Ёиуг* имеем 


в <е", в ()ау<е". 


<. —>58 
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Поэтому 
Чу у 2-9 


|} (2х © х @)) аа |< \ 74% { { (Ру Вы) 4} +8, 


22 = 
НЫ 
Далее, в силу теоремы Т, при |*|<М 


1Ры (2) |< См; 


откуда 
т 2--Чу 
|} Р»(242— | Руе-уа 
и: =+ау-у 
=—\ Р^(2)4=— \ Ри (2) а < УЕ Г < Ги- и. 
: 1+4 


Этим лемма доказана. 
26. Доказательство теоремы ТУ совершенно аналогично. Роль Ру (х} 
иР (т) играют Ом(х) и Ох (2). 


Поступило 
#3. Х. 1946. 
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0.У. МХМК. ОМ ТНЕ АССОВАСУ ОГ ТНЕ АРРВОХ1МАТТОХ ТО ТНЕ 6А05$ 
оЗТВВОттоОМ ВУ $0М$ ОЕ 1МОЕРЕМОЕМТ УАВТАВГЕУ 


‘ 


ЗОММАВУ 


ТЬе ргезепь рарег 13 а гезеагсЬ ш \№е Ашесмоп оЁ 4Ъе \огк Бу 
А. С. Веггу апа С. С. Еззееп [(3) апа (“) зп 11е 1156 о{ геегепсез]. Тве 
сопд1Яопз ипрозе проп фе 1а4ерепдепь уаглаез Х,, Х,,..., Хм, ... 
аге шоге гезылемуе &Ваб ш (°) апа (‘), Баф \№е оБашей гезаз аге 
шас шоге ргес1зе. Ууе сопз14ег а зедаепсе оЁ 1ш4ереп4ерь уагла ]ез 
Х,, Х, ..., Хы, ..., МИЬ Ще азии оп Рапсйопз Ё; (1) (1 =1,2,..., М), 
$Ве табрешайса] ехресбамотз Е(Х)=0 ап@ 1Ъе Паие @1зрегзлопз с}. 
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Ге 5 =в. + ... {о =0 апа 1е А (2х) Чепойе 4Ъе а1зииайоп Шпс- 

Нойз оГ Ве погра1лей вит = +. ре Ч, (М), Ч, (М), ... 
М о > 

ре а зедпепсе о{ агЬИтагПу сВоозе4 ап@ йхе4 Гас опз 1еп41т 0 шПпицу 


аз З1о\]ТУ аз ме реазе. 
Тве уаглаЪез Х, аге заррозе@ {0 зайз{у Ве оПо\лтя сопа10пз: 


ба... 9% < С.М 
С 1 
_ = ( хам (9 


—© 


эВеге С; ап@ с; аге роз1\ыуе сопзфапёз. Ехсерйопз {ог себаш ]’в аге. 
адт1331 ]е; фе пишьЪег о{ зисВ ехсерйопа] ]’з поф ехсеедтя Л№ саппоф 


Бе ргеабег 'Тап П Гу Чепо%ез \Ве Глароцпой гайо 


м 
Ч (№) * 


№ = 
1 
Гн=-т > \ [5 АЕ} (х) 
А 
же Бауе 
1 
<. (2) 
тх 1 
(м) 
_ я" В < м, 
\Беге 
В ( |=рР4Р(а). (3) 
5 
м) 
1 . 
11) \ Е, (1) Зум Ч<М,), (4) 
еде № 
\Ъеге ехсерйопз шау оссиг {ог аё 1036 т 73. Чио4ег 4Везе сопа1- 
0 


Иопз {Ве ГоПо\ищя \Веогешз баке р\асе. 

ТНЕОВЕМ 1. 1] е фата вез Х)} аге тогеосег зуттегтсаЦу а15т- 
Бшеа (Е, (5) =1—Е;(—5)) еп юг апу плед М апа юг |+ <М 
фе рабе 3 


[Ру СГ 1 и -ак(М)), (5) 


== @ 
Гу У 2 


ийете ем (М) 4ереп4$ от у оп №, М, аз те аз оп йе сподсе о}, Ч,,..., ЧФ, 
апа ем (М)—>0 рог №М-—> с. (Тйи$, ем (М) —>0 ипогт]у %Ий гезресв 
50 аЦ аатлзяЩе зуетз$ о} Хр). 
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БВ 


Тве тат И\егезь оЁ 4е езйтайе (5) 13 \№ав Гог \е зупитетаса| 
Вегцоц Пап зсфеше («рисВ апа $055»): 


; (т) =0 (#<—1), Е (=. (-1<2<1), 
оо ТА 


Уеге ех156 ап шШОпИе зедаепсе 0 рошёз 2,(==0, +1, -.2,...) засВ 
аб ху —х,=0(1) аз М—> 00, х,—> + < аз у-> + со апа 


С т а 
т Уз 


уВеге =; —>0 аз М-—> с апа ‘'х < М. 
ТВиз, чидег 4Ъе сопайлопз 7, ИП) 1) Ше ВегрочШай зсВеше, 
гоп у зреаК1ие, 13 {Ваь Чего поз Рош \Ъе погта! @1зиаБайоп. 
ТНЕОВЕМ ИП. Опаег Фе соп@ё оп о} теотет Т фйеге езазё а $е- 


диепсе о} рота ©, го о С 2 бисй РР 


=, МК <а, |-М- |<», 
фйеге 
й 1 
(то) < 9 <2 (1+ топ) Ры 
апа 


оо р, (6) 


тйете г, —>0 а5 №М—> со итрогт [у тИй гезресё 10 {Ху. 
Могеоёет, рт |х| < М че йаое 


тах 


ь ` ы 1 
\ (Р,(2)—С (2) аа < еле, (7) 


ея 


Непсе, 4Веге ех1з6 а «1абмсе» оЁ еди1-416апь СХ), уВеге \е АИегепсе 
о! ]а\мз 15 шасВ зтаПег ап ш Бе сепега| сазе. 

Ц, зВома Ъе тетагке \Ъаф (Веогет 1 13 а заре веотеймеа! соп- 
зедлепсе о! (6), (7) ап о! \№е Тась {Ваь 413 римоп Глп010пз аге топо- 
1ют4с. Ш ош уамаЫез {Х;} аге поф зуттейчеаНу Ф@зьщей, Би Ше 


гоПо\те ргорегмез фаКе расе (т ехсерйотз Бешя адишуие4`) : 


ГУ) \ ав (= (<м, 
х>0 

У) № ар) (в) =) 2'аЕ1 (2) (1<М) 
х>0 — © 

ап@ 11 


3 Известия АН, серия математическая, №2 
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т: № ® 
Нк) = су" * (4—2 Ам, АУ )\ = а, (2) 


.) 
— 


еп (5), (6) ап4 (7) аге уаИа И ме раф Ру (2)—С (1) —Н х (2) шиеаа 
о} Рл (1)—С (2). 

Тье тео о! пуезисамоп 13 {аб оЁ сВагасфег1 ме Гапсйопз, Ба 
40 оБаш шоге ргес1з1оп, Ве зба4у оЁ &Ве ргодиасё оЁ а ]агое питфег о! 
сВагасцег1:61с Гапсопз 13 саггле@ год? Бу шеапз оЁ сефаш 14еаз 
10годисе4 ву Г. М. Ушостадом ш 1Ъе аа4цлуе \ШМеогу оЁ пашьегз — 
пате]у, \№е рагыси]аг с]азз1сайоп оЁ уа!аез о{Ё 114ерепдепть уаг1аез 
(1п(егуа!з о{ Г ап@ 11 с]азз) ап@ $Ве «зоо т» оЁ 1еопошей са] затаз. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ!М РЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕЗ$ РЕ ГОВ$5 


. и 
Серия математическая 11 (1947), 139—180 56етме тафетайиаце 


с. м. Никольский 


О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ МНОГОЧЛЕНАМИ В СРЕДНЕМ 
ФУНКЦИИ |«—5} 


{П редставлено академиком С.Н. Бериштейном) 


В работе изучает`я асимиптотическое поведение наилучшего при- 


ближения функцил |а-х| многочленами в среднем на сегменте 
= 2-1. 


$ 1. Введение 


Благодаря исследованиям С. Н. Бернштейна (см. список литера- 
туры), в настоящее время хорошо известны асимптотические свойства 
наилучшего приблиткения многочленами функции |а—1|, являющейся 
простейшей функцией, имеющей алгебраическую особенность. 

Эта работа посвящена подобным исследованиям наилучшего при- 
ближения функции |4—х! многочленами в среднем. 

Под наилучшим приближением многочленами степени п интегри- 


руемой функции (5) в среднем на сегменте [с, 4] мы подразумеваем 
минимум 
а 


Е, (4; с, Фь = ша \ |1 (8) —Р, (2) |4, (1.1) 


распространенный на всевозможные многочлены 


Р‚„ (1) =а- ах... а,” 


степени п, 


Нетрудно видеть, сделав соответствующую подстановку, что, как 
и в случае обычных равномерных приближений, для любых вещественных 
а, си всегда можно найти такие вещественные числа | и 9, что 


Ев (|а—2 |; с, др =ь Е, (|8—2[; —1; + ь 


и, таким образом, свойства Е, (|а—х |; с, 4), будут известны, если 
известны свойства 


Е (|а-=2р; —1, +1) = В, ([а— 2) (1.2) 


при любых а и $. 
Мы даем асимптотические выражения Ё,„(|4—|)г при любом ве-. 
щественном а и любом вещественном $, для которых Е, (1а—2|‘)“ 


110 С. М. НИКОЛЬСКИЙ 


имеет смысл, иначе говоря, для которых функция |а—х|} интегри- 
руема на сегменте —1<5<1. 

Я хочу остановиться на тех соображениях, которые побудили меня 
выполнить эту работу. 

Можно показать, что известная теорема Бернштейна, выражающая 
на языке наилучших приближений Ё,(]) необходимые и достаточные 
условия для того, чтобы функция (2), вещественная на отрезке 
—1<х<\1, была регулярной в некотором эллипсе, имеющем фокусами 
точки —1, 1, сохраняется без изменения, если в ее формулировке 
обычное наилучшее приближение ЁЕ,„(}) заменить на наилучшее при- 
ближение Л, (/)г в среднем. 

Отсюда следует, подобно тому, как это имеет место в случае равно- 
мерных приближений, что все функции }, отличающиеся от (а—т)* 
(а> 1) на функцию, регулярную внутри эллипса, проходящего через 
точку 2 =ас фокусами —1 и +1, ина нем имеют наилучшее приближе- 
ние Е, (Юг на отрезке (—1, --1), асимптотически равное Ё„(|а—х|),- 

В случае |@|<1 ($ 2—1) функции |а—х| оказываются характер- 
ными представителями некоторых классов неаналитических функций. 
Например, если $ — целое нечетное и }(х) имеет разрывную производ- 
ную порядка $ ограниченной вариации на —1<хт<\1, то асимптоти- 
ческое выражение Ё, (/)т, существенно выражается через константу 

М. = щи “Е (ра 
п->оо 
[см. (34)], эффективно выражаемую в виде некоторого двойного 
интеграла. 

Случай |4 <1, —1<5$< 0 представляет специальный интерес в силу 
того, что он находится вне рамок той области, где можно оперировать 
равномерными приближениями. 

Наряду с приближениями вида (1.2) я рассматриваю также наилуч- 
шие приближения на интервале в среднем с весом г (т) 

+! 
Е, к) (де тт \ | @—=|—Р, (2) г(2) ах, (1.3) 
1 
где функция г(5) удовлетворяет некоторым условиям. 

Случай а>1, которому посвящены $$ 6—10, самый простой. Функ- 
ция (4—2) в этом случае является абсолютно монотонной на интер- 
вале —1<х<1, т.е. имеет всюду сохраняющую на этом интервале 
знак производную любого порядка. Поэтому многочлен Р» (5), осуще- 
ствляющий наилучшее приближение (1.3), на основании теоремы Берн- 
штейна (см. $ 2), в то же самое время интерполирует функцию (а — 2)* 
в нулях многочлена А,.,(х2) степени п-1, наименее уклоняюпегося 
от нуля в смысле 


-=! и 


т \ [4 *--Р, (2) |т (2) ах= \ о и (о. 


 “ т 
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Реледствие этого, применяя теорию вычетов, можно написать 


25$ = 1 (©) (а— 3) 43 
а— —Р,. (5) = . р 
@—2)' Ра) = В" т, 


о „ р ы } 
где С замкнутый контур, содержащий внутри все нули А,,, (4) н 
вне— точку а, и вопрос сводится к асимптотической оценке получен- 
ного интеграла. 
В $$ 6 — 10 даются асимптотические выражения А» ((а —х)”)р при про- 
извольном $ (за исключением, естественно, целого положительного) и 
1 
а—>1-в случаях г(1)==1 иг(5)=(1—4”)?. 
Случай |а|< 1, которому посвящены & 3—5, более трудный. 
В этом случае функция '«—х не является абсолютно монотонной, 
и теорема Бернштейна к ней не применима. Однако эта теорема ока- 
зывается справедливой здесь, так сказать, асимптотически. 
Рассматривая сначала случай веса г (5) =1, которому соответствует 
многочлен 
з1т (м - 2) агс со8 т 
2 ‚ (2) = 


И 1—2? 


Я доказываю, что если точка а определяется равенством 


т 


ее И 


ПЕС, 608 (+ >) 


то многочлен Р„(2), интерполирующий функцию |а—х" ($>-1 
в нулях В,., (2), является асимптотически наилучшим в среднем для 
этой функции. Благодаря этому удается получить асимптотическое 
выражение Е, (|а—х!)х в случае а=аь & затем мы освобождаемся от 
этого ограничения. 

В случае |а|<1 ($5) между наилучшими приближениями в срел- 
нем функции |а—х|° для различных 4 и различных весов г(2) уста- 
навливается весьма простая связь, именно Доказываетея асимптотиче- 


ское равенство 
#41 


Ен, кз) ( [9—2 №). 5 г (а) (1—4?) * В, (|2 (п-> о) 


в предположении, что г (5) > / > 0, г(2) непрерывна при 2 =а и функ- 
| Зы — 
ция (Г(1) 1 ь Я >) интегрируема на (—1, 1). 
А 5 
При переходе от всса г(5)==1 к произвольному весу г(57) суще- 
ственную роль играют две теоремы, аналогичны? соответетвующим 
предложениям С. Н. Бернштейна [см. (), следствие 1 и теорема О 
Первая из них утверждает, что существует последовательность 
пт > к а 
многочленов Р, (2) таких, что для всякого 8 > 0 


Ей 


(а хья \ [ар Р, (ар | Па-е Р-Р, (945 и), 


а [с-х <6 
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в то время как 


И Ца Р, (враз) *=о(Е, (а Ри) (п °), 


|@- ж!>:6 
(15 р< 3) 
а вторая, — что для любого = > 0 и любого многочлена Р, (5), для ко- 
Й 
торого 1», (%)|4х < М, где М — заданная константа, при доста- 
р 
точно больших п имеет место неравенство 


+1 
) [| а-—х“—Р, (2) | 4х > (1—=) Е, ([а—х г. 
=! 
Эти теоремы дают возможность обобщить полученные результаты 
на случай функций, имеющих в ряде точек особенности типа |а— тг. 
Именно, с помощью этих теорем доказывается, что если 


1(2)= У А, —=| ($>—1, —1<а< 1, 
1 
то 


Ел, г(2 (|4 —2|) (по). 


т 
И г(х) (1). ыы а 
Х=1 


Это утверждение является аналогичным соответствующей теореме 
С. Н. Бернштейна (!) и может быть распространено на случай функ- 
ции (5), имеющей счетное число особенностей [см.(?2)]. 


$ 2. Общие теоремы 


В этом параграфе приводится несколько общих теорем и следствий 
из них, на которых базируются дальнейшие рассмотрения. Первые две 
из них являются известными и исходят от Коркина, Золотарева 
и С. Н. Бернштейна. 

Пусть г(х)—- положительная непрерывная и интегрируемая в интер- 
вале —1<х < 1 функция (вес). 

ТЕОРЕМА А [см. (!°), введение]. Существует единственный много- 
член В, (%) степени п, обращающий в минцум интеграл 

т 1 
шт \ "а, 2" ... а, г(г) ат = \ | В, (2) |" (2) 42) (2.1) 
а Е 
при варьи ровании коэффициентами а’. При этом нули В (2) все раз- 
дичны и находятся в интервале —1 << 1. 

Например, при г(5) ==4 


1 $1п (п -Е 4) агс 503 = 
а _з11 (п - 1) агс 50$ х 


2% У! 2 
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1 
В, (х) — п-т 6087 агс 082. 


Пусть Н“ есть класс функций |}, непрерывных на сегменте 
—1 <5<1и удовлетворяющих условию: 

Если многочлен Р„_! (2) совпадает с (2) в п различных точках 
интервала —1<5<1, то разность }(1)—Р„_1 (1) меняет знак в этих 
точках и только в них. 

Например, класс функций, имеющих производную порядка п, не равную 
нулю и сохраняющую знак на интервале—1 < х<1, есть класс Н“”. 

ТЕОРЕМА В (Бернштейна). Если функция 16 Н@, то наилучший 
в среднем на интервале (—1,--1) с весом г(х) многочлен Ру_1 (5) сте- 
пени п—1 — единственный и одновременно является совпадающим с |(т) 
в нулях многочлена ИВ, (5), удовлетворяющего условиям тебремы 1 
[см. (!е), введение]. 

ТЕОРЕМА С. Пусть чес г(х) есть четная функция из >-1. 
Наилучший в среднем с весом г(х) на интервале —1< т < 1 много- 
член степени ниже п для функции |т} (5> —1) определяется: 

при п четиом как многочлен степени п- 2, совпадающий с | |5 в пулях 
определенного в теореме А многочлена В„(т); 

при п нечетном как многочлен степени в—1, совпадающий с |х| 
в нуля Виуи ($7). 

Доказательство. При $ < п четном (целом) теорема очевидна. 
В дальнейшем этот случай исключим из рассмотрения. 

Пусть п — четное; тогда нули А,„(х) очевидно расположены симмет- 
рично относительно х=0. Построим многочлен степени 7” — 1, совпадаю- 
щий с |х{ в этих нулях. Вследствие упомянутой симметрии и четности 
функций |5 и г(5) фактически это будет многочлен Ра_.(2) степени 
п—2 и притом четный. 

Как известно, система функций 


ЕЯ 


удовлетворяет правилу Декарта, в силу которого разность 


© 


2 


2—Р:_.(2)=2—а—а,2'—... — @п-о 5" 


п ы, 
не может иметь на положительной оси Хх больше чем 2 нулей [© учетом 


их кратности. А так как эта разность обращается в нуль в точках, 
где А, (1) =0, то она в этих точках меняет знак и только в них. 
Таким образом, 
ви { |2 | — Ри_› (2)} = Е чт А, (2) = 9 (1), (2.2) 


и так как имеет место равенство 


-4 
\ Я (2) Ры-з т) вл =0 (2.3) 
5 
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для всех многочленов Р„_›(х) степени п—2 [см. (№) стр. 243, след- 
ствие 1], то Р;_.(х) есть наилучший многочлен. 

При п нечетном утверждение теоремы вытекает из того, что вслед- 
ствие четности |5 и г(х) наилучшие многочлены для |х| степеней 
п —1 и п тождественно совпадают. 

Дадим точные выражения для наилучших приближений |5 в сред- 


нем в предположении, что 5$— целое нечетное число при г(1)==1 
1 


и г(2)=(1—2°) ?. 


Случай г(5)==1. Вследствие теоремы С очевидно, что при нечет- 
ном п [см. (2.2) и (2.3])] 


ры 
Еп-3 (25°). = Еп->(| 2) = \ | хз в п агс сока 42| = 
ее 


п 


Я 
| . . : : : с | 
=| \ |608 6 [т 91 тиб 40 —2 | \ (с0з 6)° зп 9 зле з1п я 846 | = 
у 0 1 1 т 1 
ЕЕ 
2—5 5—1 


1 | 
— = | 


ое 
95“ 60$ (21 -- 1)6 з1п 9 з1си зат 1049 = 


0 1-0 
$—1 в 
о 3—1 р 
| РЕ! о х ум а 
т У С; \ (з1т (21- 2) Из 219) зап з1т 78 48 | 
ес я 
и так как 
Г п— 1 
. ог 
\ чт 279 зто з1т 70 = ®_ —— ее (г. 0», 
2^ т 
п. 605 — 
то 
я 
*—1 
5) в 1 
и к м р м 2.4 
=5:! 2. (—0).С;: [а ( (Е = ь о т а} ща 
Е с0$ а с0$ — 


где при /==0 второй член в фигурных скобках надо считать равным нулю. 
ть 
Случай г(х) = (1—2) *. Вследствие теоремы С и равенств (2.2) 
и (2.3), при п четном 
1 
Иы 1$ с? < ь а ^* 
и : й ев д | 3101 с0$ п агс с0$ 2 4х 
Ваал" (| Р)ь = Виа ее р | | вто наго ие 


Ут 2? 


т 


=2 | \ (050) 15 с08 20 40 — 
} о 


—1 р ! 
| со (21-Е 1) 9 зол с08 п8 49 = 
0} | 
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5—1 
Ве $—1 3 
м Е 1 1 | во 
о У (—0 С; Уя| (211) * я й (9.5) 
11=0 т | 


Примечание. Функция |а—х при а> 1 очевидно имеет произ- 
водную любого порядка, сохраняющую знак на интервале—1 << 1. 


Поэтому эта функция принадлежит к классу Н“”, каково бы ни было 
п, и к ней применима теорема В. 


$ 3. Асимпготичеекое выражение Л, (|@—х г) 
в елучае |а|<1 


ТЕОРЕМА 1. Если той (исключая $ четное), то пмеет 
место асимптотическое равенство 
&1 


М, (1— 4?) 


. а ) пл 
О а +0(ил)= 


5-1 


Е Ен (| 19-Е О (п), (3.1) 


со 


в 1 
а ац 
08| \ = аг 
Ц | со А (с? ый 2) (ее Ч) е\ч) ) 
со 


справедливое равномерно относительно а из сегмента а < 1, где ч— 
произвольное число, удовлетворяющее не равенству 09 < 1< 1. 
При $=1,3,5,... нечетном целом 


ДИ == 


М, = о и —. ;. (3.2) 


'Георема 1 является следствием следующей леммы. 
ЛЕММА 1. Пусть Р‚_, (1)— многочлен степени п—9, совпадающий 


( дзе = 1 п—1) иногонлена 
с функцией |а—х| в нулях 1, =с0 = (#=1,..., уногоч. 


‚ зи п агс со; х о 
В 2) = ^ Е. (5.5) 
п-1 ( ) уе рр 


1 ыы 7 › й 2 
степени п—1 и пусть = со (1+5 = (1<1<м—1), еде 1|— целое 


число. Тогда имеет место асимптотаическое равенство 


--4 
№ ты Г (штн 
Ва (| @=2®г.= \ 1а—2'—Р, , (1)! 4% - О ия з)= га 
1 
ых. 
— Мы 1— а?) В у пи ты 
=== =. т НЕА _п8* з) (3.4) 


1. 
1 т | и | 
При а = с0$ (1 +) и (/ — целое) теорема 1 содержится в лемме. 


равномерно относительно а, удовлетворяющих ие равенству |4! == 
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Покажем, что из леммы 1 следует теорема 1 также и при произ- 
вольном а. В самом деле, пусть 


(3.5) 


08 (4-5 5) тр < а< а" =603 
Очевидно, 


а“-а=0(.,). (3.6) 


Подберем число А >> | так, чтобы точка а делила отрезок (—1, К) 
в том же отношении, в каком точка 4’ делит отрезок (— 1, 1): 


(Ла): Аа) =(1- а’): (1—@“’); 
тогда 
ОЕ (3.7) 


Пусть, далее. 


1 А 14а 
ыАй ху ПЕН 


-<— 1+“ @>0) (3.8) 


п 


— отношение длин этих отрезков. Точка ва делит отрезок (— в, вА) 
(длины 2) в отношении (1 а’): (1— а’) и, таким образом, три точки 
—в, ра, в с помощью сдвига переходят соответственно в точки — 1, 
ОЬ 

Отсюда, обозначая через Ё„(}; а, 6). наилучшее приближение в 
среднем функции } на сегменте [а, 6], получим такую цепь соотноше- 
ний: 


Ра ,=Е,(|а—2;-—1 ь < < Е, (4—2 —1, Юг = 


ъ е В. ра вх |5; 1, К)т, = с. в ( [ва — у; —в, в) г. = 
5-1 


ей о. 


Рассуждая аналогично, будем иметь 
5+1 


(оо Но вн ) (3.10) 


718+1 


И 
я, следовательно, принимая во внимание, что а’ — "=0 (+ ‚ полу- 


чим равенство (3.1) для произвольного а. 

Примечание 1. Проследив полученную цепь соотношений (3.9) 
в обратном порядке, легко установить, что если для многочлена Р, (5) 
имеет место 


$1 


и —2-— 2) = ТО =), 


1 


КЗ 


то для многочлена 


Р-Р, (ва аа) (а-а=0(%)) (3.14) 
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справедливо аналогичное равенство 


М, (&— а? шп 
Па-="— а ЕО г 
Е 
Примечание 2. То обстоятельство, что равенство 
че 
по а биа-о [2 
7п-2 1 @—2°) т, = | ее. п-?2 2) | х-- 78+? 
=1 
. 1 м 
доказывается нами при специальном значении @=00$ (1+5), 
является существенным. Можно было бы показать, что при произволь- 
ном а оно перестает быть верным. 
Примечание 3. Справедливо следующее равенство: 


М. = Г(5+1)+0(Г(5)) @6>%. (3.12) 
Доказательство. Из очевидного неравенства 


оо 
еч оиЧеч с (еп ем) >” =>), 


а также неравенс тва 


[© =) со  <о 
^ и3+1е`3и р и.3*1 е_ 3% 
\ созе]| \ > гаи 4е < \ о ди 45 -- 
0 К оо 
о со р [®$ [22 52. 
г \ ( А Е \ и^-1е- Зи ди = \ ие ии, == 
| и? -- 1? -: я = 
пб 0 й 0 
ГС Г ($+ 2) Л 
ОО =0(7 (9) 
получим 
8 м С ии 
ИИА | 5 ® == 
о жы \ т \ (ем) 9 
о 0 
ве со 
т И Че чан Г = 
еде $7 Е: $ 
(1 оовю Ми 42-04 (9) = 
0 о 
т со ео й 
8 | ди ИВМ О(Г($». 3.43 
= ов] ( ич У ыракраь и + (Г (5) (3.13) 
0 0 #0 


Покажем теперь справедливость равенства 


со 
| 
Е НИ (=) (01, (3.14) 
— и (кк +2)  2и И. 
^=0 
имеющего место равномерно относительно # из сегмента О<ё<лт. 
г 
В самом деле, функция #(5) = [и "+ (#-+20:] при любом и >0и из 
сегмента [0, я] монотонно убывает; отсюда, принимая во внимание, что 


дня - 0 
ый 
7 @)=< 1 (0) = ны, 
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> 1 С 4 ее 
ее Пет ини +0 (в) = 
в 0 


1 | . 1 О И мо 
т О о +0 (2) 


24 


| 
| 


равномерно относительно {, так как 


| | т С 
Гаго 65 | < атс м. 
1 


“ 
где с — константа. 
Таким и. в силу я 


\ ине-но (2 =.) Чи 
о 


из (3.13) и (3.14) следует 


ие Чан — © 5) 


и 
С 


. 8 


8 
М,=— \ |608 Ё| ЧЁ - 
т) 
о 
и равенство (3.12) доказано. 
Равенство (3.2) можно получить как следствие из (2.4) и (3.1). 
Заметим для этого, что в Ра 


1 


ихе- чи О (Г ($) =“ ГОГ 6) 


> —.8 


АЕ 
Е, (12 в) = 4, — та, ИЕ 
— 1 “) 
но стешеням — ‚, веледотвие (3.1) 
# 
ЕЕ зь 5, 
и, таким образом, 
и ат М; , 
Е: Е — =. ПН И со). 


Но, с другой стороны, это разложение можно фактически осуществить, 
воспользовавшись формулой (2.4) и приняв во внимание, что 


р: 0 В 
Е 


В результате получим (5 — нечетное целое 
рез) \ 1 


5-1 

2 8-1 
М; а; ет | \ р ве № } у = 4 \5 5 
пи = а +0" а (=) 5] 


и так как 


3-1 
Ус" [7-1 8] == (+1), 
1-0 
то 
$ со (—1 
п в=Г ($ о Е. 
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$ 4. Доказательетво леммы 1 


Рассмотрим функцию комплексного переменного 3 


1 (8) = (2—4), (4.1) 
где 
о при 5$ нецелом (4.2) 
и 
№ = 2). = — ш (=—а) при $ нечетном целом. (4.3) 


Если функцию }(2) рассматривать в связной области плоскости 2, 
не содержащей 2=а, в предположении, что (2—4) вещественно для 
вещественных 5 >аи что ш1=0, то легко убедиться в справедливости 
равенства 


Ве; (2) =|а—2} ($-— не есть четное число), (4.4) 


где х вещественно, а Ве { обозначает вещественную часть {. 

Пользуясь этим *, проинтериолируем функцию } (2) при помощи (ком- 
илексного) многочлена Р;_5(2) степени и—2 и тогда его вещественная 
часть Р, ‚(2) (при 2 вещественном) автоматически будет интерполиро- 
вать в тех же узлах интерполяции функцию | а—х |*. 
Будем предполагать, что 


а= 608 (1+) = 0052 О<=а<м <) (4.5) 


где [ — некоторое целое число, удовлетворяющее неравенству 1<1<п—1. 
Построим в плоскости &=х--1у гиперболу 


те = т И 


и обозначим через Г ее часть (полуветвь), выходящую из точки 2=а 
п идущую для д > 0, у> 0 в бесконечность. Точки 2ЕГ определяются 


равенствами 
= = 003 (#— 8) =а668--5У1—а*з3№8 (0<8оо). (4.6) 


Пусть С есть область плоскости 2, ограниченная контуром С, состоя- 
щим из: 

1) двух бесконечно близких к Г и идущих с обеих сторон от Г 
кривых Г, и ТГ,; 


* Этот прием я почерпнул из работы И. И. Ибратимсва (?), в которой изучается 
равномерное наилучшее приблг жение х | 2 |*. 
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2) окружности й бесконечно малого радиуса с центром в точке а; 

3) окружности ИН бесконечно большого радиуса с центром в точке 
и 

Тогда, если Р»_2(2) есть многочлен степени п—2, совпадающий 
с } (2) в нулях А,_, (2), то, вследствие регулярности ] (2) в С, получим, 
пользуясь теорией вычетов, 


. п \ 1 (2) аз з 
)=!(т)— Ря_5 (<) = —" == - - И 2. 4 
ф. ( ) # (2) п 2 ( ) кр Ей. ( С / ( } 
С 
Так как асимптота кривой Г расположена под углом а к положи- 
тельной оси 2, то, в силу сделанных предположений, при вычислении 
1(=) надо считать, что аргумент ® числа 2—а, где 2—точка нижнего 


т 
края Г, изменяется в пределах х “в <--. Поэтому при.5 нецелом 


я. в |2 —а [56° нижний край Г, 7 
9={ ь | 2— а |5е*®-2т)5 верхний край Г, 9. 
и при $ целом (нечетном) 
[+= (ш | 2—а|-- ) ] |2 — а [© нижний край Г, 
1(8) =1 


25 ы : ее. 
([ —=— (аи [ЕЕ (®— 2) | |2 — а |°е° верхний край Г. 


Заметим еще, что имеет место равенство ($ нецелое) 


из 
. 3 =$ . . 
в (е- 2" —1) е2` = — 4 вт : 


Таким образом, если принять во внимание, что интеграл (4.7), взя- 


тый по окружностям Ри Н, в пределе обращается в нуль, то при 
любом рассматриваемом $ 


Ф. (2) = 


2Аи (1) 15 [2—2 м (=-2): тр 
® Я ) \ тт Е (2) _ , (4.10) 


где 2 пробегает кривую Г ота до со. 
Положим еще 


== (О) (4.11) 
Так как 


д—а==а (свв — 1) Е У1 — а* 318, 
2—1 =а68—#-+-:У 1 — а 318, 
45 = в з11 (х — #3) аВ, 
1 (% — #3) =зшасВ В — 160$ & ЗВ В, 
311 (& — #83) = 11" а СЪ? В — с03* а ЗВ? В — 21 11 а с0з а В ВеВ В, 


Вит ее. (&—) _ 1 [(1+5) ое ] 


и сп тв 
эт (а—12) — я1ш (2—8) р О! 


510 (а—#2 ' 
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то 
со ыо 2(- 5) 
1и=(—1)1 2% \ 42а? (1—сВ 8) + 58? Ва сп 8—2 У! — а? 58 8) Ф (а,8)е 2/48 
= ) [а (спВ— 2)? -| (1— а?) зВ? В] сп ив , 
где 


Ф (%, В) = т? я сВ? В — 003* язв? В— #2 511 9 с03 аз ВоВ 8. 


После подстановки 


ас 
Ве (5, 
получим 
| я об Г й 2 тыл :(>-2) 
т р Ч (с, а) [а (с -- 1) —29&— У 1—2? (0*—1)] е 27 ас 
=: а { [< (< 1) — 2ст]? +- (1 — а?) (с —1)*} в+8 ("а ”) ' 
где 


Ч (с, а) = {(5*—1)* — 44 о (в — 1)*}2{(1 — а?) (3*- 1)* {а (3*—1)*— 
= Кв 2 (64 —1)}. 
Полагая, далее, 


в=14-—, 


п 
будем иметь 


о ©) 
* $ (—1) в (м) у(х, и и) е 
ПЕНЬ \ Е — Чи, (4.12) 
где функции, стоящие под знаком интеграла, определяются нижесле- 
дующими равенствами. При этом в них (и в дальнейшем) р(и) обозначает 
некоторую функцию, вообще говоря, комплексную и зависящую от 
а, и п, определенную на положительной оси и не превышающую по 
модулю некоторый многочлен 4(и) для О<а<1л< Др — 1. 
п=1, 2,... Многочлен 4 (и) зависит только от и. 


в (и) = { [аи] 4 и мы 


= 4(1—а*) +4 (1—4) +5 | = 2° (1 — а’) (АР 


мо 
Мо 


и так как р(и) здесь положительно, то при любом 5 


5 
ао 


Е ыв 
а ное" основ 


та 


следовательно, 
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в (и) = 2^ (1 —а* О 


у(2, и =а и +! | ие 


2—8) (1+1) -Е7 Е 
оао че] 
— а Уи [ (4+1) 1 | =«а-®+а-@т- 
о. 


пб ое" 
Вим) = {а (1+#). а. 


+а —2 [ (1+1) —1 | =4@-2): (1+1) + 


С. РЕ ТС 
+44 ак) [1 а 4 (1— 92) п? ] 


что влечет 
р (и) 


р РЕЯ 
«В: = (4.13) 
> (4) А | в-э+а-ая т 


(принять во внимание, что |1—а5|>1—а>1—1> 0); 
1 1 о. (4.14) 


| › 


Е (и). их и а ГД) 
м, 


9 = агя (2—@) = агс\ 6 (ел<8< о), 


ЗН: 2п т 
= т =62х ‚ 
и 
о—Т=-э-+0 (в атом НВ  ), 
ве 2) _ 45 и? Е 
21а [О Г (4.15) 


равномерно относительно а из сегмента О<а<1< 1. 


ты (ах Ва [8а—4>) (а—=)- 


Ча | +", (4.16) 


где р, (и) — вещественная и р(и)— комплексная функции, по модулю не 


2 (а, ША (и) = 


превышающие некоторого многочлена. 
д от $ |. а 
Ве {29 (х, и) ^. (и) г :) = У1—а* {2 (а*— 2+ 1) а(а—х)зи + 
в Иа” {2 (1 —а*)  4а (а—х) {+ а(а— х) зи - в = 


[ааа а - 2) ру ] 
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и так как функции &, в, 1, С вещественны, то 


1, (2) = Ве Г; = 46% (2) 469 (2) + 42 (2), (4.17) 
где 
ее 9 у 
р") (®)= 4 (1 . (= \ из *14и 
8 [@- аа} ра 
у” ›(х 1) = —_ \- и+1р (и) 4и р (4.18) 
8 {анала и} 1 
и Ж ее и? *1р (и) ди 
"В {анал а р 


При этом в формуле (4.18) р(и) обозначает вещественную функцию, 
по абсолютпой величине не превышающую на вещественной оси. неко- 
торый многочлен (не зависящий от а, пит). 

Из наших рассуждений следует, что если Р,„_, (5) есть многочлен сте- 
пени п— 2, интерполирующий функцию | а—х | (е=ооз &—=60$ (2 >) =) 

| 
в нулях А,_, (2), то 


п5 
зла — 


|а-—1,—Р‚ (1) = — 


Вл, (2) 1, (1) (4.19) 


и, следовательно, 


=: ваш 9 я 
\ |428 — РР, (2)|[4=- Е \ | зп 90Г, (соз 0) | 40 = 
= 4 В 0 
яп = 
Е \ | с0зп (0 —«) Г, (соз 8) | 40. (4.20) 
[1 


Для сокращения дальнейших выкладок рассмотрим интеграл 


Бе А Ва, (620 
| [а-ча-ад | я (и) 


где р, (и)— определенно выбранная функция, не превышающая много- 


член. 
Интегралы, стоящие. в правых частях равенств (4.18), являются 


с точностью до множителя вида сп частными случаями 5, (5) соответ- 
ственно: первый при А=1, В =0, р, (и) =1, второй при А=0, В=1 
и третий при В =0. 

Покажем, прежде всего, что при х = с036 


а— 2+0) зива еб} 


1 ый (4.22) 


равномерно относительно 9 и «, принадлежащих к интервалам 90% 0 << 
В ® 
"=. >а> а, =агс сов7 >>0 и остальных переменных и и п. 


& Извесрия АН, серия математическая № 2 
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В самом деле, для рассматриваемых & и 0 справедливо неравенство 


ео - 
608 а—с050| _ 2 2 2 . да о 
Е = = 8 ь >-ивт=й> 0. 


Поэтому в формуле 
(ат) ==? а (6—0)? [4 (6—2) $(6)], 


где $ (9) — некоторая ограниченная функция, выражение, стоящее в квад- 
ратных скобках, будет превышать для О<0<т, &, «а <> неко- 


торую положительную константу К, . 
Отсюда, принимая во внимание, что 1— ах > 0, будем иметь 


1 1 


У 
(а—2)+(1—42) 5 вто (0 —а) + (1 02) №5 


810 а| 0 —а | (0) | ее с<| 0 —а| нк (4.23) 
$102 а (0 — а)? А, [ пшва (0 ао) вс 811? а (9 —а)* 1 (1—2) -5 


Далее, имея в виду, что 
1—ах>ь>0, 1—в5=1—в*-а(а—2) =? (0—2), (6), 

где $, (9) ограниченная функция, получим 
а 1 


Е 2 ми 2 21 
810? а (0 —а) +(@—а=) =; $1102 а [@—) — 


= 


|0 —а1 14 (6915 


< с |0—а«| 

2 2 . 

казана [ (6—4) + 1 | вава | 6—а+и, | 
Теперь равенство (4.22) есть непосредственное следствие нера- 

венств (4.23) и (4.24). 


Следовательно, равенство (4.21) после подстановки х=00$6, учиты- 
вая, что а—5-=008 & — с08 0 =0 (0—0), можно записать так: 


(4.24) 


со 


А+О(9—« 8+1 
бл (вов 0) = 2909 \ и (4.25) 
ен 10 
ЛЕММА 2. Пусть 
со » а 
ив >06, 0<а я). 
0 (0 — а)? я 
Тогда имеют место неравенства 
т 
а \ | сов п (9—2) |, (6) <К (п=1,2,...), (4.26) 
0 
т 
\ Иов (9—в) |1 0—а 1%, (8) 48 < 19л, (4.27) 
0 


где К —константа, не зависящая от п. 
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Справедливость леммы, очевидно, сохраняется, если в ней и^ заме- 
нить произвольным многочленом, не имеющим свободного члена. 
Доказательство. Сделаем подстановку п (6—4) =; тогда 


п (п-а) со со со ч 
ъ и^е` “аи 
На = \ ооо т 46 < 2 | [оовь | ее др, 
— па 0 0 0 


Внутренний интеграл существует для всякого © > 0, так как суще- 
ствует интеграл 


иле-ч4и = Г (А- 1). 


> —58 


Чтобы убедиться в существовании интеграла по переменной о, пред- 
ставим его в виде суммы 


Ни = 804+ 80, 
где 
+ Й 
= = \ |совъ|{ + \ Е: \ Е. 45 + Г (А+ 1) = 
т т 


ее 4% | 
1 0 


1 


1 
г р 
ОР 
0 0 


42 -|- и? 


^-241) =С о 


>. —З|- 


= со ( д а-- 
0 


Отсюда 


1 
и - ит. 
0 
при ^>^, >0 и существование интеграла доказано. Кстати, мы полу- 
чили неравенство 


со со 


(ооо я паи ь < СРО.) (4.28) 
0 


0 


где С не зависит от ^> ^, > 0. 
1$ 
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Далее, имеем 


т п(т-а) со 
1 А =) 
|} Иеови (6—а) |10—а]%, (6) 40 ==. \ песне Чери < 
О —па 
1 па п (п-а) 
1 3 4 4 
<= ечго+о(]т+ | 1)}< 
в 


<= + с, ш вх + с, шп (®—а)) < = 


что дает (4.27). 
Продолжая доказательство теоремы, заметим, что из неравенства 


= 


которое имеет место во всяком случае при О<п< Ил, для функции 


п (а) = (4+) +(4+%)” 


си” 
—- @ Е 


вытекает 
ее) 

1 п те“ 1 —- — 
ПО в (1+ = о нк в] 
СИ о и \-2т т Сзи? 1 
ее (АНК) ее 

и, таким образом, 
Р (и) 
а п — 
и ЕЕ (0<и< У”) (4.29) 


Из (4.25) следует при о< < = 


5, (соз 6) = +0(2-”). (4.30) 


нева ар о 


а Фа! 166 


В самом деле, пусть 4. (и) — многочлен степени г с положительными 
коэффициентами такой, что |р. (и) | < 4, (и). Тогда, если й > г-+$+2, то 


со 


и*14 , (и) аи 


ево 


\ и 1 р, (и) и 
м [бои | 1 


ЕЕ | о 
п-2 
< \ — ци 4 = д (0<^<+), (4.34) 
0 


если п достаточно велико. 
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Далее, из (4.29) следует 
А+0 (0 — в) ` Еф (: и Е, 
яя [в-оти т (е*е“*) 
оо 8+ го 
ве со аи 
нА > 
. Г] [о-он} (еие\) 


Применяя лемму 2, получим 


51 (соз 0) = 


+0(2-”) = 


о, (4.32) 


(вт \ Е. Е Че, (0), (4.33) 
[оне енг 
где =„ (0) удовлетворяет неравенству 
т 
\ | с0$ п (0 — «) ев (8) | 40 < Сп. (4.34) 


0 
Таким образом, из обозначений (4.18) и (4.24), в силу (4.33) и (4.34), 
следует, что 


$1 
о (соз 9) сь А ЕЕ (-- 1)7 из *1 ди, = = (9), (4.35) 
ь [бронь ее 
| сои (8 — а) е (6) 146 < 11”, 
т 
| | с0з п (9 — а) 4 (сов 6) | 46 < бп”, (4.36) 
0 
о 1 е и +1 р (и) аи 8 
(соз 0) = не: с? \ г - =» (6), 


оон} ме 


п 
| псов (9 — идей (6) [48 < бл, 
0 


откуда, по лемме, 


п 


\ | 0$ ® (8 — =) 4” (соз 0) | 40 < — | (4.37) 
0 
Следовательно, из (4.17) и (4.20) будем иметь 
+4 
На = р, (2)14== 
—й 
эн ея т т 
С Я 3+1 и 40 1 
аи * : \ | 08 п (8 — а) | | “ т +0("")- 
3 О О 
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ие а 155 п(п-а) со 
_ аа) * 2 | в5| \ и +1 фи 4% 0 шп 
1+1 [= о (92 и?) (ее) -- 18+ 
— па 0 
Е 
8 (1— а?) ? та о 


2 1 из +1 ди 4% тп 
- ны} ров] \ ое +0 (18) (4.38) 
0 
и мы доказали второе равенство (3.4) леммы 1. 
Нам осталось доказать первое равенство (3.4). Для этого заметим, 
что, в силу (4.17) и (4.18), можно написать 


|2—а"—Р,-+ (2) =, (2) + Вл (2), (4.39) 
где 
ыы у 
и, (2) = — Пре) № 69 | 
и. р (4.40) 
В. (2) = — И, (2) [9 +] 
и притом, вследствие а и (4.37) 
+1 
выде о (№7). (4.41) 


Из первого равенства (4.18) видно, что 1 (5) сохраняет знак для 
—1<5<1 и, следовательно, «„(х) меняет знак только в нулях А„_, (5): 
мрт а, (7) = зп зщ И агс с03 Хх. (4.42) 
Но 

+1 
\ 2 101 310 п агс с0з 24х=0 (=0,1,..., п 2), (4.43) 
—4 
откуда [см. (3), стр. 243, следствие 1] 
+! 
а (2) 142 = В, (а—2"--Рь-+ (2) — Вл (2). = 


— 


= Е. (а-2ь-О (т); (4.44) 
с другой стороны, 
+1 ся 
оне | вр, „(@)4=+0 (№1). — 4.8) 
-1 -{ 


Таким образом, 
1 


‹ 
Е (а-еРь= \ [|2 р, @) [4240 (№5) 4.46) 
—1 


и лемма 1 полностью доказана. 
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$ 5. Дальнейшие обобщения теоремы 1 


В этом параграфе теорема 1 обобщается по двум направлениям. 
С одной стороны, она доказывается для наилучших приближений функ- 
ции |@—1| в среднем с весом г(5), подчиняющимся некоторым усло- 
виям, а с другой, дается асимптотическое выражение Е, (2) (Т)т. дл 
функции } более общего вида, —имеющей особенности типа |а-хЁв ко- 
нечном числе точек интервала (—1, 1) *. 

Теоремы 2, Зи 4 аналогичны соответствующим теоремам С. Н. Берн- 
штейна [см. (©)], причем теоремы Зи 4 аналогичны не только по форму- 
лировке, но и по методу доказательства. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть $5>—1, —1<а<14. Существует последова- 
тельность многочленов Р„_,(2) (п=2, 3, ...), обладающих следующим 
свойством: 

Каково бы ни было 8 >0, имеет место асимптотическое равенство 

а-+8 
Ви [аа | [а—2"-—Р,.(2)14= (>). = (54) 


а—5 


Пра этом, если 1<р<3, то 


банера} (5) 


| т-а|>8 


==0 (Е ( 


а—2[):) (п-> оо). (5.2) 


т м ` 
Доказательство. При а=00 (1+5) * этим свойством обла- 


дает интерполяционный многочлен Р,_, (12), фигурирующий в лемме 1 
{$ 3). Действительно, в этом случае, если |а—5{#>8, то выражение, 
стоящее в фигурных скобках правых частей (4.18), ограничено снизу 
числом 02°, а потому 


со 


< 2 ити (и) и па = (1+% "+ (1+5) ", 6.3) 
0 


т (и) 


где р(и)—функция, по абсолютной величине не превышающая много- 
член. Но, в силу (4.29), 


Ул ЖЕ . 
|\ 7 т : 


со 


Ут 
<|\ и ея ра (и 1-м < и" 
0 | 


е* = е и 


и, в силу (4.31), 


| шир (и) аи | _ | о < т (0<^<), (5.5) 
у 7 (и) уз (1+) 
следовательно, 


Не (2) | <э5, (5.6) 


, 8 
* Обобщение на бесконечное (счетное) число точек [см. (3)]. 
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откуда, если принять во внимание, что [см. (4.19)] 


1—2“ —Р„-, (2) |= 


следует 


Пи = э1 пт ты (=) |, В, (©0080) = г т (5.2) 


100 ' 


— 


( \ [=-а"—Р, ‚(2) Ра) <, \ 18. @) Раз < 


о У а|<5 
С $11 пб |2 
= а ие | 1 300 |-" р-1 26)”. (5.8) 
Но 
т п 
к то > 
| $10 20 |2 с | 310 78 |Р \ |311 пб 
| ере 48 р ) т РО — 
. 0 
т 
> 
=” \ Е 4и, (5.9) 
0 
( [511 м]. а о а 
п | Е (@и < бо. (20 р >), 
0 
[51 ее 
а _ - „т (5.10) 
0 $11 и |2 аи О (т п), р= ол 
ее ра-[20 
|2 И От с р<2, 


что влечет (5.2), и так как Р,„_. (5) удовлетворяет условию леммы 1, 
то из равенства (5.2) при р=1 следует (5.1). 
Если теперь а--произвольное фиксированное число (|а| < 1), то под- 


> 1 п 
бираем ближайшую к а точку а’ = с0$ а — (а’<а) и тогда много- 
е 2 78 


член Р*_,(5х), определяемый равенством (3.14) (см. $ 3, примечание 1), 
будет обладать нужным свойством. 

ЛЕММА 3. Пусть 0 <1<1. Существуют константы С и у такие, 
что при 


Оп, ОАО, [ат (5.44) 
СГ (5+5) |7 
Ри (|а—<|*)г = ЕЕ (5.12) 


Доказательство. Достаточно убедиться в справедливости (5.2) 
9 = 
при а=с0$ ( 1-Е = =, где {— целое число. Отсюда будет следовать 


(5.12) при произвольном а. Действительно, если а— произвольное число, 
для которого О<а< 1, то подберем в качестве а’ самое большее число 


4 
вида с03 (1+5)*, не превышающее а. Рассуждая, как в. 83 
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[ем. (3.7) — (3.9)], получим, вследствие (5.14), 
1 $ 
ль (1—2) < ука Ен (1а’—2 |9, < (4+) Е, (14' 21, < 
п^ у: 
<(1+=) Ч Ел» (|а —41*), < С.Е, ([а’—==|%., 


где С,—константа. Далее, `для 0< а|<л 
1 
о а 


о 
а 
где С, — константа. 


Из полученных двух неравенств и из того, что неравенство (5.4) 
верно при а=а’, вытекает справедливость (5.4) для любого а с |а|<л 
(с другой константой С). 


Итак, пусть а= с03 (1+%)=. Обратимся к формулам (4.12)— 
(4.15). Среди функций, находящихся под знаком интеграла в (4.12), 


$ 


из 
((>—"), 
только р (и), (и) ие 7’ зависят от $. При этом в (и), как видно 
из ее определения, удовлетворяет неравенству 


з 
0% А о АА ПЫ и \$ 
< (А =, (2+) 


и, следовательно, 
а Е + аа 


5+2 Не 
Мы 


Формулу (4.6) можно еще записать так: 
2 (2, и) (и) =". р, (и) + гр, (в), 


где р, (и) и р, (и) — вещественные функции, не превышающие (равно- 
мерно относительно 2) по абсолютной величине некоторые многочле- 


ны *. В таком случае 


в 
Е(и) | < 


$ 


Н (и) = Ве {2 (х, и) ^ (и) ом | 
= =! (и) соз («—>) $ — р» (и) п (. =) $. (5.13) 


и так как 
[в («—1 | < <|°—* ов 

где С — константа, не зависящая от $, то 
Н (и) =; (р (и) р (и). 


* В наших рассуждениях р, ру, рз, ... не обязательно обозначают раз навсегда 
определенные функции. 
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Если принять во внимание, что функции в, &, 1, $ вещественны, то 
`из (4.12), вследствие сделанных замечаний, будет следовать неравенство 


ны МЫ 
в (и ей” (2, и) А (и)е 
Во аня Теа о 


[1,9 |= 1Ве 15 (2) < зн 


0 
пр (41 (и) 513 = ди 
а—2)*+ (1—а2) > и} ть 


< 


где С—константа, а 4, и 49, —многочлены с положительными коэффи- 
циентами, не зависящие от а, пи $ (|а|<\1, $ > 0). 

Далее, полагая 1 =с030, а=с0зх и имея в виду, что 0<9, «т, 
& > агссоз1, получим 


|1. (со 6) | < [ем. (4.22)] < 5% ше (41 (д Е за (и) 1) 


Гео} т (и) 


Ут 
841 с , : е-ч ди 
< (см. [4.29)] < 5 481 (41 (и) - 542 («)) Е: 
; в = ( ВЫ 


со 
с и**1 (4, 542) аи 
О Ы у к 
где С, —константа, а 4, и 4, — некоторые многочлены с положитель- 
ными коэффициентами. 
Но, предполагая, что 4, и 4, имеют степень не выше г, получим 


со 


"№9 *1 (ЧЕ 592) аи с и *1 (41 (№) - 549» (и) аи 
Гаске т ) и ^\п ы 
Уз | | Тя / 9 (и) Уи (1==) 


— пз+2 \ 97а [41 (0) - 543 (п%)] у олячан ©%*т [41 (©) + 542 (%)] ас < 


(5) (ао) 


5 ыы 


о 
п = 


ме )- $92 > ВА > 
< пз+?1 нь < С, а) ие \ 


—— Ж 
> 


Е 
п * 


С, (1 + 5) п8+2+т (0 (1 + 5) ни 


ежи: 8—2 = 
РР ®— 8—2 ва) 
НИ Х опХ пп 
< С,2* у := 02 и ЕО (5.14) 


Из (5.5) и (5.6) следует 


[2 (608 6) < 56 и г) 
0 Е 


и на основании (4.20) и (4.28), обозначая через А наибольший коэф- 
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фициент многочленов 4, и 4,, получим 


|5 
Ев» (|а—х|°).< 


[с08 п (8— <) Г, (соз 8) | 48 < 


>—а 


С, 


с, [5 | 


\ [08 5] \ - сн 0) тж 45--Г ($) < 


а 


С. т СГ $ - у) 
<— (4+9) (+9 АСГ($+г+2)+Г(5)) < — 
где у=г-- 2. Этим лемма доказана. 
Введем в рассмотрение величину 
а 


Е» (1; с, 4; М) ши \ |7(2) — Р, (@) [42 


ое 


18+1 22 


где —1<с<4<1 и минимум распространен на всевозможные мно- 
гочлены Р, степени п, для которых имеет место 


+1 
\ |Р‚ (2) |4&< М, (5.15) 


— 
где М — заданная константа. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть $>—1, —41<а<1, 8>0, =>0, М>оО. 
Справедливо неравенство 


Е, (|4а—х|$; а—8, а--5; М)г. > (1—=) Е, ([4—х| 3) (5.16) 


при п>п,, где п, достаточно велико. 
Доказательство. Пусть 


а = 1 (те о (5.17) 
ВОВ о. Оо. 


Вследствие неравенства (5.12) и вытекающего из теоремы 1 [см. (3.4)] 
неравенства 


Е. (14—29. > а (С>0, (5.18) 
для #=1,2,..., [ справедливо 


Е, (14—< |+?) < Я; (8-5 У) О 0 Е, (|4а—5|*)ь. (5.19) 


п 


при любом п, где ^,—константа, зависящая от $5. 
Отсюда наилучшее приближение |а—х|° в среднем с весом 49 (5) 
[см. (1.3)] удовлетворяет неравенствам 


Етп, а) (|а—=|)*г.> 6 т (4 (2) |а— |) г.> 


# ($-РУ) -.. ВРУ 1 
>Е = (|а—#|°)6 [1—, Ус п 
в 
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5 5у—1-+ 21\2]1 1 
> вы (аа в [1 [1+ (ЕЕ Рт ) ] +} > 
> (1— ви) Ев (14—29. > (1— ва) Е, (|а—2 5)» (5.20) 
ГДееи и = ->0 при п-><о. (Последнее неравенство в этой цепи 
следует из существования ит п°+1Ё, (|а—2]5)г и из того, что п А т.) 


пс 
Далее, для многочленов Р, (2), удовлетворяющих неравенству (5.15), 
имеет место 


\ +\ а (в ||, (ав < С [1 (чт), ] = (мы). 6.24) 


Если теперь Р* (5) есть многочлен, удовлетворяющий (5.15), наи- 
лучший в среднем для |х—а|$ в интервале |х—а| < 8, то, имея в виду, 
что 4(2)<1, получим 


Е, (|а—215; с, Мх= \ Па -—Р:(2) 42 > 


1%—а|<$8 
1 

> { 12-@"-Р; (99 0) 42 = \ |а—2|*—Р; (2) 19 @) 42+ 
]5- а] <5 —1 


+0 (==) > Еьщо ао (ет) > (=) Е, (а- 21 6.22) 
(=„—>0 при п—> ©) 


и теорема доказана. 
Введем теперь в рассмотрение вес г(х). При этом пусть функция 
г (т) удовлетворяет следующим условиям: 
1) г(%х) >^>0 для —1<х<1; 


3 
2) существует такое число 9 > -., что 


+1 3. 
( |" (2) 19 42 = М< <; 
я 


3) функция г(х) непрерывна в точке х=а. 
Определим наилучшее приближение функции / (5) в среднем с весом 
т (2) как минимум 


4 
Етн (Фь= шип \ |1(2) — Р» (2) |" (2) 4, (5.23) 
№ 1 


распространенный на всевозможные многочлены Р, степени п. При 
т (=) =1 мы сохраним прежнее обозначение 


Е (Ре = Е (Л). 
Введем в рассмотрение величину 


а 
Еп,т(х) (7; с, @; о \ 11(2)—Р, (5) | (Фи, (5.24) 


Ен С, 4; М)т.= Ев (% С, а; М)г, 
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где минимум распространен на всевозможные многочлены Р; степени 


п, для которых имеет место неравенство 
+4 
\ |Р, (2) |г (2) 4х < М, (5.25) 
ее 
где М — заданная константа. 
Справедливы следующие теоремы, которые можно рассматривать 
как обобщения теорем 1, 2, 3. 
ТЕОРЕМА 1’. Имеет место асимптотическое равенство 


Еп,к) ([в— 2 |) г Аг (а) Е, (|а—х|),. (п-—> оо), (5.26) 


где $ >—1, —1<а< 1. 
ТЕОРЕМА 2’. Пусть $5 > —1, —1<а< 1. Существует последова- 
тельность многочленов Р„(х), обладающих следующим свойством: 
Каково бы ни было 8 >0, имеет место 


\ || —в[°—Р, (2) | г (2) 42 = Елки) (|а—= |5), (5.27) 
|5 -а, <6 
[=—а|*— Р; (2) [^(2) ат = о (Елка (а-я) 0 (ин) (5.28) 
'х-а|>5 
(п —> сэ). 


ТЕОРЕМА 3’. Пусть $>—1, —1<а<1, 8>0, е> 0, М>ЪО. 

Справедливо неравенство 
Еп,кх) ( а—х| 5; а— 6, а-о; М); > (1 —е=) Ел т(х) ( а-—т | 2 (5.29) 

при п>п,, где п, достаточно велико. 

Доказательство теорем 1”—3’. Зададим =>0 и подберем 
5>0 так, чтобы для |[х—а| < 6 выполнялось 

(а) (1—) < г(2) < г (@) (1+), 

что возможно, так как г (а) > 0 и г(х) для х=а непрерывна. 

Заметим, что по условию функция |г(5)|1 суммируема на интер- 


вале (—1, 1), где >> . Поэтому для числа р, удовлетворяющего 


1 1 
равенству Е т 1, имеет место р 3. 
Пусть Р, (5) —многочлены, подчиняющиеся теореме 3; тогда, исполь- 


зуя неравенство Гельдера, будем иметь 
1 


Ель (|0— 2] < | Па—=|*—Р. (2) |" (9) 4== 
—1 
= {} 19—2|-Р.(дгфае+ ( Па-2=|"—Р.(®) гда < 
|%—а| <8 |;-—а|>5 
< и+9 \ |П2—а|*--Р. (а) 42+ 


|5 -—а|<6 


+м ( \ [и—2|*-— Р, (2) 242)? < (а) (1-22) Е, (1—2 (5.30) 
[2-а| >68 
при п > п,, где п, достаточно велико. 
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С другой стороны, пусть Р, (1) — многочлены, для которых 


+1 
\ |Р„ (2) | г (2) 42 < С, (5.34) 
21 
где С — константа; тогда, в силу условия 4), наложенно1о на г(х),` 
+1 +1 
С 
\ |Р, (2) |4 <. \ |Р, (2) |= (2) 42 <ч =М (5.32) 


ея _1 
и вследствие теоремы З получим 


|а—#|*—Р, (2) |" (2) 4 > г (@) (1—5) \ |а-—2-—Р, (=> 


х-фа|<5 |5 -а|<5 
Е по М)г, > 
> г (а) (1— 2=) Е, (|а—#| °)г (5.33) 


при п > п,, где п, достаточно велико. 
Так как неравенство (5.33) справедливо для любого многочлена Р‚, 
для которого имеет место (5.31), то 
Еп(к (|а—1 |; а—8, а-+-8; С) > г(а) (1 -- 2=) Е, (|а—2|%), (5.34) 
при п достаточно больших. 
Пусть теперь Р, есть многочлен, для которого 
4 
Ель) (|а— 2]. = \ Па—2|°—Р, (2) |" (2) 4; (5.35) 
—1 
для него при некоторой постоянной С будет выполняться неравенство 
(5.31) и, следовательно, воспользовавшись (5.33), получим 


Еп,к(в) (1а— 2 №). > На—2—Р, (2) |г(2) ах > 
|5—ч|<8 
> г(а) (1— 2) Е, (|«—х[)ьг, (5.36) 
где п достаточно велико. 

Из неравенств (5.30) и (5.36) следует теорема 41’: 

Еп,к(з) (а — 2 ^)ь Ат (а) Е, (|а—[). (п— о). (5.26) 

Далее, если принять во внимание (5.26), то легко видеть, что много- 
член Р, (5), фаигурирующий в неравенствах (5.30), удовлетворяет теореме 2”. 

Наконец, из (5.26) и (5.34) следует теорема 3’. 

Таким образом, теоремы 41’, 2’, 3’ доказаны. Собственно говоря, 
последние две теоремы доказаны при условии, что 8`>0 достаточно 
мало, но совершенно очевидно, что если эти теоремы верны при 8 =8,, 
то они верны также при 8=8,, 8, >8.. 


ТЕОРЕМА 4. Если $ >—1, —1<а«а,<...<а 11а 


1(2) =» Ака, — т, 


В=1 


т 


Еп (т) (/)ь А > | Ау |1 лит), ( | а —т Р)т 
К=1 
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т 8-1 

м в 
А У | Ак | (1—а) * г(а) (и-— о). (5.37) 

в=1 
Доказательство. Окружим точки а,(й=4,..., т) попарно не 
пересекающимися интервалами (а,—5, а,+8) и подберем к ним много= 
члены 0% (5) (п=1,2,...) такие, чтобы многочлены 0% (х) подчи- 
р 
нялись теореме 2’ при а=а, (Ё=1,..., т); тогда, очевидно, 
1 т 


Вью (рых 11) — У, 99 @) | (в) < 
в=} 


—1 


т 
< (1+9) Х Ак Е не (1, (5.38) 
&=1 
при п>п., где п, достаточно велико. 
С другой стороны, пусть Р, (1) есть наилучший в среднем с весом 
г(2) многочлен для /(2). Тогда он будет удовлетворять неравенству 
(5.31) при некотором С. Положим еще 


р, (2) = 0 (2) (2) (Ё=1,...т), (5.39) 


где сумма У“ не содержит слагаемого со значком А. 
Очевидно, 
й 


тм (рь= \ 11) —Р, (2) |" (8) => 


-1 


У \ 12) —Р, (4) |" (2) 4 (5.40) 


К=1 |ак- <|<58 


и при этом, вследствие теорем 2’ и 3’, 


7 —Р, (2) |" (8) 42 = \ 1 Аактир— И (а) г) 42+ 


|аь-— | <8 |ак—2|<$ 
1 $ 
Чо (=) > Че) Ак | Влзсо (1а,— = 
(+, —>0 при п—> ©), (5.41) 


так как из того, что для многочленов Р, (57) и 0 (5)& выполняется 
неравенство (5.31) при некоторой константе С следует, что оно также 
выполняется для г® (5) с другой, быть может, константой С,. 
Следовательно, 


Еп,кг) (1). > (41—е,) У, | Ак! Ева ([ак—2[)ь $ (®—>0), (5.42) 


к=1 


что вместе с (5.38) даст (5.37). 
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$ 6. Случай а> 1 и произвольного г (5) 


В случае а> 1, как уже было упомянуто в примечании в конце $ 2, 
наилучшее приближение степени п— 2 функции |а—х | в среднем с ве- 
сом г(2) осуществляется при помощи многочлена Р,_» (2), интерполи- 
рующего функцию (4—5)° в нулях многочлена А (5) = А„_, (2), наименее 
уклоняющегося от нуля в среднем с весом г(5) (см. теорему А._$ 2). 

Пусть С— область плоскости комилёксного переменного 2, ограни- 
ченная контуром С, состоящим из: 

1) окружности Н бесконечно большого радиуса, из которой вырезана 
бесконечно малая дуга, пересекающая положительную полуось х; 

2) двух отрезков, идущих от этого выреза по обе стороны оси х 
к точке х=аи. 

3) окружности й бесконечно малого радиуса с центром в точке а. 

Функция (а—2)° при а>1 будет регулярной в области С и потому, 
применяя теорему вычетов для разности (а—1)° и ее интерполяционного 
многочлена Р,„_, (%), будем иметь выражение 


$ В х —2)} 
9 =@—2’— Р.О ее, (6.1) 


6 
где С— граница С. 
Так как интеграл по окружностям НЯ ий в пределе обращается 
в нуль, то 


от" Е (>. (6.2) 


$ 7. Случай а=1, (51)=1 


В этом случае формула (6.2) принимает вид 


о, $10 м5 С (2—1): 42 
= а Не (7.1) 
1 
где 
В (=) Е 511 п ООВ - (7 2) 
Уу!-2 р 
Положим 
С ее? 1 1 
2 = 0$ И = ь == (++) (в=е)). 
Тогда 
св 1 2—1 («—1) 
ВТ, И, а ЫХ, 
0" |- 4—9сх 
2— = 95 
и, следовательно, 


$ (1) =(1—2)'—Р, , (2) = —В (2) 1 "8 \ (9—1) (в-- 1) 4е 


93 (1-Е с — 902) с**3 (" —в—п) > 
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В (2) п м5 р а 


29288 ДЕ С" [(1+* "(в)" ]. 


Но, обозначая через р(и) функцию, не превышающую по абсолютной 
величине на всей положительной оси некоторый многочлен, и полагая 
1=00$ 0, будем иметь 


2+; и 
имеекание) 
п 


из и г. ь бд 
та (1+ 2) ль зп 


р (и) 
а 


где многочлены, которых не превышают функции |р(и)|, не вависят 
от х (или 0). 
Таким образом, при х=с0$ 0 


В (2) п тз и28 +2 (1+2) м 


$ (2) = — Пуадияа— Иер т а 


Но 
(1+ “)”— А, Пя 0<и<Уп, 

откуда 

вртчесию 
Далее, 

уе, нета 
| ь ов 

а: ыы - фи 

откуда 


и, следовательно, 


= Е 
(+5) 


Е 


СС == 


5 Известия АН, серия математическая, №2 


Таким образом, 


для О <и<х Уп. 
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Вследствие этого, 


рассуждениями, 
ходим к равенству 


подобными выводу (4.31), при- 


на ен и в 1 
(Ееенив еее ое ОА : 


®-— В( шт: ( 


95—21 125 +3 


а в силу неравенства 
1 

и? 9 № 

— 4 81102 — 

п? Ва о 


где С— постоянная, будем иметь 


--1 


Е, (14—2Рь= ) 1$ (2) 142 = \ | (соз 6) | т 6 40 = 
0 


| 310 =з | С И. :) и 
АЕ пня | и 


м п" < ц25+8 ее 
__ [9112$ |. 


ож Гир Е - +0 (св) = 


ЕЛ 


0з- со со 


са Е 128 +3 ди 
= Г (5) Г(1— 5) пе +3 \ [по | \ (и 9?) (е\ — у 42-0 ( зн), (7 .3) 
0 0 
так как 


Г ($) Г (1—$) = 


$11 п5° 


8 8. Случай а=1, 


Е 
В этом случае формула (6.2) принимает вид 
не и 
хх \ (2—2) В(2) 
где 


В (2) = с03 п агс с0$ 5. 
При помощи тех же подстановок, что и в предыдущем параграфе 


С ЕЙ. Й 
А и (9+), 


придем к следующему выражению: 
со 
и 11 пз (< — 1) +1 (с -- 1) 40 
ф (5) ий В (+) 93—11 \ (1 Е с? —20х) 1+5 (с* Е 5”) ня 
4 


=Ь—В 811 пе иен ооле Е ОВО Ан 
)5 = (1+ 4—9 | (1+; и) и 
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и \ ИЕ 


+ и? о я 
0 8-4 $1 5 < -е\) 


{2605 0) 


и, следовательно, 


с 


+1 $ 
Буре | в | | (с0з 6) 140 = 
) 


= Ус 
| 310 л$ | С с и (1-2) аи . 
-— |с08 0 О (ыз)= 
0 у (зи ее 


со 


в 22— 1 г + 25 +1 и й 
ТО Гар-9) пт \ [608 5 | \ (и 02) (еч рем). 45-40 (вел). (8.1) 
0 0 


8$ 9. Случай а>1, г(5)==1, 5— любое 
(но не целое положительное) 


Мы знаем из $ 6, что в этом случае отклонение функции (а—х) от 
ее наилучшего в среднем многочлена Р„_, (1) степени п—2 выражается 
по формуле (6.1): 


$ (2) = (а —2)*`—Р,„-. (т) = 


5 (а— 2): аз 

25 (2—2) В (2) ? 
С 

$11 п агс с03 5 


В (2) =— Е 
гце в качестве контура С можно взять любой замкнутый контур» 
содержащий внутри отрезок (—1, +1) и вне— точку & =4. 

Положим а=соз6:. Подстановка 2=003Ё переводит эллипс пло- 
скости 2, проходящий через &=а и имеющий фокусами точки 5 = - 1, 
в отрезок {=и-- 61, -п<и< т! плоскости & который мы заменим 
непрерывным контуром 


С =И, 8, В - 8, -ЕН,, 


состоящим из пяти кусков: 


ИО и (6-е)& (—«<и< —1), 

Е —м- Е (6 -4е>о>6,, 

}#—  полуокружность бесконечно малого радиуса т, 
8: пы (6<о<6-е), 

Н.: и-- (6-е): (1<и<пт). 


Таким образом, 


В (с0$ 6) \ (а— 0$ 8) ф (6, 0) 4 (9.4} 


2$ $10 7 


ф (с03 6) = 
С1 
где о 
= 050 —с05й ° 
Функция $ф(2, 0) аналитическая относительно { и непрерывная относи- 


5% 
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ЗВ ЗЬ 
тельно ёи 0 для &=и-ю, э < < = и любого вещественного 0, по- 


этому для этих значений {и 0 имеет место 


| (@— с0з #)°$ ( 0) |< М,, (9.2) 
где М, — константа. 
Далее, 
Пе а (9.3) 
ИО? ^ БЕ — Е 


^=0 
и при этом ряд сходится в верхней полуплоскости #. 
Очевидно, для #&=и-+ (6 - =): справедливо неравенство 


и 
1 ий 


< Ме 6+6 пы 9, —), (9.4) 


из которого, принимая во внимание (9.2), следует, что интеграл, стоя- 
ий в правой части (9.1), взятый по отрезкам НЯ, и Н,, имеет порядок 
е- ®+®)" равномерно относительно 0. 
Нам предстоит исследовать интеграл 
_1 ( (с056:—с05 #)* у (6,6) 4 _ 
213 | $10 72 
Ё 


оо 
== У + _ $ (4, 6) (с0з БЕ — сз #5 Нем Е = — У ал (6), (9.5) 
^=0 ^=0 
где Г. — контур, состоящий из бесконечно близких отрезков 8, 8, и 
окружности Й бесконечно малого радиуса. Га УаПбе Ропзз1п в своей 
монографии (“) показал, что если функция % (&, 6) аналитическая отно- 
сительно # и непрерывная относительно и 6 для |—@| <е, —п<0<т 
и $ (6%, 0) 0 для —к<0<л, то для всех $, исключая $=0, 1, № сх 
имеет место 


И), = — \ Ф (&, 0) (соз 65 — соз #8 ее" — 
р 


НЫ, 9) и (1-е, (6), 


где е„ (9) —>0 при А—> со равномерно относительно 6 *. 


Отсюда 


(®.®) 


е- (2 Опь 


> А анна АНН о. 


^=4 и 


Е 1) ть 


САЕАуЕЕ < 1 ЗЕЕ › 


где си с, — константы, зависящие только от $, 


1. О, Ре (аа, (9) = 


у э (58 р)а+ —9я6 
ее нь, (в, (9) —0) 


* Г 
Мы несколько обобщили формулировку этой теоремы, однако доказатель- 
ство остается прежним. 
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равномерно относительно 9. Следовательно, интеграл (9.5) равен —1, (9) и 


п п 
Я @— р \ [Ф (с05 0) з1т 6 а0 = \ | 310 20 1, (9) 146 = 
0 
г 9 (51)? и 
пи 2 (т) е® 
ев ит Ч, (9) @,->0). 
6 
Но 
ео пп п-1т 
\ | $10 76 | 96 —_* \ 190914 _ 1 \ _ мпи4и — _ 
а—с05 0 №. п) п Кпк и 
0 0 ОЗ =0 0 а— со г 
п-т Я п 
В пи аи С 4$ р 
= кк р.) а—с0$$ о 
&=0 0 ОЕ 0 
4 С 1 — 
2 
= (3+ Уе-"* соз тв`) 0-0 (1) =, 0(1). (9.6) 
т=1 


Таким образом, принимая во внимание, что 366 =ИУа*—1 и е= 


ов Ь=а-+- Уа?—1, будем иметь 
1- $ 


г 4 Оаы) 0 
Ро ((а 7) ); Г (— $) п*1 (а +УИа—1)+? и ) 


(9.7) 


(мы заменили п на п-+ 2). 
1 


$ 10. Случай а>1, г(2) = (1—2”) 2, $— любое 
(но не целое положительное) 


В этом случае отклонение функции (а —х)° отее наилучшего в сред- 
нем многочлена Р,_, (5%) определяется по формуле 
а Е (а—2)$ а3 
Ф (2) = (@— т) — В Е - \ Ее’ 
С 


где 
В (2) = созп агс с03 2. 


Отсюда следует 


В (с030) (’(а— соз 8) 3 (1, 6) @ 0.4 
(0 8) га 9 \ | Е 08 пё и ь. (1 ь } 
С» 
где кривая С, —та же, что в $ 7, а 
$11 


1 ‚. ны 
ФВ) = С03 0 — созй ? 


Из равенства 


со 


т - А (би 
созпё  ей-тейй = 2 о (—1) ет ; 


^=0 
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где ряд сходится в верхней полуплоскости, заключаем, что для 
#=и-Е(6- =) 

1 
с0$ пб 


ое т 


Отсюда, принимая во внимание, что для тех же { и вещественных 0 


|3 (6,0) 
| (@а—с0$8)° 


<М,, 


где М, — константа, заключаем, что интеграл (10.1) имеет порядок 
е-п®+е) равномерно относительно 6. 

Дальше рассуждаем так же, как в предыдущем параграфе, поль: 
зуясь теоремой УаПбе Роиззп’а. При а= 003% и Г, имеющем тот же 
смысл, что ив $ 7, 


В (с0$ 6) \ (а— с0$ 2) $ (1,8) аё __ 
95 с0$ 7ё “ 


ф (с03 0) А 


_ Я (030) — АТ Е 

=. \ (а— с0з 2) $ (+, 6) ем арх 
^=0 

Е У 608 #)° 0 (&, 6) ет ЧЕ 


|= 


($8 Б)з +1 е-"5 
(— $) (с088— а) п**1 


= — В (6030) (Ы, 6) с В в) 


— 5) 78+1 


равномерно относительно 0. 
Отсюда 


1 
Ен, уе (а— 2), = ее \пебно ва 
Е: 


2(5Н6)з +1 = | с03 пб | о 4 (51 6) е-*8 
Г(— $01 а—с05 0 Г(—$9 пт 


м 
^^ 


(п —> <), 


так как с помощью выкладок, подобных (7.7), можно показать, что 


|с08 пб | 48 _ я 
\ а— 030. ЕО 


0 


Таким образом (заменяя п—1 на п), получаем 
ЕЕ 
& (а*— 1)? 
Е„ ‚И 1- = ; ((а—+)* А — $) п**1 (а ИУе—1)"*1 
Поступило 
20. УШ. 1946 
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$. МКОТЗКУ. ОМ ТНЕ ВЕЗУТ АРРКОХМАТТОМ 1Х ТНЕ МЕАМ 
ТО ТНЕ ЕОМСТГОМ |а—г| ВУ РОГУМОМГАТ$ 


БОММАВУ 


5. Вегизбели Ваз зле азушрюйс ргорегМез оЁ {Ве Без арргохипа- 
оп Бу ро]!упопиа!: 10 |4—5|— Ш е зпрез Ёапейоп ВБаушё ап а1|- 
зерга1с зпоагцу. 

ТЬ1з рарег 13 деусще4 10 {Фе зипИаг шуезйрайоп о{ \Ъе Безё аррго- 
хипайоп ру ро|упопиа!8 40 |а— 5 ат Фе теап; 

Ву %№е Без арргохипайон Ъу ро]упога!5 о{ 4Ъе п Чертее 10 ап 
1щестае Гопсйоп #(х%) ш \№е шезап \ИЪ Ме мешзЪ г(5)>0 оп е 


зестепф [с, 4] ме шеап 
а 


Ен (с, Ч), шип | | 1(2) — Р, (2) |" (2) 4 


уВеге (Ме шшипиш 13 фаКеп оуег а &Ъ5е ро]употшла]з 
Р‚ (1) =а + ах... ах“ 
о{ \№е п Чедгее. УУе.риё ШегеЪу 


Ел, х) (7), = Ел,» (<) (1;—1, ня 1), 
Е (Л), = Ета (Рг. 


Те сазе а>1 13 \№е зипр!езё. ш 113 сазе |а—2|° Ваз Четуайуез 
о{ апу ог4ег \№аф уатшзЬ позВеге зп \№е шцегуа! —1 2 < 1. ТВегеге, 
Бу Вегпзце1т”з (Веогет, \№е ро]упопа! Р,’(2) \БлоВ теаШез &ие рез 
арргохипайопй Е, (=) (14—25 |°), пиегро|аез аб {Ве заше Ише [4—2 55 
{Ве 2егоз о! &Ве ро]упопла! А», (2) оЁ Фе (п- 1) В 4езгее \Ъасв 4еуза- 
ез \еазё {гот 2его 11 {Те зепзе Таё 


+1 1 
шп | |” Р, (2) | г(3)@= = \ | Вина (2) |" (2) 4. 


ИЯ 1 
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ТВеге{оге, Бу Ше \Теогу оЁ гезл4иез, 


(1—)*—Р" (в) = Аа @ \ (а— 2) 42 


21а (2—2) Виа (2) ’ 
С 


у Веге С’ 13 а с10зеЯ сотюиг епс]оз1шях аП 2егоз оЁ А,„.:(2) (1Веу аП Пе 
1 Ще пцегуа1—1 < ;< 1), уВШе Ше роз 2=@ из Це ошёз14ез о{ С. 
ТВе ргоет 15 гедисе {40 азутрёойс езитамоп оф Ше ]азё ицесга|. 
Вегизце1п’з Теогеш саппоё Ъе аррЦе4 {ю \Ве сазе |а| < 1. Ц гета1тв, 
пеуегВе]езз, азутрбойсаПу ‘тие, ип4ег зоте соп41\йопз ппрозей оп а. 
ТЬе !оПоулие Пета 13 Веге еззепва1: 
ГЕММА 1. Ге Р„_,(х) 6е айе роупопиа[ оф ;1е (п 2) 48 4евтее 
фей сотс4ез ФИ 1а—5 |3 аё йе зего$ 


К® 1 
2") = с08— (=1,2,..., п 1) 


о} &йе. ропот В„_, (2) о} а1е (п—1) ай аевтее, жйете В„_, #3 аейпе4 
Фу (3.3), апа 1её а = с0$ (1+5) = (1<1< п— 1), тйеге [ 15 ап ищевег 


($ >—1, есеп оашеб 0} $ ехсшаеа). Тйеп те асе {йе азутрюойс едиаИиез 


41 
( 11 
Ен (|а—29ь=  [а—2 | Р, , (2)1 420 (мт) = 
4 
т 
_ М. аа ной 
а +0 нее) (3.4) 
рай ате ри Цеа ипгротт1у ат а зисй айва |[а|<ч< 1, ийеге 
8 [п ^°| © 
= | ©0935 | \ о 
3 (52 - и?) (е* + е ) 4 
Рог о44 теста! о4иез 0} $ 
— 891 ха (1 
- [рок (3.2) 


ТНЕОВЕМ 1. 1] |а| <1 апа $>-—1 (есеп сашез о} $ етс1иаеа), 
реп фе расе айе азутрюйс едииу 


8+1 
, М, (4—2) * шп 
Ва) 0 (пы) = 
= | 
= а) Е, (= Р)ь+О (ип) (3.1) 


ва 5 ринИеа итртт]й у т а зисй та |а|<1<1. 

Треогет 1 1оПо\з {тот 1епта 1. ЕКог ще шедиа! ву (3.5) (зее Ве 
Визз1ап 4ех6) парПез (3.6). Ка ег, пигодаете &Ве побаМопз (3.7) ап@ 
(3.8), ме оБфала (3.9); (3.10) сап Бе ргоуе4 апа1обойз]у. 
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РгооЕ оЁ 1ешша 1 ($ 4). Тве шисыоп (4.1), уВеге в 13 деЁтед 
Бу (4.3) ог Бу (4.2) ассога1та аз $ 18 ог 13 поф ицерта], роззеззез Не рго- 
регву (4.4). 

\УМе ЧеПте а ассог4ше 10 (4.5) ап@ сопз14ег Ш\е Бгапсь Г оЁ Ме 
ВурегЬо!а Чефегилте4 Ъу (4.6) ап4 11е доташ С о! е =-р1апе Боипаеа 
Бу Ше сощоиг С. ТЬе 1ащег сопз1зз оЁ 1) 6мо шИпиеу с1озе сигуез 
Г,, Г, 1уше оп БоёВ з14ез о{ Г, 2) а спе # о! шИпИезипа| гад!газ 
УИБ сетгцег аб 2=а, 3) а сие Н о! шПице гадтаз \1ЕВ сегцег а 2 = 0. 

ТЬеп, ргоу14е4 Р»-2(2) 15 \№е ро]упопиа! оЁ 1№е (п—2)&В Честее 
\ЬасВ с011614ез \ИВ {(2) аб Ме 2егоз оЁ В„_, (1), ме оМазшт (4.7), зшсе 
7 (2) 13 гериаг 11 С. 

Еог поп-ицерга| ог о@4 и\цеага! уа|аез оЁ $ 6Ъе Шшисвоп }(2) 13 
4еЙте@ оп (Ве пррег ап@ оп \№е 1о\уег роппдаг1ез Г Ъу (4.8) апа (4.9) 
гезресмуе]у. Непсе, з1шсе %№е 1 о{ (Ве пцесга] фаКеп оуег &Ъе сзтез й 


ап4 Н 13 2его, ме о\а1т (4.10) ап4 (4.11), мЪеге ® =агв (2—а) («< < 5) ь 


Риг6Вег, гер]аслие 2 Ру В ап ри ше в=е8, в=1+> (зее (4.11) 


Бе]о\), ме оМаш (4.12), эЪеге в, у, Х,... аге 4еЙпе4 Бу &Ъе Гогтл]ае 
ут1Ыеп по4ег (4.12), ТвегеБу р (и) Чепоез а Гапсмоп \Ъ1сН дереп@з 
оп и ап4 зотетез оп п апа 1, Баф 4оез поё ехсее4 1п абзоа ве таеп1- 
{де а ро!упош1а] поё 4ерепа1шя оп п, х. 

Такшр {Те геа] рагё Г, (5) о! Г; (5), ме оЩаш (4.17) апа (4.18). т 
(4.19) Ме роупопла! Р,‚_,(2) ииегро\аез |х—а| аб ЦЪе 2егоз ой 
В, , (2). 

Тве лосНопз Ч“ (2) деЙпей Ъу (4.18) аге раг_сиЙаг сазез оЁ Ве 
Гапсоп 5,(2) \ИВ зацаБ]у сВозеп А, В ап р, (и) (\№е 1аЦег Бештя 
906 отеабег {Вап а ро!упот1а]). 

Треп \е ргоуе \№е ефаа! у (4.22) во]4ше чиМогиЙу шт 0 ап4 ® 
Гх 


1 


({1>а>а,>0), ш у1ем оЁ уЬ1еВ 5,(х) 13 гергезещае 11 \№е 
Гогт (4.25). 
ТЬеп \е ргоуе шедааЙЫез (4.26) апа (4.27), уВеге 
и^е “ди 


в, (== —; (0<а<*, ^>0. 
0 М 


Ву шеапз оЁ (4.26), (4.27) ап (4.29), ме ИпаПу ргоуе \\е едлай- 
Ыез (4.33) апа (4.34), жваев пару (4.35), (4.36) ап4 (4.57). Несе [01- 
1о%з (4.38), 6Ваь 13 ШЪе зесоп@ едиаШву (3.4) ш 1епита 1. 

Аз №0 Фе ПгзЬ едиаПьу (3.4), уБлеВ шеапз 1ВаЁ {Бе ицегро|а тя 
ро]упопиа1 Р,_, (2) геа]1ез &е (азушрюйсаПу) Ъез6 арргохипайоп № 
|2—а|’ шт Ве теап, \ сап Бе ргоуе@ аз То По\з. 

Ву (4.17) апа (4.18), зе Вауе (4.39) ап4 (4.40). Твегеьу (4.41) 1з 
(Пед, ш у1е\ оЁ (4.36) апа (4.37). Тве хз едча у (4.18) зВо\з 
Ваф 4”) (2) > 0 зо Ма а„(5) свапоез 13 з15п оп]у аб Че 2егоз 01 
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В„_. (12). Непсе \ме оЩаш (4.42) ап4, з1псе (4.43) 13 уаПа, (4.44), (4.45) 
ап ПпаПу (4.46). 

$ 5 сощашз ПифЪег вепега] 12а отв оЁ \Веогет 1 апа1обоцз 40 Ше 
соггезроп41т {Теогетз 4ие {10 5. Вегпцеш [зее Ь1з поёе (!)]. 

ТНЕОВЕМ 2. Ге $>—4, —1<а<\1. ТАеге ех151$ а зедиепсе в} 
ро[употай 5 Р‚_, (1) (п=2, 3,...), роз5еззате (йе ргорегёу Фаф, рюг еъету 
$>0 11е азутрюис едиаиу 

а--5 
Е, (арг) | |а—2|-—Р, ,(2)|42 ®—) (5.4) 


а—0 


Факез расе; айегсЬу, #} 1<р< 3, айеп 
1 


( \ |[2—а} — Ри (2) Раз) Ро (вт ) = 


| <-а|<8 


=о(Ень(|а—2)|. (@®— 0). (5.2) 


Ргоо{. Еог 'а=008 (1+5) м {61$ ргорегбу 1$ роззеззед Ъу Ше 


1иегро!а ше ро]упошла1 Р„_, (1), оссиггше шт 1ешша 1 ($ 3). Еог, И 
4—2 >68, \\№еп {Пе ехргезз1оп ш { } ш Ше г1оВё з1ез оЁ (4.18) 1з 
Боплае@ Ье]о\м Ъу 8*, ШМегеЮге (5.3) фаКез расе апа, 11 узем оф (5.4} 
(зее (4.29)) апа (5.5), (5.6) 13 \тче. ш уем оё (4.19), же Бауе (5.7) апа 
Га Вег (5.8), (5.9), (5.10) мЬ1ев пару (5.2). Зшее Р„_, (5) заазНез {Ве 
сопаНлоп оЁ 1етта 41, (5.1) 13 бтче. Опе сап разз 40 ап агЬИтгагу а Бу 
теапз 0{ ап агоатепть зноИаг 10 (3.9). 
ГЕММА 3. Ге 0<л<14. Тйеге елдзё сопуатз С апа у зисй ви 


СГ ($ У) тт 
а а (5.12) 
ог 
безел, Ох, па (5.11) 


То Вауе ап 14еа оЁ \Ъе ргооЁ побе {Ваб \Ъе доче ицесга| ещегше 
фе ргметра| цегт оЁ Е, (|а—х№г ш \\е ге з14е оЁ (3.1) зайзНез 
Ве тедаа цу (4.28). Тваз 15 по ргооЁ о! (5.12), о{Ё сойтзе, 6Ве еггог 


бегт О (==) ш (3.1) Ъешх деегилтей {ог Ёхе@, \Воцов агЬИгагу, 


п8+2 


уа1иез ой $. 
Гер г (5) Бе а зотта ]е Гацейоп. Уе рш 
И 
Енг со (= п \ 11 (2)—Р‚ (2) |г (2) ах, (5.23) 
а 


о (7). = В у, 


эхВеге 1Ъе шшипиш 15 Цакей оуег а ро!употшлта!з Р„ 0{ {Ве п 4еогее. 
Геф Гагег юг —1%с<а<1 
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Ч 
Еъ,т(х) (1; с, 4; М). = ша \ 11(+)—Р, (5) [т (<) ах, (5.24) 


Е, 1 (1; с, 4; М). =Е„ (р; с, а; М)ь 


Фе шиишиаш ПВеге 13 цаКеп оуег а ро]упопа1: Р,„ 0! \№е п 4есгее 
заЁРулта ‘Ве 1тедчай ву 


а 


-1 


|Р„ (2) т (2) 42 М, (5.25) 
1 


- 


уВеге М 1з а с1уеп сопзбапь. 
ТНЕОВЕМ 3. 295 >—1, —1<а<1,5>0,г>0, М>О0. Иейье 


Е, (|а—х|[; а-—%, а-5; М)г > (1—=) Е, (|а—х°)ь (5.16) 


Рог п > п, тйеге п, 1$ зи слеп Иу 1агве. 

Ргоо{. 1 4(х) Бе 4ейпеа Ъу (5.17). 1 у1е\м о (5.12) апа (5.18), 
\е Вауе (5.19), уВеге /., 13 а сопзапь дереп@тх оп $ ощу. 

Непсе ме орё2ла Ве зеглез оЁ шедааПиез (5.20), {Ве 1аз6 оЁ \Веь 
оПомз 1тош Ве ехлиепсе оЁ Пш и” ЕЁ, (`а—2!)ь (зее {Теогеш 1), аз 
эеЙ аз {гош {Ве гейайоп п АУ т. 

П Ше ро]упопза1 Р, (2) заазНез (Ъе шедиа]у (5.15) &Веп (5.21) 15 
уа4 {10г Р, (5). ТНегеоте, \{ Р* (5) 13 &1е Безь ро!упош1а] 11 {Фе зепзе 
оЁ (5.24) 10г г (5) =1, 1. е. Р*(х) плиишаН1ез &Ве глоВё з14е оЁ (5.24), 
\Беп (5.21) 1з КИПаеа. 

М \ зиррозе {Ваё г (2) 13 а Глпс@оп взайзГушя Фе ГоПо\1ая сопа1опз: 


у А От 


1 1 


2) {Теге ех1 3 аа > — засЬ ав т |" (2) 42) =м < ©, 
я 


3) г(5) 13 сопИпиоиз аё х=а. 
Оп4ег {Безе сопд1опз \е Вауе 
ТНЕОВЕМ 17’. ТАе юПожтз азутрюйс едиаЙну 15 сапа 


Ев, гс) (ах г. == г (а) Е, (|а-—х[’)ь (п—> оо), (5.26) 


вера О И Е 
ТНЕОВЕМ 2’. Ге з> —14, —1<а<1, ТАете ел4545 а зедиетсе 
о7 ройупотай8 Р„(т) (п=1,2,...) роз5е55т8 йе ргорегёу: рот есегу в) 


пы 2-а =: (2) |г (5) 41 А Еъ, "(2 ( вер“) (5.27) 
| #2 |<8 


|12—а*—Р, (2) |") 42 = (Е, д а-=Рь= 
а—- 1>56 


=0 (ня) п). (5.28) 
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ТНЕОВЕМ 3’. Газ —1, Торо 
Епт (г) (|а—&!; а—5, а-- 8; Мг, > (1—2) Е (22-х), (5.29) 

[от п_> п,, тйеге п, 15 зи паептИу (агве. 
Рроо{! оЁ \Веогешз 1’— 3’. [её мз сБоозе 8 > 0 зо аз 10 Бауе 
г (а) (1—=) < г(л) < г(а) (1+ =) 10 |х—а| <8. ТЬе пиштьЬег р засВ \Ъаб 


У! зайзНез Ве шедиа] у р < 3. ТВегеоге, Бу Нб!аег?з шедаа116у, 


уе Вауе !ог \Ше ро]упопиа] Р, (2) зайзЁушя Ш1е соп4Илоп оЁ 6Веогеш 2 
{Ве г@айоп (5.30) юг п> п, пов Бешх заЙюепИ у 1вгое. 

Оп \Ше о\ег Папа, заррозе %Ъаё (5.31) 13 уаП@а Т!ог Р, (1); 
1трИез (5.32) апа, Бу Веогет 3, (5.33) ог заЙ1елет у Тагсе п. Непсе 
же оБфазш (5.34). 

М№\ зиррозе ав (5.35) 13 ПИВПеа Гог Р, (2), Шеп (5.31) фаКез Расе 
{ог зоше С апа, Бу (5.33), ме оба (5.36) ог зи елеп у Тагсе п. 

(5.30) апа (5.36) пар!у \еогет 1’ оф (5.26); Вепсе \ме зее \Таё Ше 
ро|упошта! Р„ (2) ш (5.30) зайзПез \Теогет 2’. ЕтаПу, Пеотешт 3’ 
гоПо\мз гот (5.26) апа (5.34). 

ТНЕОВЕМ. 4. {$ >-—1, —1<а<\1, —1<а<а,<...<а,<1апа 


т 


а 


1 (2) = У, А, [1—вк |, 
у К=1 
реп 


Енг) Рь = У, | Ак | В.о аа) © 


1 
$1 


ка У, Ч в) а =) (5.37) 
К= 


Ргоо{. 1 (а.—5, а +5) Ъе поп-оуеарря ицегуа! сошаниая 


Ве ро1тёз а, ( =1,..., т). УУе сБоозе 6Ве ро]упопла|$ —. 0 (1) (п =1,2,...) 
Ах 


39Ъ]есё 0 (Веогеш 2” {0г а=а, (К =1,..., т). ТЬер (5.38) 18 уаШ@ 1ог 
за слеп Иу Тагое п, 

Оп Фе отег Ава, 1её Р„(х) Бе 1Ве Безь ро!упопиа!\ ог }(х) (п ть 
шеап, мИВ Бе мееЪь г (5)). 6 зайзНез (Ве шедаа! бу (5.31). 

У\е гергезепь {Ме роупопла] 12 (Бе Гог (5.39), \Веге Ве затшава 
УИВ Фе шаех А 13 ошщед ш У“. Твеп \е оБбазт (5.40), ап щ уе 
о# Теогехоз 2’ ап@ 3”, Ве шедиаНЫез (5.44). Сопзедиеп у, (5.42) 15 {ге. 

№4е азутройс ехргеззлопз (7.3), (8.1), (9.7), (10.2), м№ев аге офат- 
пей ш $ 6—10. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУГЬЕТ!М РЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕ$ РЕ Г0В$5$ 
Серия математическая 11 (1947), 181—196 земе тапетаЙаие 


Н. С. ЛАНДКОХ 
0 РАЗРЕШИМОСТИ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ * 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


В работе с помощью теоретико-потенциального метода получаются, 
прежде всего, основные результаты М. В. Келдыша об условиях раз- 
решимости задачи Дирихле и о существовании счетного «разрешающего 
множества». Затем исследуется вопрос о том, когда разрешимость 
задачи на данном счетном множестве точек влечет разрешимость в пре- 
дельной точке этого множества, вводится понятие «квази-изолирован- 
ной» иррегулярной точки и доказывается, что всякое разрешающее 
множество содержит все квази-изолированные точки, между тем как 
всякая иная точка может быть из него исключена. 

Значительное место занимает построение примера задачи Дирихле, 
разрешимой всюду, кроме фиксированной квази-изолирсванной иррегу- 
лярной точки. 


Введение 


Известно, что функция ф, являющаяся решением обобщенной задачи 
Дирихле для пространственной области 8 с границей Ё и граничной 
функцией /(0) может иметь разрывы в так называемых иррегулярных 
точках границы Р. 

Иеследованием характера этих разрывов и установлением критерия 
непрерывности функции ф занимался впервые М. Келдыш (*). Применяя 
метод гармонических мажорант, он установил, что область неопреде- 
ленности функции ф в иррегулярной точке Р границы Ё лежит по одну 
сторону от величины {(Р). 

Затем он выяснил, что колебание функции © в иррегулярной точке 
есть, как и само решение ф, линейный функционал от { и, следова- 
тельно, по теореме Ф. Рисса может быть представлено интегралом 
Стильтьеса. Отсюда получается необходимое и достаточное условие для 
того, чтобы решение © было непрерывно в точке Р. Пользуясь терми- 
нологией М. Келдыша, мы будем говорить, что в этом случае задача 
Дирихле. при граничных значениях } разрешима в точке Р. 


* Настоящая статья содержит доказательство части результатов, опубликован- 
ных в моей заметке в Докладах Ак. Наук СССР т. ХХУПЬ №4, (1940), 291 — 293. 
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Наконец, М. Келдыш доказал очень интересную теорему 0 том, что 
для разрешимости задачи Дирихле во всех точках границы достаточно 
задать условия разрешимости на некотором счетном множестве иррегу- 
лярных точек. Однако характер этих точек и структура этого счет- 
ного множества точек, которое мы назовем разрешающим множеством, 
остался невыясненным. 

В $1 настоящей работы будет доказана теорема, которая позволит 
весьма простым путем получить указанные результаты М. Келдыша *. 

В $2 доказывается существование разрешающего множества, ука- 
зывается способ его получения и вводится понятие квази-изолирован- 
ной иррегулярной точки. 

`В $ 3 доказывается основная теорема о том, что разрешающее мно- 
жество необходимо содержит все квази-изолированные точки, а всякая 
иная точка может быть из него исключена. 


$1 

Будем рассматривать открытое множество ® с ограниченной грани- 
цей Г. Множество иррегулярных точек границы будем обозначать 
через Ё;, множество регулярных точек — через Рк. Распределение, полу- 
чающееся в результате выметания массы 1 из точки Р на РЁ, будем 
называть массой Грина и обозначать через в? (е) [см. (?)]. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть точки Р,„ (п=1, 2,...) из 89-Е стремятся 
к иррегулярной точке Р и соответствующие им массы Грина в” (е) 
имеют некоторый предел у(е). Тогда у(е) состоит из мажы т<Т, 
сосредоточенной в точке Р, и непрерывного распределения (1— т) чР (е). 

Доказательство. Вынсним, прежде всего, какой потенциал 


1 
порождают массы у (е). Потенциал и„ (М) распределения в" равен у 
% 


вне © и приблизительно всюду ** (А реа ргёз рагбоаё) на Ё. Следова- 


Л 
тельно, при П —> со во всех этих точках И 


Опишем вокруг Р сферу $ (р, Р) радиуса р и разобъем каждый потен- 
циал из на сумму двух потенциалов и, -|- и, , соответствующих массам вРя, 
лежащим внутри $ (5, Р) и вне ее (вместе с поверхностью $ (р, Р)). 
Часть массы вР”, лежащую внутри $ (2, Р), обозначим через т? < 1. 

Вследствие ограниченности всех потенциалов, начиная с некоторого, 
вне $(р, Р), масса у(е) равна нулю на всяком множестве емкости нуль, 
лежащем вне $ (р, Р). Поэтому, к потенциалам и, применима следующая 
лемма, доказанная Брело (*): 

Пусть распределения в, №,,... с потенциалами и, и,,... стремятся 
к распределению р, причем и =0 на всяком множестве нулевой емкости. 
Тогда для потенциала и распределения № имеем приблизительно всюду 


п (Р) = Иши, (Р). 


*Эта теорема в несколько иной формулировке была независимо доказана, 
О. Фростманом (3). 


**Т. е. всюду, за возможным исключением множества нулевой емкости. 
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ак ее ааа ЫОВ ОЕ неа араб вЕНе НЕЕ 
Таким образом, и„ при п-> оо стремится приблизительно всюду 
к потенциалу ©’, порожденному массами у, лежащими вне $ (о, Р). 
С другой стороны, при достаточно малом р, потенциал и’, (М) в любой 
то 


точке М, отличной от Р, сколь угодно мало отличается от РМ и, зна- 


чит, при достаточно большом п, от потенциала о’, порожденного мас- 
сами у, лежащими внутри $ (5, Р). 


Итак, потенциал и, при п--> <о стремится приблизительно всюду 
1 
к потенциалу © масс у. Поэтому (М) = зи вне © и приблизительно: 
всюду на Р. 

Теперь легко показать, что распределение у (е) имеет указанный вид. 
Действительно, пусть в распределении у(е) в точке Р сосредоточена 
масса т< 1. Если мы ее выметем на Ёв, то потенциал вне © и прибли- 
зительно всюду на Ё не изменится, а всякое множество е на Ё, не 
содержащее Р, получит дополнительный заряд, равный ты? (е). Сумма 
у (е) -|- ть? (е) вследствие единственности равна ыР (е). Отсюда 


у (е) = (1 — т) ьР (©). 
Из этой теоремы без труда получается 
ТЕОРЕМА П. (Келдыш). Пусть $Ф(М) есть решение обобщенной 
задача Дирихле для множества 8 с граничными значениями }(5), 
а Р— иррегулярная точка границы. Тогда все предельные значения $ (М). 
в точке Р либо больше }(Р), либо меньше }(Р). 
Доказательство. По формуле Валле-Пуссена [см. (°)] 


Ф(М) = ( 1(9) аым (5). 

Р 
Пусть а— некоторое предельное значение $(М) в Р, а Р,, Р,,... 
есть последовательность точек из @, стремящаяся к Р, для которой 
1то(Р,)=а. Извлекая из Р,, Р,,... последовательность Р., Р.,.. 


для которой распределения ВР» (е) имеют предел у(е), получим 
а= 1 \ (8) аы?* (8) = \ (5) 4» (5). 


п—>со Е Е 


. 


По теореме 1 
а—т/ (Р) + (#—т) ( 1(5) 4ыР (5) (т<\. 
Е 
Отсюда видно, что если 


и) а»? (5) > /(Р), 
Р 


то 
а> }(Р); 
если же 


\ (5) 4? (9) < У(Р), 
Е 
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то 
а: (В). 
Следствие. Условие пеобходимое и достаточное для разреши- 
мости задачи Дирихле в точке Р состоит в том, чтобы 


/(Р) = \ 1(5) 4»? (5). 
Е 
Покажем необходимость. В случае разрешимости а=/(Р) и 


(1—т) /(Р)=(1—т) \ 1(5) 4ьР (5) (т<\). 
Е 
Так как, по предположению, точка Р иррегулярна, то существует 
последовательность точек Р,, Р,,... —>Р, для которой т < 1. Поэтому 


1(Р) = \ 1(8) ьР ($). 
Е 

Условие разрешимости может быть сформулировано так: 

Даля разрешимости задачи Дирихле в точке Р необходимо и доста- 
точно, чтобы ф(Р;) —>{(Р) для одной какой-либо иррегулярной после- 
довательности точек Р;. 

Отсюда получается, между прочим, следующий критерий неразре- 
шимости задачи Дирихле в иррегулярной точке Р: 

Если функция }(5) = сопзё достигает в иррегулярной точке Ро своей 
ниэюней (или верхней) границы на Е, то в этой точке Р задача Дирихле 
не раз решима. 

Доказанная теорема и следствие из нее остаются. справедливыми, 
если считать /(5) непрерывной в Р, вообще же ограниченной и непре- 
рывной приблизительно всюду. Это следует из того, что формула 
Валле-Пуссена остается справедливой для таких функций [ср. Бре- 
ло (°), (')]. 

$2 
Пусть последовательность иррегулярных точек Р,, Р,,... стремится 


к иррегулярной точке Р и задача Дирихле разрешима в каждой точке 
этой последовательности. Это значит, что 


1(Р-)= | 1 (5) ЧР» (5) (п=1,2,...). 
Е 
Извлекая последовательность, для которой мР” сходятся к предель- 
ному распределению, и переходя к пределу, получаем 


({—т) (Р)=И—т) \ 7 (5) ав? (5). 
Е 


Поэтому, если т< 1, то задача Дирихле будет разретима и в’Р. 
Сомнительный случай представляется, таким образом, тогда, когда 
«степень иррегулярности» точек Р,‚ неограниченно убывает с прибли- 
жением к Р. В следующем параграфе мы дадим необходимое условие 
для того, чтобы из разрешимости задачи в точках последовательности 
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Р., Р,... следовала разрешимость в предельной точке Р. Но уже дан- 
ное достаточное условие позволяет нам доказать следующую теорему: 
ТЕОРЕМА ПШ. Существует счетное множество О иррегулярных 
точек, обладающее тем свойством, что какова бы ни была непрерывная * 
граничная функция }(5), разрешимость задачи Дирихле в точках В 
влечет. за собой разрешимость ее во всех точках границы множества ©. 
Доказательство. Обозна через в? (г) величину массы Грина 
для точки Р, лежащую внутри "6феры 5$(г, Р), и зафиксируем г так, 
чтобы часть К, лежащая вне $(г, Р), имела всегда положительную 
емкость. Этого можно достичь, считая множество Ё приведенным, что 
не ограничивает общности, ибо на исключенном множестве, состоящем 
исключительно из иррегулярных точек, можно будет в качестве части 
разрешающего множества выбрать любое всюду плотное множество. 


Пусть /,(п=1,2,...) — подмножество иррегулярных точек, для 
которых в? (г) < 1— 5 **. Очевидно, 2с 7. и г =ИшГ,. 
71—00 


На каждом множестве /„ определим счетное всюду плотное на нем 
множество ШД,. При этом О, можно выбирать так, чтобы 0,СО,.1. 
Множество 2 = Иш_), будет счетным и является искомым разрешающим 


п->со 


множеством. 

Действительно, пусть условие разрешимости задано во всех точках О. 
Для любой точки Р из Е; найдется такое п, что РЕГ,. Выделим 
из ),„ последовательность Р,, Р,,..., стрёемящуюся к Р, и перейдем 
в равенстве 


ИР.) = {| 145) Чья (5) 


Е 


* Или, более обще, ограниченная и непрерывная приблизительно всюду. Ясно, 
что в заключении теоремы речь будет итти о всех точках границы, где ] непрерывна. 
`** При некоторых огрэничениях, наложенных на границу Р, можно доказать, 
что множества Г„ замкнуты. Именно, допустим, что пересечение сферы $ (, Р) 
е Е имеет нулевую емкость {для всех точек Р на К. Фростман (?) доказал, что 
ВР (е), гдее есть множество на ГР, имеющее положительное расстояние до Р, 
является полунепрерывной сверху функцией от Р. Возьмем 6 настолько малым, 
что : 
ыР [8 (7+8, Р-Р [8 (®, РР [8 ("+ 8, Р)] в? (0) < 
пр». 2?’Р < 6. Тогда 


1—7” ()— [1 в” [$ (7-8, РИ =1— в” (7) — в” (6) <», 


где е=Ер—5(г-{ 5, Р) и по Фростману 
| 1-е < 1 и" (2) Зв” (+=. 
Отеюда 
1? (6) < в”) ег, 
но 
АР (= 3 (7-8, Р)] >в (), 
поэтому в? (^) — (2+ =’) < в?’ (, и р: (") есть функция, полунепрерывная снизу 


относительно Р. Поэтому мно `:0' тво точек, для которых и? (г) < К, замкнуто. 


6 Известия АН, серия математиь я, №2 
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к пределу при 7—><о. Мы получим 


(1—т) К(Р) = (4—т) \ 1(5) 4ыР (9). 
Е 
В силу того, что О, СГ, и в силу определения /, мы обнаруживаем, 


что для предельного распределения распределений вьР” масса т, кон- 
& й 
центрирующаяся в Р, во всяком случа не превосходит я . Следо- 


вательно, 


1(Р)= [1 (8) 4»? (5), 


Е 


и задача Дирихле разрешима в Р. 

Приведенное доказательство дает, однако, не только существование 
разрешающего множества О), но и некоторые сведения о характере 
этого множества. 

Прежде всего, при нашем ‘построении Р в него попадут все точки, 
являющиеся изолированными для какого-либо из Г/,„. Здесь нужно разли- 
чать два случая. Может случиться, что точка Р, будучи изолирован- 
ной.для Г[„, перестает быть таковой для [„ при достаточно большом т. 
В этом случае точка Р при изменении конструкции О может в него 
и не попасть. Тогда достаточно начать построение Л не с Г,, ас Г„. 

Существенно отличается второй случай, когда точка Р является 
изолированной для всех /„. Тогда при любой модификации построе- 
ния О точка Р будет принадлежать ему. Действительно, возьмем 
произвольную числовую последовательность я, >а, >... >>... > 0, 
стремящуюся к нулю. Множества /„ иррегулярных точек, для которых 
ьР (г)<1—9„, могут с таким же успехом быть использованы для кон- 
струкции р. Легко видеть, однако, что для любого и можно найти 
такое т, что [С [ти [С Г,. Отсюда следует, что если точка Р 
является изолированной для всех [,, то она булет изолированной для 
всех Г» и обратно. 

Эти точки Р мы назовем квази-изолированными иррегулярными точ- 
ками. Очевидно, что множество От квази-изолированных иррегулярных 
точек содержит изолированные в обычном смысле иррегулярные точки. 

Квази-изолированные иррегулярные точки можно охарактеризовать 
еще так: если РЕО1, то при любом е > 0 существует такое 8 >> 0, что 
для всех точек Р’ границы Ё внутри сферы $(5, Р), кроме Р, имеет 
место неравенство 


‚ 
в” (г) 1—8. 
Покажем, что определение квази-изолированных точек не зависит отл. 
Заметим, во-первых, что если РЕОГт, а последовательность иррегуляр- 
ных точек Р,, Р,,..., сходящаяся к Р, такова, что соответствующие 


распределения 1»: (е) стремятся к пределу, равному (1—т) в.Р (е) плюс 
масса т вР *, то т=1 (такую последовательность для краткости 


* Это требование, конечно, не сущестенно. 
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будем называть особенной). В противном случае, начиная с некоторого #, 
мы имели бы 


ВР (г) < (1—т) в? (№) +т<1—ж (>0), 
что противоречит квази-изолированности Р. 


Пусть, наоборот, всякая последовательность р обо ОВР. 


стремящаяся к Р, является особенной. Тогда `Р квази-изолирована. 


Действительно, иначе имелось” бы такое = > 0 и такая последователь- 
ность 8, >58, >...>0, стремящаяся к нулю, что внутри каждой 
сферы $(5„, Р)(:=1,2,...) существовала бы точка Р; границы Ё, 
отличная от Р, для которой ци: (г) <1—е. Но эта последовательность 


Р;, Р., ..., стремящаяся к Р, создает противоречие с нашим пред- 
положением. 


53 

Возникает вопрос, насколько обязательно присутствие квази-изоли- 
рованных точек в заданном а рг1ог1 разрешающем множестве Л. 

Если Р — изолированная точка в обычном смысле, то она обязательно 
входит в О. Чтобы показать это, мы найдем граничную функцию } (5), 
удовлетворяющую условию разрешимости во всех точках кроме Р. 
Возьмем сферу 5 (2, Р), не содержащую внутри и на границе иррегу- 
лярных точек, ‚кроме Р, и рассмотрим бесконечную мажорирующую 
область Д—) ©, граница которой состоит из части Ё, лежащей внутри 
5 (р, Р), и части сферы $(р, Р}, лежащей вне ©. Положим всюду на 
границе А}(5)=1. Решение задачи Дирихле для области А является 
функцией ‹(М) непрерывной! в замкнутой области А за исключением 
точки Р. Если положить ‹(Р)=1, то функция ф будет непрерывна на 
границе Ё множества ©. Решение задачи Дирихле для ® и этой функции ф 
совпадает с самой функцией ф всюду, кроме Р. В точке Р задача будет 
неразрешима, ах ›г› стедует из критерия неразрешимости $ 1. 

Пусть ‘теперь Р—квази-изолированная иррегулярная точка. Вопрос, 
поставленный в начале этого параграфа, тесно связан с нахождением 
необходимых и достаточных условий для того, чтобы из разрешимости 
в точках последовательности Р,, Р, ..., стремящейся к Р, следовала 
разрешимость в Р для всех граничных функций } (5) (непрерывных в Р, 
сли речь идет о более широком классе функций; см. конец $ 1). 

ТЕОРЕМА ТУ. Условие необходимое и достаточное для того, чтобы 
разрешимость задачи Дирихле в точках последовате льности Ру, В, ..., 
стремящейся к Р, влекла за собой разрешимость в Р, состоит в том, 
чтобы последовательность“Р,, Р., ... была особенной. 

Доказательство. Достаточность была доказана в $ 2. Чтобы 
доказать необходимость, мы, предполагая последовательность Р,, есь 
особенной, построим граничную функцию /(5), непрерывную в Р, так, 
чтобы имела место разрешимость во всех точках Р,, Р.,... и чтобы 
задача была неразрешима в Р. 

Будем исходить из замкнутого множества 1, являющегося пересече 
6* 
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нием внешности © с достаточно малой сферой с центром в Р и будем 
считать, что все точки Р,, Р,, ... лежат на 1]. Заметим, что: 
1° если О— граничная точка уиз>>0, то всегда можно выбрать 


столь малую сферу $ с центром в 0, чтобы 
р Е 
9 (1- > в ()-е 
для всех точек О’ из $. Для этого сперва выбираем сферу $’ так, 
чтобы 


8 „> 9 (1)—5- 


В силу непрерывности у „ относительно О вне у — 5’, можно окружить 0 
столь малой сферой $С- $’, что для любой точки 0” из $ 
19° „(1—5 50° „(1—5 |< 

и, значит, 

У" (1—8) > 9 (|), 
если 0’ лежит в $. Но так как 

у) Уре 
ибо $С_5’ (последовательное выметание), то 

а 8 


у-$ 
для любой точки О’ из $. | 
2° если снова $— сфера с центром в О, а О, —граничная точка 1, 
лежащая вне $, то сфера $, с центром О, может быть выбрана на- 
столько малой, чтобы 


9 (18—81) > 58° (у) 
для любой точки ©’в 5. Это следует из того, что масса 9’, (51), 
вследствие положительното расстояния от (’ до $., стремится к нулю 
равномерно вместе с емкостью $1. 

Заметим, кроме того, что если сфера $ (соответственно $,), обладает 
свойством, указанным в 1° (соответственно в 2°), то всякая концентри- 
ческая сфера меньшего радиуса тем более обладает им. 

Приступим к конструкции. Возьмем последовательность положи- 
тельных чисел в,, в, ..., стремящуюся к нулю. Определим сферу $1 с 
центром в Р, так, чтобы 


Уо й —$1) — ВР (7) —е,, если ОЕ $1. 


уз 
Сферу $. с центром в Р, выберем так, чтобы 
0, 
о о ‚ если ОЕз, (по 25), 
ее, если О Ез», 
У < вт: (5$:) в», если ОЕ$, **. 


* Внизу указано множество, на которое производился выметание. 
** Возможность такого выбора доказывается, как 19. 
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Сферу $, с центром в Р, выберем так, чтобы 


53 ($: $) =0 
У (5 — 5—5.) >в: (уф, тЫ, если ОЕз:, 


17—31 —$2—$3 


о - 5$. —53) > вР2 (1) —е, =. если ОЕз., 
ое > ьРз (7)—е,, если ОЕ$,, 

Раны, бы) < 62 (51) а, + о если ОЕх», 
а в (Ее, если ОЕз.. 


Продолжая неограниченно выбор $; по указанному принципу и 06б0- 
со 


значив М = о $; (это открытое множество), мы обнаружим, что 
#=1 


— -м(—М) > ы Ра (7)—2=,, если ОЕ 5, у 

у М-+-уз1 (;— М -$,} > ь.Рз ()—2»,, если ОЕ$», | 
р и а ое ` (А) 

У ‚а-я я “) >ыР” (1) — 2=,, если ОЕ зп, | 

У=М-т "7 $: | 

| ) 

у М--тз1 (5: <! ОР (51 )-+ 2», если ОЕ$,, \ 

оны а) < (5,75, 2а,, если ОЕ*,, | 
те. о арии ты 2 И Виа ` ‘в 

у® о в 5; < вР*( Ув: )-5 2, если ОЕз, , | 

тему Я в 1 | 

| 


ка а о РИ Е, Иа де Ик, ое 


Обозначим рР” (5;) + 2е„=2/. Чтобы получить величину и (У—М), 
мт ($1) вымести на у—Л. Так как их 
величина меньше 4,, то, в силу первого о (А), потеря масс 
при этом выметании будет меньше, чем а; (1—7: (у)-- 2=,). Следова- 


тельно, 


когда О в $,, нужно массы и 


у и(1— М) > ьРз (7) — 23, — а (1 Ра) 2=,), 


когда О в $. Чтобы получить г О —ЛМ), когда О в<‹., нужно массы 
у@ вы > 
ИЕ = (5 .- 55) вымести на у— И. При выметании той части, кото 
рая лежит в $,, потеря масс не превзойдет @, (1 — в? (у) -- 2е,), а потеря 


при выметании $, будет не больше 


а? [1 — вРз (у) -- 2е, В а (1—вР* (у) + 2*,)] = 
=: (1 — ыРз (у) - 2е,) - аза, (1—вР*(у) + 2е,). 
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Общая потеря, таким образом, будет меньше 


(аз -|- аз, (1 — вез (+ 25.) аз (1 —в7з (1) 2%, 


ум (1—0) > вРз (д — 2=,— (аз 80) (1 — ВР: (У) + 2) — 
— 4 (1— ву) 9%, 
когда О в 5.. 
Продолжая последовательно этот подсчет, мы убеждаемся, что при 


переходе от У® и (1-м+У =) к И когда Ов <, 


лотеря масс может быть записана в виде 
п-1 
> И 25) 4%, 
= 
где 
ий Ве та _ - ; 
А, = 41-1 № ава -- » о 
п>А>Е п>А> [> 
Покажем, что надлежащим выбором величин а, достижимым воз- 


п-—1 
можным уменьшением сфер $;, можно добиться того, что суммы о ры 
1—1 
будут равномерно ограничены. Заметим, что для любого “> 0 и для 
фиксированной точки Р, сфера $, может быть выбрана столь малой, 
что а < для всех п>> # (число =„, фигурирующее в определении а 
можно, в случае необходимости, уменьшить так, чтобы 2, < 9). 
Выпишем несколько первых сумм: 


3 


о А: = а? а?а, + а1 -{ азау - азаз - азозаь, 


2==1 


4 
УХА =а + а + аза, фаз + аза | аза; -- азаза, | а5 - аза4 | 
#=1 
+ ава? 4 ваза: + аваза -- овала азов. 

Теперь видно, что нужно сделать для ограниченности всех сумм. 
Заменим $, меньшей сферой 5: так, чтобы а, <я“<1 для всех п> 1. 
Затем заменим $, меньшей сферой 5. так, чтобы ата, <. для всех 
п>2. Сферу $, заменим меньшей сферой $, так, чтобы ааа, | 
- аа? - ага?а, < а для всех п > 3 ит. д. 

Тогда, очевидно, 

и—1 
и < 


#=1 


[02 


{—&а` 
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Теперь можно доказать, что потеря масс 
п-1 
>И ВРУ 25) 4ь 
&=1 
стремится к нулю при п—> со. Для любого >> 0 можно найти такое 
в: х р 
т, что 1—7: (1)+2=:< 1 при #> т, так как последовательность 
Р., Р., ... — особенная, а г, —0. Тогда 
п-1 


ХР 2.) АА = У (1 РКУ) +2) А+ 


#=1 #=1 


+ ИР) 4 < Ат. 
= т--4 1=1 


Выбирая теперь п достаточно большим, можно достичь того, что 
т 


й 
Я А‚ < 1 (опять-таки вследствие особенности Р., Р., ...). Окончательно 


2=1 
п®—1 


ХИ — в: (+ 2=}) & < 1 


#=1 


1—а 


ири достаточно больщом п, что доказывает утверждение. 


Итак, обозначив через М’ открытое множество № 5,, мы видим, что 
и. 
Г. м. (7—М') > в: ()— (©), если ОЕ, 
У, (1— М”) > вР*(1) — (+), если ОЕз,, | 
и (У— М’ ) — ь.Рз (97) — (= в если и , (С) 
У „1—М) >в" (1) — (4), воли Оз, | 
: й 


где (з,„)— величина, стремящаяся к нулю при й—> оо. 

После этого доказательство завершается быстро. Во всех гранич- 
ных точках у — /[’ зададим граничную функцию равной 1 и расемо- 
трим решение внешней задачи Дирихле, которое обозначим через ф (0). 
По формуле Валле-Пуссена 


= \ 29 „= „и М). 
7-м' 
Определим теперь на границе Ё множества © граничную функцию }(0) 
следующим образом: во всех точках Ё, не принадлежащих границе 
у— М’, положим 


1(90) = (9) ЕЕ и (7 — М, 


а во всех остальных точках Ё положим }(0)=1. 1(0) непрерывна 
вР, как это следует из неравенств (С) и из того, что р” (у) —>1 при 
п ©. 

Задача Дирихле, очевидно, разрешима во всех точках Р,, Р», ... 
п неразрешима в Р. Последнее следует из критерия неразрешимости $1. 
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Изменяя несколько конструкцию предыдущего доказательства, мы 
получим положительное решение вопроса, ! поставленного в начале $ 3, 
и докажем теорему: 

ТЕОРЕМА У. Всякое разрешающее множество О содержит множе- 
ство От квази-изоли рованных точек. 

Предварительно докажем леммы, аналогичные свойствам 1°,.2° в дока- 
зательстве теоремы ГУ. 

ЛЕММА 1. Пусть на границе | имеется счетное множество е. Тогда 
при любом е > 0 существует такое открытое множество О, завклю- 
чающее е, что 

о (> 
для всякой точки О из О, где т= ий .® (1). 
ЧЕе 

Прежде всего, существует такое г, не зависящее от точки Ре, что 

в сфере $=$(г) с центром в Р радиуса г 


9 (у-Э>т-е (06%). 


В противном случае при данном = > 0 существует последовательность 
сфер $,, $.,... с Центрами в граничных точках Р,, Р.,, ... и с радиу- 
сами, неограниченно убывающими, для которых 


Ва (О Ез»), 
причем в большей сфере это не имеет места. 


Пусть Р-- предельная точка Р‚, Р., ... Окружим Р сферой $, для 
которой 


59 „(1-9 > Рф те 
(см. 1’ в доказательстве теоремы [У). 


При достаточно большом п $„ лежит внутри $ и 


У пе — У®. ао (ОЕз»). 
о. 1—3 
Следовательно, можно увеличить радиус $,„, не нарушив неравенства 
у (7—5) > т—е, что противоречит предположению. 
У 
Чтобы построить множество О, отвечающее условиям леммы при 
данном в, определим указанным только что образом число г, соответ- 
ствующее --, и выберем 9 так, чтобы ею. Окружим каждую 
> ы 
точку из е сферой $;, причем выберем их так, чтобы сумма их радиусов была 
меньше 7. Тогда емкость множества О=Уз, будет подавно меньше 1. 
Далее, 
9 (1—0) > о „(-—0-—8(1)) (@Езд. 
Так как расстояние от О до О — $ (г) не меньше г— 1, то 
[9 Ее [ — ея 
а 


м (ОЕз,), 


что и доказывает лемму, ибо 5; — произвольная сфера из О. 
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ЛЕММА ПП. Пусть на границе у имеется счетное множество 
е и окружающее его открытое множество О. Пусть, кроме того, дано 
счетное множество граначных точек се, на положительном расстоянии 
от О. Тогда существует такое открытое множество О,, заключающее 
е, что 


59 оо, (1—0 —0,) > о (-—0)—е (060). 


Для доказательства достаточно применить то же рассуждёние, что 
ив 2° в доказательстве теоремы ТУ. 

ЛЕММА 11. При условиях леммы П множество О, мосно выб рать 
так, чтобы 

9 с, (0) <в+: (060), 
где 
р=зарье (0). 
© Еел 

Доказывается эта лемма аналогично лемме Г. При данном => 0 

таким же образом обнаруживается существование такого г, не завися- 


щего от положения точки Р ве,, что 


о 


у-$ 


где $ — сфера с центром Р радиуса г. Затем берем х, соответствующее 


‚ выбираем у так, чтобы — < >, и окружаем каждую точку Р;Ее, 


сферой $; так, чтобы сумма радиусов всех $; была < 1. Обозначим 
0,=»У5:. Тогда 
бе. (0) < в (@).= а Е Е < р-е (ОЕз),). 


Заметим, что множество О, заключающее е, можно выбрать так, 
чтобы величина р была сколь угодно малой. 

ЛЕММА ТУ. Пусть е означает счетное множество граничных точек 
у и допустим, что амеется другое счетное множество граничных точек 
е,, причем ее, =0. Тогда е можно окружить таким открытым множе- 
ством О (Обе, =0), что 

о (0) 1—8 (ОЕе,), 
где 
т = ш!ь@ (7). 
Обл 


1 
Рассмотрим точки е, расстояние которых до е, больше --. Их можно 


заключить в такое множество сфер 0О*, что 


1 2 - 
Те (ОЕе,). 
Затем рассматриваем точки из е, расстояние которых до с, больше 


1 : : : ес ь С 
22 НО не больше -, и заключаем их в такое множество сфер 0”, что 


и, (у— 0—0) >т— 5 (ОЕе,). 
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Продолжая, мы получим открытое множество О = 0*-- 0*- ..., удовле- 
творяющее условиям леммы. 

Доказательство теоремы У. Покажем теперь, как нужно 
изменить доказательство теоремы ГУ, чтобы построить граничную функ- 
цию, для которой задача Дирихле будет разрешима во всех точках счет- 
ного множества Л) и не будет разрешима в квази-изолированной точке Р. 

Будем исходить из замкнутого множества ], являющегося пересече- 
нием дополнения к © с замкнутой сферой А с центром в Р, и пред- 
положим, что все точки О) лежат на 1. Построим последовательность 
сфер А, К,, №, ... концентрических с А, радиусы которых стремятся 
к нулю, так, чтобы на их поверхностях не было точек 0). Тогда Др 
разобъется на счетное множество е,, ©, е,, ©., е,, ©.,... счетных мно- 
жеств, состоящих из точек ), лежащих соответственно между А и А 
К и Е, В, и К,, ит. д. При этом 


ее, =0 и ее, =0 прин № 
й 


р р ем о 
ев =0, ‘еек =0, в -ч=0, ереь и ==0. 
Обозначим ‘еще 
т: = ть? (у), т;= ар? (%). 
(Ее: ОЕе; 

Вследствие квази-изолированности Р т; —>1 и т; —>4 при #—> ©. 

Леммы 1, П, ПТ позволяют точно повторить доказательство тео- 
ремы ГУ, заменяя Р; на е; (или на е;), а сферы $;,— множествами 0. 
В результате мы получим. открытое множество М =», 0,, содержащее 

и и 

ее, +е,-+... (или ее. е.+...), причем 


9 и(—М) > т, (5), — если ОО, \ 
У ы т, — (®,), если ОЕО., | 
И Е т акт. (В) 
я и(1—М) > т —(,), если «о, 


где (е„)—>0 при п—> <о. Можно считать, конечно, что М. (ее 
+е-...) =0 (соответственно М - (ее, Ре...) =0). 

При помощи леммы ГУ мы можем такой же метод применить для 
доказательства следующего предложения: 

ЛЕММА У. Счетное множество е, + е.+е,-... можно заключить 
в такое открытое множество М, не имеющее общих точек с ее’ -+ 
е-..., что если ноже | 

я и У:—м и 
9Ее, 

то при &—^ оо п‚—>1 (не совсем точно это можно выразить так: по- 
сле удаления № точка Р остается ксази-изоли рованной). 

Действительно, окружим ©, открытым множеством О, так, чтобы 


ОЕ, =0, 
м о И —®, ебли ОЕе.. 


ОБОБЩЕННАЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ 195 


Окружим затем с, открытым множеством О, так, чтобы 
О, (= е,) =0, 
й я 51 р 
"= ее _— мы. если ОЕе,, 


га о (7—0.) > т,‚—,, если ОЕе,, 
У 0. (0,) = И Ге. если (@) Е е,, 
где р. = зиры? (0,) (ср. лемму Ш). 


ОЕез 
Затем окружим ©, открытым множеством О, так, чтобы 
и й, 
О, (е, + е.) =0, 


5) кк Раты / 51 5 й 
бб (—0О:=0.-0)> о, если ОЕе,, 


У ао —С-0.).-т „— , если ОЕе,, 

и если ОЕе,, 

ть 0—0 (0,) < р. =, +% , если ОЕе,, 

р оз (Оз ЗА рН если ОЕь,, 
где р =зирьо (0,), а р2=зирьб (0). 

ОЕез ОЕез 


Эта конструкция совершенно аналогична конструкции, употреблен- 
ной при доказательстве теоремы ТУ, и поэтому доказательство закан- 


чивается так же. 
Заметим, что пересечение УМ удовлетворяет одновременно услови- 


ям (0) и лемме У. 

Возьмем теперь множество ЛМ ее | е,-+..., 
условиям леммы У. Тогда множества ©, ©, ... можно будет заклю- 
чить в открытое множество М’ =О- О-о. ... Так, чтобы 


удовлетворяющее 


хм. (-=М—М”) > п, — (©,), воли ОЕО,, 
°_к_м.(1—М—М”) > п, — (®), если ОЕО,, 


мм) >", —6, .), если ‚960, 


$ 


[9 = 

ты (т 
Заменяя, если нужно, м его подмножеством, мы можем считать его 
удовлетворяющим условиям леммы У относительно ее, ..., т. е. 


таким, что #;—>1 при #—> со, где п, = п т (у— М’). Тогда и №М= 
ОЕе; 
=0 +0, +... можно заменить его подмножеством так, чтобы 
® —М'-м а Ай > п, — (е,), если ОЕО,, 


и (у—М’—М№) > п.-— (®,), если ЧЕО,, 


т-М’-м№ 


х@- -М’— -№ >» С если п ОЕ’, 


. 


== 


Теперь достаточно положить в граничных, точках ве = 


и решить внешнюю задачу Дирихле, чтобы построить искомую функ- 


цию. Теорема доказана. 
Харьковский институт Поступиио 
математики 6. УПИ. 19% 
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ХМ. ГАМОКОЕЕ. $0В БА ВЕЗОГОВИЛТЕ ЮО РВОВЬЁМЕ ОЕ ПВтСНОЕТ 
СЕМЕВА5 Е 
ВЕЗОМЕ 

№ойз сопз1А6гойз [а зоавопт ф (М) 4а ргоёше ае Бизе Шеь обпёга!1- 
з6 рог ип епзет]е очуегь @ 4апз ГГезрасе А 1то1з аппепзонз, 4опё ]а 
гопиёге К езё Ъогибе, её Та !опсйоп }(0) Чопаёе заг 1а Ё, дит ез Ъог- 
пёе её сопйпме А реа ргёз рагфойф. Мои, @1гопз фае се ргоёте ез6 г6зо- 
]1Ые ап ро1аё итёаИег О, з1 1а зооп ‹(М) езф сопйпае & се роп\ц. 

Папз |е $ 1 пощз Чбтопгот$ 1е \№богёше за1уапё, дат а 6456 оЗепа 
(рог 1ез рошиз и\бт1еигз) ш@аерепаетепь раг О. Егозытап (3). 

ТНЕОВЁМЕ 1. баррозопз ие 1ез ропиз Р,, Р,, ... 4е 9+ Е цепдещ 
уегз 1е ротё итёси ег Р её 1ез таззез 4е Сгеееп иР” (е), ди! 1епг соггезроп- 
Чет, роззё4еть ипе сеграте Итце у(е). А1огз у (6) езь Гогшё Чапе таззе 
т< 1 сопсешебе аи рош Р её 4е Па аз гфЪайоп соппие (1 — т)е? (6). 

Тез гбзаабз Чаез а М. Ке@усЬ (*) з’еп запуеть Гас Петепь. 

Рапз 1е $ 2 пойз 46 топёгоп$ Пе 

ТНЕОВЁМЕ ПТ. Д её5е ип спзет Ме авнотфтае ПР 4е ройиз 
тео зегу 46 дие [а тез ае аи ртоете 4е ПРичеШе аих роётаз ае 
О емтате зоитоит$ (а гезо6 И ив рапоиё. 

Т,’ех13щепсе Чип \е|] ецзеп Ле тёзо|уап6 ДР а 646 Чесочуеь рак 
М. Ке@уесь (*). Маз поте Чбтопзгайоп ез5 сопзбгас лез её регтеф 4’еп 
Игег 4ез ргорг1666з ип рогацфез ге]ащуез А сеф епзет Ме. 

Опе заце Р,, Р,, ... 4е рошцз итёеаЦегз, роиг 1адаеЦе 1ез шаззез иР» 
сопуегоепь ет = 1, зега Аце пои ете. ЗлсВадае заце 4е рот; штёхаЦегз 
сопуегаеапт уегз О ез зи Пете помз арреегопз 1е рошё О диазЕ-1з06. 

Паиз [е $3 пойз абтотигопз Чеах Мбогёшез ргтстраих 4е сек агыее: 

ТНЕОВЕМЕ ТУ. Роиг дае 14 тезошЬ ие аи рто6те ае Отс 112 еп 0из 
Тез ропиз Р., Рь, ... @’ипе зийе депаате сет; Р еттгате шитоитз$ 1а гезош- 
БИЕ еп Р,‚ И езё пбсезалте её ‹ирузапё дие 1а зийе пе зо раз три ете. 

ТНЕОВЁМЕ У. Сйадие спзет Ме тёзойрапё ) сопйепё в0иб 165 рот 
4иа51-150165. Сйадие аште ро реш @те ежи 4е О. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОРЬЕТИ\ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕЗ$ ОЕ 120855 


Серия математическая 11 (1947), 197—262 5ете татетайдие 


То пе тетогу о} ту ЕЩеа 
бгойег$ 


РАОГ ТОВАМ 
ОХ ВГЕУМАММ'$ НУРОТНЕЗТЗ* 
{Соттитясей Фу Т. Утосгайоу, МетЬег о} {Ве Аса4ету) 


п 15 рарег ме р1уе песеззагу ап@ зай И сте сопа 1опз {ог {Ве уаН- 
Чу оЁ Ве дца$1-метаптап Вуро{Нез1з. ТНе аузпёаее оЁ обг сопа!- 
#опз оуег 4Тозе оБбаштейа Бе{оге сопз134$ 1ш Че {асф Тай {Те уай- 
Ч:4$у о{ отг сопа 013 сап Бе езбафИзВеЯ Ъу шеапз о! езИтаопз ог 


зоше {фг1еопотефг1са] затз ш4ерепдеп у о? 1№е \зВо]е {Ъеогу о1 
$-[лпсИолп. 


Спар{ег Т 


1.1. Моге {Ъаь е1еЪфу уеагз або арреаге@ &Ъе се]еЪгаце шешолг о 
В1етапп (*) 11 \БЬ1еь Бе 91зсоуегеЯ 4Ъе уопаеги] соппесйоп Бефмееп 
ргите-питЪегз ап Фе гоофз 0# {№е шеготогрВ1с ЁапсЯоп ((5) аейпеа 
оп Ве сошр!ех $5=с+ И-р!апе #0г с>1 Ъу 


К =иа+. +5... (1.1.1) 


Аз 1% 13 ме|-Кпо\уп Илз могк соташей а пашЪег о{ [сопгаяеойв збафе- 
шепёз \ИВ опзиЙслепь ргоо#з; \Фе еНМогёз №0 сотр\ее ШФеш Вауе 
ЬгоиеВф зисЬ гезаз аз (Ве шо4еги &Ъеогу 0# ицерга| Гипс опз. АП 01 
{Безе зфабетепёз Вауе рееп ргоуе4 ш &Ъе шеап-ише ехсерё опе. Тв 
збабешеп& — Ве !атоиз г1етапп1ап ВуроВез1з — 6ез 1ШТаб а гооёз 0 


к й р 1 Зи 
$(5) т 4Ве «сгИлса вы1р 0<о<! Ше оп $Ъе |1ше в= Ба Такше ш 
ассоипь Ещег’з 14епифу уаП@ {ог <>1 


= П — (1.1.2) 


Л 
рргипез "7 


(р делофез \№гоцеВоць 1813 рарег \Ше ргишез) Ив ВуробВезз шау Бе 
Гоги ае4 аз 


0 >. (4.1.3) 


* Зоше оЁ {Пе гезиИз соп4атей 11 4813 рарег (\Пеотетз Ш ап4 ТУ) Пзуе Ъееп 
ргезеп4е@ Бе!оге 1ве МафВета Иса]! АззослаНоп 11 Видарез% 1ш 7 Рег. 1944. Тве 
геад1и8 о! {Н13 рэрег 40ез поф зиррозе {пе Кпом]еде о{ зрес1а] рарегз ошу Че 
апдатегца1 {ас&з о{ 4Ве 4Ъеогу. 
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ТЬз Вуро'№Везз 13 пр &0 по\ ипргоуеЯ аз \е!] аз &Ве {оПозушя меакег 
. ри Я 
опе \ЫсВ вбафев \Ъаф {Ъеге 13 а питемса у вхеп 9, ИВ > < 8, <1 


висЬ {Ва 
2($) == О 10 < %.: (1.1.4) 
1.2. Оре о{Ё $Ъе сопзедиелсез о{ В1етапп’в Вуро{Ъез1з, аз Ве оБзегуеа 
1 еззепИа], ге{егз №0 {Ъе еггог-4егш о{ 4Ъе ргите-пиаш ›ег-фогииа, 1. е. 40 


х 
а 
д (2) = (2) — о, (1.2.4) 
2 
у\реге (2) аз ивиа] депо{ез {Ъе пишЪег о{Ё ргитез <х. Аз Н. уап КосВ (*) 
г1согоиз]у ргоуед Ч В1етапп’з Буро&Ъез18 13 гие {Веп Ъеге 13 а пише- 
г1са] а, васВ {таб 


|4 (1) | <а, У = ш? 5; (1.2.2) 

аз Ве зВо\е &1е \еаКег БуроЪез1з (1.1.4) мощ глуе 
|2 (<) |< а, 2 ш*х. (1.2.3) 
1 1108 0{ {Ве аррИса 018 о{ &Ъе езИша отв № мош@ Ъе за 1с1ец 10 
Кпо\у а питемсаЛу вттеп $3, УИВ > <$, <1 ап4 0{ 1Ъе ргорегёу ав 
11 {Ве ВаН-р]апе ‹>%, ((5) Ваз оШу а Йпце пишЪег оЁ гоо&з. ТЬ18 
№0114 оЁ соигзе пир!у Фе елёз{епсе оЁра $, ИВ ео (тийош 


Ше питейтса1 саше о! Уз $,) засЬ 1Ваё 0 (5) +0 10г в>$,. ТЬе вуро- 
{Вез1з оЁ (Фе ех1зепсе оЁ &Ве афоуе $, \Ь1еБ 13 а з1оЪЫу умеаКег ап 
\Ве Буро{Вез1з (1.1.4) ме зБаЙ саП-—юПомше 1. Кашиёг - &Ъе 4лаз1- 
глетапплап БуроВез1з. 

Аз Таг аз [Г Кпо\ ТЪеге аге ш 1Ъе ]щегабаге по шепо4з {ог айешри- 
ше Из Бурофезз \’ИВоцё аМетрЫпо аб \\е ваше Ише \№е вуро\е- 
813 (1.1.4). То 4теаф 13 фиааз!-глетацилап Вуро\ез1з, 40 уе {0г Ц 
а песеззагу ап@ за Йс1епё соп4Илоп \ЦИ пе\у шеодз, 13 {Ще аш о} 
$613 рарег. 

1.3. Атопс {Ъе г1сВ |Щегабаге \ЫсЬ 4еа]з \ИЬ 4Ъе {огшв (1.1.3) 
ап@ (1.1.4) ор В1етапи’в БуроВез1з ап@ 13 шаййу дие № Н. Вовг, 
Саг]зоп, Надатага, Нагау, Гап4аи, Т1И]еумооЯ, Ро]уа, 4е 1а УаПве- 
Роцззт, 51е5е] ап@ гесеп у 40 шеваш апа А. бефега, 1 Ш шепиор 
оп1у опе К1а4 оЁ рарегз сопсеги1ие уаг1оиз агИВтейса| ог Гапесйоп-Вео- 
гейса| сгЦег1а {ог {Ве {таб оЁ (1.1.3) ог (1.1.4). ТЬе поз гешагкае 
ОГ {Ъезе 13 ав о! [АЙ емоо4 (*) уЬ1еВ 21уез аз а песеззагу ап@ зи{Ё1- 
слепё соп41оп {ог &Ъе фгиёВ оЁ (1.1.3) 


Пим 2“ У в (п) =0 (1.3.1) 
х-—с п<х 


\Веге = > 0 ва Нхеа Баф агЬйгагу зтаЙ пишЪег ап4 в (п) депофез Ве. 
\чеП-Кпоми МоеБтаз-фопсМоп (=0 И п Ваз аё 1еаз6 опе даа@гайе 91у1- 
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30г >> 1 апа (—1)" И п=рр....р,). ЗийПагу !ог е ии оЁ (1.1.4) 
13 песеззагу ап зи 1с1епь {Та 


Вне: < ">, в (п) = 0. (1.3.2) 
> п<х 
Виш {Ве {20% 13 — ап №18 18 сВагасфег1з Мс Гог еуегу геви ш в а1тес- 

_ оп — Ва уе Вауе пейВег №ог ехашицте о! (1.3.1) пог {ог ШМав ой 
{1.3.2) апу шеёБо4 ш4ерелдепё о{ \Ъе {Веогу о! 4\е геёа-Гопсыоп. 

ТВе песеззагу: ап@ ва слеп сопа\1опз \ЬсВ Г оБфазеа {ог Ве ПАЯ 
ОЕ {Те Ч4иаз1-петапи1ап ВуроЪез1з 90 поф Вауе 1№18 @вадуащасе, № вай 
Бе {теаце4 у &\е шзеп1о0з пеуу шефо@з о{ Ушоргадоу (*) \ЫсЬ аге 
епиге]у ш4ереп4епь о{ 4е \Ъеогу оЁ 2ефа-фипс@оп. Моге ехасЙу 1 
\Ш ргоуе` 

ТНЕОВЕМ Г. „Рог йе атиёй ор айе диая-петаплиап Ву ро йе$ё3, &. е 
[ог 4йе езаяепсе ора %, ий - <$, <1 ий паг (5) =0 раз вт айв 


йа1]-рапе с > %, а Дпйе питфег 0} гоо{$, #5 песеззагу апа зи]нсепё айв 
еж5{етсе о} питетса[ сопз4ат!$ а, ап4 а, зисй айаё рюг ё>0, 


аи < Ма № М (1.3.3) 


гйе гпедиа у 
Ме ша м) .. 
ан (4.3.4) 


№ <р<м№ } 


фе (тие. 

Те 1шедаа фу (1.3.4) 1в оБуоиз1у заызНей {ог М> е/Т вое 1ог 
№ > 100 
ом Ме ава му 
и = 
п Ъе аррепа1х Г \%Ш впоу’. (согоПагу 1, П, ПТ о{ еогеш ХИ) вом 
Утосгадоу’з шефво4 ]еа4з $0 Ве ргооЁ о{ {Ве ЁоПо\утя шефа Иез 

$. Рог <1<1 зе” < «М < м№<М \е Вауе` 


№ ат (М) < 


№ < р<м№” 


23 ша №) 
ит тТр | < (7500 ие : 4.3.5; 
о — т ий о 
№'<р<м 
2. Рог- < <1< т ап4 де" < 1 < 7. < №' < №" < М, ме Вауе 
№" (11а №)* 
тип ра р) 272 $ 1.3.6 
ры = НУ и УИ а 
№<р<м" 


3. Еог акк м < ММ уе Вауе 


(68 Ме Авт №)? 


я ей 1а (Р-+М) |< У 


№ р=М№ 


(1.3.7) 


900 Р. ТОВАМ г 
п сВарёег ТУ ме м Ппа уаг1оиз .геза 8 Вась Бом Таф Фе г-уа- 
14ез Гог УЪсь \№е тедиаПьу (1.3.4) Во]@з, аге пепегаЙу «пеаг &0 еасЬ 
оЪег», 1. е. а «ргосешв \Веогет» (Беогеш ХТ) Бо14з. 

1.4. Тве заше ше\о4 Гагп1$Без {Ве {оПомштя. шоге сепега] 

ТНЕОЗЕМ П. Рог ше алый: о} йе диаз!-метаптап Руроёйез1$ #5 
песеззагу ап зиНаепё йе ежзяете о ап а>2, 0%В<1 апа 
9. =а, (1, В), а, =в, (>, В) засв глаё ог 


аки « ИМ << (4.4.4) 


дйе зпедиа пу 
Мела М)" 


[10 
о е | <а, ЕВ 


№ р м 


(1.4.2) 


фе тие. 

16 13 оъу!0и81у заЙеепь 40 ргоуе оп]у 1Веогеш П. 

1.5. Твезе Феогетз зирр1у 'по Ии!огтабоп аЪБоиь Фе сопзедиепсез 
ОГ Пе шедиай Иез (1.4.1) — (1.4.2) сопсегилие &Ъе асёбла] розИлоп ой \№е 
фа И-р]апе ш УЬюВ {Фезе тедиаНЫез аззиге Ш\е фгобВ о{Ё Фе апаз1-г1е- 
тапи1апй ВуроВез1з. Ког Из ригрозе ме збайе верагаце\у &\0 \Теогетз 
уВозе сотЬтайоп 21уез 'Пеогеш 1; 1Ъе зилайоп 13 або \Ъе заше 
яз ш Ше сазе оЁ \1е меП-Кро\п 6Веогет 0Ё Нагау ап Тл/емооа 
геаия 60 \№е Сезаго = зиттаБ у о! Ме Еоимег — зеглез. ТЬезе &\о 
реогетз гио аз оПо\в. 
` ТНЕОВЕМ Ш. Г] Фйете ем сопатз &>2, 0<В<1, апа 
а, =а, (т, В), в; =а, (*, В) зисй Фаё [ог 


< <м < Ммм (1.5.4) 


гве зпедиаи1у 
№ е За М)? * 


< @ь На (1.5.2) 


| > ей тр 


№3 р<м" 


* 1 м2! Бз 4Вз 133% рэз\Ые { мз сош@ ргоуе 4Пе тедиаШ\у (1.5.1) — 
(1.5.2) МИН х=2, В=1. Рог {Ве зпаЙаг зат 


еп 
№, <р< № 


{в 18 аа еазу 40 ргоуе. Рог зе Науе 


| (и + 4)1*й — п+й — (1+1) ви = 


Е 
(1 в акюн(1+ +1) | +1 ИТЕВ |1 (1+ Е )-=1; 


се ог В: < 1, аз 1 13 еазу %0 ргоуе, 1—8 31218, уе Кауе 


«п 


Го-ей — пли аи) п < ЕЁ УЕ _ 2(1+22) 
п п 
за@ зошииов {ог № «п < №" И 2 < <№<м№<м 


> ет 


№<пв< № 


У —_ 
<-- +2УтЕВ <“ 
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в0445 ёйеп йе диазё-петаптап пуроёйез!5, йо14$ }юг йе п }- Папе 
з 
в>1—е-108; (1.5.3) 
тоте етас у &йете #5 ап а, =а, (х, В, а,) зис® впаё (($) 0 г 
з 
9>1-в-9, |2| >а.. 


ТНЕОВЕМ ТУ. 1/5 (5) йаз т Ше в- Мале 9>8, (158. <1 эл 
от1у а Ппие питфег у о] гооё$ вап юг 


1 | 
1001-84 8 «м == 


У е1пр 


№3 р” 


гве гпедиаиу 
М3 № 
ее 


й014$ тий а. =а, ($., у). 
Тре роза Шу {10 Йп4 \№е шуегзе \Теогетш о! \Веотгет ПП Ваз Бееп 
виссезве4 Бу Мг. А. Вёпу!. | 
1.6. Тве ваН-р1апе (1.5.3) в1уеп 11 \Ъеогеш ИТ 13 Фаг {гот Белая фе 


Без розз1Ые. 1% 13 ргорае %№аё Пи! о! 1№е Гогсе оЁ опг шео4 13 \№е 
Ва!-р]апе с > а . Опе о {Ве поз еззеп а] оБзбас]ез оё (№13 ипргоуе- 
шепф Ууоп1А Ъе гетоуеЯ 1{ опе соц! ргоуе {Ваё {ог 


Я 
я << -8<1 


\Ве пишЪег о{ {№е гоофз оЁ 5(5) ш 1№е рагаПе]обгат 
{95 НЕ (Т +1), «а +Е(Т + 1)} 
Ч1у14е4 Бу шТ 18 1евз \Ъап С (5), \Веге Пт С (5) =0. О! сопгзе +Ве з\гоп- 
л $-+0 
дег 1педиа] у 


р С Т+4)—М (%Т)  () (1.6.1) 


0 Р 
уай@ {ог „>> \0и14 Вауе \\№е заше е{есё; Ъаб №131 азь 1шшедаа у 
1, аз Раскипа (°) ‘ап@ ТиИМемоо4 (*) зво\еЯ, едилуа]е 40 Ме 
ипргоуе4 сопдесбаге оЁ 1ли4е15!, 1. е. шю Ще т@айоп уаШ9 1ог 
6 — Е ап апу => 0 

18| # |-® |< (95 + #2) [=0. * (1.6.2) 


® №% Че уегу ипцаезИов апезМоп аг1зез уе{ег 4Ве аБоуе шеп#1ореа 
уеаКег 1педиа у 
м ЕАН ЛЬ Тм (&+27)] Со), Бшс (9-0 
Т-—- со п г 
пиорНез Ве 4гийВ о! Ве 14пде!6{-пуро*Нез1$ ог по%. 1 сом! поЁ зе Ме 1115 диез Ной 
Я поч. 
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ТЬ!з пеапз \№аб {гот п 4е16{’з соп]есфаге Г сап оБфаш зоше сопзедиеп- 
оез щ 1№е 41тгесйов оЁ '№е 4ипаз1-г1етапилап Буроез1в, 1. е. {ог \№е 
«Ъот12оп4а1 913 Ъомоп» 0{ Ще гоо&3 1ш Ве ог1 са] зы1р пов оп]1у {ог Фе 
«уегЫса1 @1зыБиоп», 1.е. Гог 6Ве шуезывамоп о! М (°,, Т+1) —-М (с, Т). 
ТЬезе гезиз слуе ш а сешаш вепзе. 4Ъе сопуегзе о{ \Ваёф ‘Феогет 
о! лемоо4 [1. о. (°)] УЪ1оВ збацез \Ваё {Ве \тщ В о{ В1етапп?з соп]есилге 
порПез {№аё о! 04е165{; а заешепь \Возе розза116у уаз афоицё 1930 
по фаЦе зиге *. 

1.7. Твеогею ПТ адшИз а 311256, Ба поё ипеззепйа] гейпетеп%. 
\УТе ргоуе 


ТНЕОВЕМ У. [1] айеге ате «>22, 0<В<1 апа а, =а, (х, В) зисй 
граё рог 


ея арм! < ММ В 


айе тпеди у 
М№Ме?З в 1а №)? 


т (1.7.2) 


| > 608 (# п р)| <а, 


№ р3м№ 


. з 
#0145, ёйеп йе 224а-шпофоп йлз а ПпИе питбег о} тооё$ ог < > 1-е ы . 


Те ппрогапое 0{ {Ве тшечиаЦёу (1.7.1) — (1.7.2) Пез щ Фе {30 
Ва ме ргоуе дийе зипр1у (Феогеш 1Х) &№аё 513 18 «оЦеп» зайзНед, 
1. е. Гог апу О<^< 1 апа 


353 <№ММ№М« Му #>0 
\е Ъауе 
шт | У соз(2Шшр) <=. 


ЗН ром 


Т аа поь засоеедей ш ргоущб а зиаПаг тшедааШу {ог Ме ват 
сИШР, 

№ ам 

` › 4.8. ТЬеогешз ГУ —У аге поф \Ъе тозё сепега|] Веогетз 1 13 
@тгесмоп [ сап ргоуе. Гапдаи \угое [("), р. 369 апа(*”), р. 564] \№е 
тоПо\йия Ппев: ‹«... Плезе Табзасве 4ещфек уледегит ап{ ещеп агИ ше- 
Изофеп Сазаттепраця 2\азсВеп 4еп сошр|ехео УУиглеш 4ег Хеба щей оп 
ип 4еп Ргипта еп Б1. ов Бабе аБег Кеше Апиа? \огш дегзеЪе 
Безев%...» ТЬе ИгзЬ вер 40 Из моШа Бе Це ргооЁ ав сегбаю 
ргииез Бауе ап е есь оп1]у ироп сегба!п- пои-г1У1а1 гооёз ап4 сопуегзе]у, 
1. е. 10 Йла 10осаИвайоп-(Беогетз. УУИВ а ГоагёБег гебпешеть [Г %Ш 
ргоуе зисБ \Ъеогешз. Моге ехас Шу 1 вВо\ 


* С. 1. 4Пе ехсеПеп+ Бок ‘о! ТИсьюагзН (7). Не \г\ез (р. 93): «\Уе` Вауе а1з0 
з6еп {Па 414814173 Вуро{Вез1з 13 {гие 11 плетапо’з Вуро{Нез1з 15 (гие. ТВе сопуетзе 


ЧедисИоп Помеуег саппо! Ъе ша4е». ТВе {1гз& %ер ш Из ахесйов Баз Бееп шаде 
Ъу А. Е. шеъам ($). 
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ТНЕОВЕМ У1. биррозе Фйеге ехё5ё ап а>2, 0%В<1, АР 1 апа 


6 ай 36 (400-81 1па + 1(15А4+240.)] 
с== шах (е №, е!120°, сей (1.8.1) 
зисй айаё рог а & > с апа рог есету 
Вт М < М Мет (1.8.2) 
ве гпедиау 
23 (1п 11 №)? 
| У оо, шр АЕ (4.8.3) 
№<р< м" 6 
1014$. Тйеп © ($) 0 рог 
ее (1.8.4) 


1 
ТНЕОВЕМ УП. [её 1. >0, + <%, < 1, ‹, > шах (100, 30") ал че 


зиррозе пай е гаа-риисйоп 4оез поё сатзй ат 4йе рагаИеюетат 
Зе, ти. 
Твеп те раге |ог есегу & рог умей 
<, о Ра" р ти 


апа ]ог ехегу М, №, №. май 


тп (1, т,) 


ЕЕ, мл 


ве зпедииу 


400 № 113 № 
И Шр о... 
ы — пало (1, 11) ша, т,) 
№3 р” 


УИ о{Ъег уог@3, Ве {асё {Таф С (5) уапазВез ш а сегаш НЙоИе доташ 
р, ог поБ 4ереп@з оп]1у ипроп \е ргипез о{ апо ег ЙпЦе доташ Д,. 
ОЪу10из1у 'Теогешз УТ ава УП сошаш аП оЁ {Веогешз 1—\У; Вепсе 
16 13 зи сеть 40 ргоуе Веогешз УТ апа УП. ТЫз \Ш Ъе 4опе п сВар- 
фегз П ава ПТ. 

1.9. Аз шепыопе@ уе вВа зЪом ш 4Ъе Арреп41х Бо\ опе сап ве 
езытамопв мИВ Уторгадоу’в шефо4 {ог ватз ой {Ве 1огт 


ей ш!Тр 
№<р< М 
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НИ 1-Е 0. 15 зеетз 10 ше {ав \Ъе фтеайтепь о 1Ъе сазе у =.0 пее4з пе\у 
деу1сез уЪасЬ аге поё оЁ ригейу 4есвшса] паге. Ви ИТ = О вц 13 ыеЫу 
ргофа Ме \№аф а з1еЪу шо41ЙеЯ цесвп1аяе Ш Бе ае 10 ппргоуе 


{Бе ехропепф о{Ё & оп \Ъе г1ёЪ в14е ой (1.3.5) 4ю е +8 (5> 0) шцеаа 
(0 >. ТЬ1з гешагКк ]еп4з а сегфа1п егезь 40 Ме 

ТНЕОВЕМ Х. [/] йеге сап 6е рипа те питфегз «> 2, 0<8 <, 
а, =а, (а, 8) > 100 ап4 а, =а,, (я, 8) засй ай 
Ме? ав 1 №)? 


У е'Ушр 


№<р<№ 


< 4 


[ют ехегу М, №, № тий 


ареп ($) аз ап ше пи - мапе АС оту а Ппие питфег 
о} гоовз *. 

1.10. ТЬе тозё еззепыа] пе\ {еабиге оф шу шефо@ 13 \е зошоп 
о{ а даезЯоп \Ъ1сВ шау Бе сопз1Чеге4 аз а пе\у ргоеш ш \е ШФеогу 
о{ Ч1орБапыте арргох1шамопз. 1 шау Ъе сБагасцег1зе4 Бу заущс ав 
4100 шапу» сопзесайуе ро\ег-зитз о? п Йхе сстр]ех пшиЪегз саппов 
Бе зипиЦапеойз]у «00 зтаЦ». А зипЦаг ргоешт ой Ч1орвапише аррго- 
хипайопз У\Ъ1ев Баз Боец пито4асеё ш Ще ШФеогу о 2еа-Гапейоп 
Бу Н. Вобг шау Бе з4а1еЧ аз гедиш! ис а 1о\ег езытаНоп о{ \Ве даомепь 


У У 
2 ... +2 
тах Е = 


тать | | 21|*+ ---+|2и |” | 


\Теге 2,, 2.,..., 2, аге агЬИгагу Ийхе сотр]ех пашЪегз \Ъ1еВ 40 по 
уапазЬ аё {Ве ваше Ише. Рог В1з ригрозез е. #. {Ве 1аедиа! у \у’аз 


кан 
и. В 
т<зу«т.5” |2: | +. +2 | 


‚ т>1 (1.10.1) 


эстет. Еог ойг ригрозез 513 пиегуа| 13 «100 1агое». УУе зБа!] гер1асе 
1 
(|2. ^-+...-+ |2. |)” Бу па |2,| ап@ зВагрег Бу шах |2;| “ыев УШ 
1=1,....П 1=1,... п 
а11о\ 40 гедисе {Ве пицегуа| [ог \Ъе ехропепь у №0 т<у<т- п. Зо ТмЩ 
ргоуе (зее 1етша ХИП) ШФаё {0г т> 28п 


81 


шах ао шах |2|. (4.40.2) 


т«<у<т--п 1=1, аз ь 


* Рог а вепега]12е4 {ога 0{ {13 Веогеш зее р. 233. 
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Сотрагт 13 езЫтайоп \ИВ (1.10.4) {№е 1ацег зеешз 10 Бе ой зоше- 
\%Ваь шеап-уаие сВагасцег. 

16 13 еазу 10 зее аб езышаймопз зипЙаг 10 (1.10.2) рЙау а1з0 ап 
ипрогёапф рагё 11 \Ше белега! \Ъеогу оЁ Гапсопз. Е. ©. а 311066 сепе- 
гайзайоп оЁГ шу 1етта УПТ шги1зВез а зиар]е ргоо! о{ {Ве {ашоиз сар- 
{Веогеш о? Рабгу, \У№МсЬ зауз Ва 1 


=» а,“ Пе сов № ицодог) 
У=1 


Ваз |2|<1 аз стс]е оЁ сопуегрепсе, Вер 13 стее 13 Ме сотрее 
Чотащ 01 5 ех1${епсе. 16 зеепз {0 ше Фаё Из \ау о! ргоо! маз \уашщеа 
шт Ще ехсеПепь роок о{ Ра!еу аца №. Уепег оп Коцтег-{гапзГогтаз 
т сошрех аоташ ап \%Ш Бе зацаБ Це $0 сеазе {Ве зоте\мВаь 1зо]абе@ 
розилоп \В1сВ 1$ уегу ицегезЫпе \ШМеогет Ваз. Зоше о{ \Ъезе геза16з 
\1| арреаг ш а пойе ш \е Нипсаг1еа Маетайса Асёа. 

Му ргооёз {ог \№езе 1етшаз аге рагМу а1вефта1с. ш а уегу зресла1 
сазе (|2;|=1,/ =1,2, ..., п апа обБег гезгасмопз) 1 ИМе\уоо4 (°) омат- 
е4 —уиВ даце аегешь, 10 ог сазе ипаррИсаБе ше\фо4 — езИта 1 опз 
\В1сВ аге зипПаг {0 шу 1ешта УП Ъиё \еакег. Ш 15 регБарз пюгез(- 
105 10 по {Ва ГИЙе\муоо4 аггтуе@ 10 Ш1з ргоет а1зо шуезивайие 
Ве @1зиЬойоп о{ Фе ргишез, шоге ехасИу Ше з1еп оЁ Ше Ч1Ёегепсе 


(0) а п а зВогё поёе “св у\Ш арреаг ш Ъе Фоигпа] оё \е 


Гоа4доп Ма{В. 5ос. [олуе, изше шу шево4, {ог 1етта УПТ зепега1за- 
Я0пз 01 ГИМемоо4’з аБоуе фало{е@ {Теогетз шт зеуега! Язтесйопз. 

1.11. Му шефо4з {ог зВом\мшя \Веогешз 1- УП тштау Ъе зкеюЪеЯ аз 
ГоПо\з. Опе ой {Ве {ипдашепфа1 14еаз 13 {те м оЁ Ще гешат- 


дег-зит 0# Фе Пс е{-зеглез о{ \Ве Ёапсиоп — > (5), сопуегреп {1ог <> 1. 
ТьЬе 1Чепфу 


А 1-8 р — 29-8 
р а: о (1.44.1) 
п>Ё 
\Веге А (п) запаз ог шр, И п= ра, а >1 апа 0 И п- ра г ег 
о=о»- И, гапз Шгоцев ЧФЪе поп-\г1у1а! гоофз оЁ &(5$) (1. е. Гог \Ъ1ев 
0<‹,< 1), Ё> 1, Е-Е ищебег ап с>1, соппесёз 4Ве поп-ы1у1а] гоо&з 
\%ИЙ ргипе-патЬегв. И \е зиррозе {Ъаё {Теге 13 а зедиепсе р, р», ..., 
и. Ио, + И, ... вись Ва 


ее ...—>1 (1.11.2) 


\еп сро0зтх $=с-- И, ап с>1 уегу пеаг $0 1 'Тозе {егтз аге раги: 


си]аг1у Лагсе ш ‘№е зат оп {Ве г1еЪё ой (1.11.1) {ог \ЫеВ р 13 «пеаг» 
40 Ше Нхе 5. ТЬ1з рЬепошепоп \0014 Бе згопхег М \уе сош4 гер1асе 


Ве Тасвог Бу К Ъешя а 1агое розШуе пиедег. УМе со4 


1 
р ($—6)* 
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оБьазт 13 огтаПу Бу ицестайпе 4Ъе 14епыбу (1.11.1) (&— 1)-Ийтез 
ассогазюс 10 Ё; Би АИйсшЫез аглзе {тот 4Ъе {асё {Ваё &Ве зегез оп Ве 
г12В6-1е ой (1.11.1) 13 пейъег аЪзобе]у пог ипИогиЙу сопуегвепё. То 
ауо: \№13 АИйси\у \е зфагё, шяеаЯ о! Фе Гога (1.11.1), {гош Ве 
14епцву 
Д (п т де 8 28-8 д 

У Ур УЕ (1.11.3) 

п>х [7 п=1 
УЬ1сН сап Бе еазИу Ч гесЙу ргоуеа. М№\ \ме сап шфестаёе (Ё— 2)-Итез 
ассог4ше 10 &; Мыз орегамоп сап, аз Ц 13 меП-Кпо\уп, Бе гер]асеа Бу 
а пе ицестайоп. Непсе ме офаш Фе Гп4атепба1 14епву * 


к 
А (п) т | 18-1 2. 
№ 18 - - 41 = 
Е п>х 
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Е1-8 ЕР-3 
=(— 1)! — — —ь. 1.11.4 
( 1) а > ($—2)^ +2 № ($ + ее] ( ) 


И (1.11.2) мо Ъе 4тае ме сВоозе $ =в +й,, {ог суегу ПхеЯ ру ар, + 2, 
УИЪ зи1елеп у ]агое 1, уУЪБеге =с(&) > 1 18 пеаг 10 1; Пи\Ъег ме 


[2 


сроозе & ап@ А аз зацае ипсйопз о{ &. ТЬе ицесга| оп Фе 1ей-з14е 


%Ш Бе езИшае4 изшо Ме шедиаЦ®у (1.5.2); 13 м1 уе ап аррег 
езйтша оп {ог 3 ехргезз1оп. ТВозе 4егтз оп {Ве г1о6ё-з14е оЁ {Ве 14еп- 
и6у (1.11.4) уЪозе р 13 «!аг» {тот $ аге уегу зтаШ 1 аБзопие уаше 
апа Из Во]4з а]зо Гог Рег зиш; 613 \Ш Ъе а]з0 ап иррег езИтайоп. 
ТЬе гетайиис зат \Ш Бе езитабе4 }гот Бео%ж Бу зайае сВо1се о{ К; 
Веге уе шаКке изе о? ог 1еттаз оп ро\ег-затз 0{ Ихеа сошр]ех паш- 
Бегз. ТВезе езитамопз \Ш сопута91сё №0 (1.11.4) и (1.11.2) Во]9в. 
"ТЬе ргоо{в о{ {Фе сопуегзе {Весгетз ТУ апа УП аге ао оЪу100з, Теу 
пее по рге]ипишагу ехр1\апабоп. 

Аз {0 Ще ехрозИ1оп о{ Ще ргоо{з \е геадег \%1Ш оЪзегуе Ва а пат- 
Бег о{ |ешшаз аге о{. раге]у пишег1са] пабе. ТЬе геазоп о{ {Ъаё 18 
ТФаб [ тоуе а сгеаё огсВезёга о{ рагашебегз ап4 &Веге{оге \Ве изе о{ 1пае- 
Поце сопзбапёз \ошА сацзе а {ееппо о{ ипсегвалибу. ТБегеоге Г аш \огк- 
108 а]\уауз №МИВ ехр!1с1\\ шедиаез; по пее4 0 етрВаз12е аб ТГ а14 поё 
цу 60 оМаш Ше Ъезь роз е сопзбапбз \ВоцеВ Веу моша поё Ъе мИВоц 
ипрог4апсе. эм 

1.12. 2 соппесйоп \ЦЬ \Веогет П Г УШ са Ше амепйоп 10 ап 
ибегезЫпо [асб. Ассог4ше 60 13 \Ъеогет, \№е шедиа\щу (1.4.1) — (1.4.2) 
13 Ше песеззагу ап4 зиЙ1слеть соп4 оп {ог Ще илийЪ оЁ 4Ве длаз1-петлап- 
п1лап Вурофез1з. Виб еу14епЙу \№е ех1зепсе оГа $, засЬ {Ва ((3} =0 
Баз 10г <> $, ощу а Нице пашЪег о! гооёз ппрЦез &Ве ех1збепсе о! а $, 


: 1 
УИ --< 3, < 1 засВ {ав 0 (5) -Е 0 Юг с > $, ап Гаг ег 3 парез а 


* Бее а150 {оофпое оп 11е р. 223. 
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|=(®— \ 99 |0 (2+6), г>0. (1.12.4) 


р 


ТВе сопуегзе дефис оп 1в оБу1оиз]у а1з0 фтие; Вепсе хе омат 

ТНЕОВЕМ У1Ш. Рог ёйе тай о} те тедиайу (1.12.1) юг зоте 
тей 8, < 1 15 песеззагу ап4 зи} степ ге ати ор айе спедиай у (1.4.1) — 
(1.4.2) фий воте плед «> 2, 0<В<1. 

Тве ицегезИп$ ш 13 ШФеогеш УПТ Нез оБуои]у ш Фе {сё {Ва 
Бо соп4Яоп ап4 збабетелв ате 3п4дерепепь о! {Ве хеа-{ипсНоп. А тес 
ргоо{ оЁ Ш уегу пиегезыля 4Беогет зеешз 40 ше Чезта е; п 651 
шотепё Г сап оп]у Чедисе шедиащу (1.4.1) —(1.4.2) {тот (1.12.1), Ба 
по сопуегзе!у. ТЬ1з раг 13 даЦе зипр]е Бу рагЫа] зиштамоп ап@ тау 
Ъе 1еЁ 10 11е геадег. 

1 В1з шетог (*) Утобгадоу зауз (м ЕпоИзВ вгап ай оп): «... Г ге- 
тагк {Ва шу ше о ш Изей! 13 апаЫе 40 о1уе аб ргезепё ейБег \Ъе 
Саиззтап ]а\ о{ {Ве 413 фийоп оЁ фе ргшпе пашЪегз ог о'\ег апа]о- 
500$ 1а\уз уме аге оббашей Бу Ве аррИсаМоп оЁ {\е 2ефа-Ё№псмоц о 
Ветапп. Виф 16 13 сВагасёег1зИс 40 шу азушрЬойс {огшо]ае &Ваё Ве 
Чесгеазе о? Ще ог4ег о! Бе геташ4ег-6егт 15 0{ ог4ег о{ а ромег ми 
роз\луе ехропеп6; Ве {огиае обашей БиИЪегюо Бу \е аррПсайоп 09 
Ее 2еба-Гапсйоп о? В1етапп 21уе гета!п4ег-6егиаз, Ве Честеазе о? \“№МсЬ 
13 ш сепега| уеаКег {Вап апу ро\ег. ...» Аз зоше гезиз о! {Ве ргезеп& 
рарег. ($Веогетз УПТ апа Х) зВом, ап иаргоуетепё оё Ушовгадоу”з 
шео4 соппесёе@ ЦВ №Возе оЁ 13 рарег сап геасЬ \№е аБоуе шеп- 
Иопе аипз. 

1.13. ТЬезе гези1ёз шау Бе ежеп4еЯ 10 РиеШе’з Г-ипсИоп; Фезе 
ап@ зоше шод1Исайопз 1 \Ш раБИзЬ ш 1Ъе зесоп@ рарег фюзеег— 
Т воре — ИВ \е ргооЁ оЁ{ ту соп]есваге оп р. 233, 1. е. \ИВ Ще ргоо! 
0{ Ше Чаа$1-глетапиап Вурофез1з. 

Т зВоша 11ке №0 ехргезз шу Феерезё стамблае №0 Мг. У/ИПаш 3опаз2 
У\Во Ваз шае розз1Ые шу \огК ш Фе Баг4езф тез ш 1943. Гат т4е- 
е4 10 шу {1епаз Ог. А. Вёпу! ап@ Пг. 5%. Е614ез {ог фешг штапу 
уа|паБ]е гетагкз ап зисвезопз. 


Спарег И 
2.1. ТЬтоповоль 4813 сБарёег 19 
ОЕ и < Ви (2.1.1) 
фВиз ме Вауе 
а>а> 28. (2.1.2) 


УУе зиррозе Ёаг ег 11 ‘№13 сБариег 1Ве ех1вепсе оГа & {ог \ЫЬ, 


бла“ {6 [400-1.81 10 а--лл (13 А+ 24а)] 
в =*=шах(е!, ©1101, ее ) (2.1.3) 


ап4 Гог еуегу М, №’ апа № уиВ 
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«Ам м<М<еть (2.1.4) 
ве шедаау 
№23 ап 1 №)? 
№ 08 (2, п р) а а (2.1.5) 


№'<р<\” 


Бо]. ш ма ГоПомз ме пеей обет Ще зиире {ога 


яе ре 1-^ 


Е 


\ А шеде = 


уаПа {0г а > 0, \^`> 1, апа 1№е езитайноп 


со 
1-Х ша 


| Е (2.1.6) 


а 


уаПА 10 2>^>1, а>3. Еог \№е ргоо{ о{ {Беогеш УТ \е пее4 а пат- 
Бег о! 1еттаз. 


2.2. ГЕММА Т. Ге }($) бе гевщаг рог |8 —5'|< В ап4а йете 


11(5°) 


[Г] М аепозез ве питфег оЁ 4йг гооёз 0} 1 ($) т йе рагаЦеовтат Р: 


В ” В я 
о. 8—#| 
йен фе еитаноп 
= М 
о. 


йо14$. 
Ргоо{. Ойг збабетепё 1оПо\мз еазПу тот Тепзео’з Тогшо]а ап@ Ве 


оъзегуайоп (Таф Фе рагаПе]осташ Р 1$ сошате4 тп {Ъе саге во г 


И М, Чеповез \№е пашЪег ой! Ще гооёз ш 13 1азь сие ап@ 2, 2., 
бал {ог &Ъезе гообз \е Вауе 


п 12,—5'| “№12 12,— $’ | 
У 
[2-й АЕ 
2 9 (5, | | м 
‚ 391 5’ + Ве, 
в. 715”) 152’ 
0 


4. е. 4. 
ГЕММА П. 16 2<0’<1 


1 $ у 
ен 2, > е*°. Треп ияпе фе попов 
п 


0} спарёег Г, те вате юг Фе питбег о} йе гоойё$ о} 0($) ап Ше рагаЙео- 
втат ["- (+ 2(1- о"))ё, 1+ (+ 2(1—50"))Й 
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5", 2 (1—5с"))— №(5", ПШ 2(1—5")) < 
<4(1—ос") ши Зшш (+ 1+5. 


Ргоо{. \Уе арр1у 1ешта 1 мИВ 5'=2—с"+ и”, В= 6 (1— с"). Тье 
питЪег М оЁ 4Ъе !огтег 1етша 13 оЪу1003 у 


М№ (35, и-- 9) (1—с")) г“ № (с", 9) (1 —0")). 
Эщсе 


ПО 3 5< 


сум =| Хв (вии 


п 
<1+(1— о") <1+Уши<2Иши 
ап4 {ог #>50, О<о<2 * 


[< ($) |< (2+2 > о. (2.2.1) 
уе Бауе 
ыЯ, (5) 
„тах |5) < шах № | = 


<ш{2уИше.3 ва 2 (В) < 
< № {6 (+ ты ("+ 1)} < Е (1— 0") щ(Р-Е1) Е 
уши (+142 < 5 (1-с) ши ша (и 3. 
"Тьиз ]етта Т с1уез 
М (5", "--2(41—с"))— М (", "—2(1—в")) < 
<4(1—о") ши Зш а (#+1)+5. 


ТЕММА 11. Репойпв, аз азии, 6у М (Т) 1е питфег о} Ве поп-атсто 
7004$ 0] ((8) тий от@лез > 0 ап4 <Т еп че вазе рг Т>е® (> в") 
(2) М(Т) < Т* 
(11) М№М(Т+1-—М(Т) < щТ. 


* шп ВасЕ!лпа?’$5 рарег (10) уе Ипа е и 


5(5)1< вв (5 : 8 И 
уаПа {ог 0 << 1, =. > 50. е <>1 Гош Фе \зе-Кпома фогша 


о 


п=1 т 


ра Ия т = [|], #> 50 ще ве 


1 я 8 — —5 
«ше ШР°+Ф+а (2 Чар < ше (2-Й 9 <, 


[Е 
Ооо, @— 50 
1-в 


18 ($1 < (2+7 * )1ё. 
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Ргоо[. Аз ВасЁКопа зВоме4 {ог Т > 200 
М(Т)-ГШЕ+Е 1 <0. 1371 7+0- 443 шшТ+4. 35 
{Виз \ме Вауе ве ы 
М (ТГ) < > ШО. 617+6<,, о. 617+6< 7’, 
1. е. (1) 13 ргоуеа. Егош {Ве заше {огшу]а оЁ Васк!апа {оПо\з 
м-р ш (1+) +”, "+0. 274 1 (7+4) + 


р ана, 7< 
<0. 551 Т-+- шШ (Т+1)+9<0. 551 7+2шщ (7+1) 


псе Э< шШшТ<Шш№ш ее 1). А]зо ме Бауе 


$ (7+1) 


о о в Я 


ль ш(Т-+ 1), 


№ (Т+1)-—М(Т)<0. О М 
4. е. 4. 
2.3. ГЕММА ТУ. Рог <> 1, <> 1 че рае 


со 
Аки а ны д 
% т Е Урвтый* 


п>х р п=1 


Ргоо{. Те ргоой 13, 0# соигзе, апа1обоиз &0 (Ваё оЁ В1етаап — уов 
Мап20144’з ехасё {огши]а ог — \Ваё 13 $Ве заше — 0 {Ваё о! {№е {ога 
[(°*), р. 353] 


[* >] 
Ап) № 15 а 2? $ 12$ Аи. 
№ Е Ба Хх = > 5+2 (2-2 имебег). 
п>х р п=1 


У!е зёагё {гош &Ъе ицесга] 


\Веге \е виррозе {ог & оп1у 
О0>«, > 1— в. 
Ошсе Гог 4Ве и/?з о{ (Ме пе о! Ве пцесгайоп % (5%) > 1, ме Вауе 


Л 4 ры ) А 
п (а1) п>х 


№\ ме арр\у Сапсву’з ицерга|-(Веогет 40 Фе рагаПе]озгат 
: а х 
(«м -5+№) 
УВ заЦае о?3, 4епдшо ю шНиШбу апа 10 Ше масыоп 


к зи). 
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Тье и -1цесга] $еп43, аз п \№е рагад 1 таз шепйопеЯ Бе{оге, 60 2его. 


жи — ; &Ъе зат 0{ Ще гез14па о1уез 


11-8 


ее 27-8 
(8—1)? [Уи — Хей, 


Ч: ©: а. 5% 
2.4. ЦЕММА У. У’е рае 


та 
И? >> (13А-+{ 243) (400+ 81 ша) Ушешиш: 


2400481 ща (7-24) } 
ге 
РгооЁ. Рабшя 400-81 пх=А,, ш(13А+ 243) =В,, шё=и ме. 
Бауе {0 ргоуе 


Е 96 

би> АИиши-+ В, и: 9850 а 
Ви 

ши> (4+ В,) шеи > 96 5 (Л В,) ши, 

1 == 

вИ> т: ( ана 

Ри> (4. +В,) У/аши> А, /Уаши+ В, 
че а. 


ТЕММА УГ. Рого>2, 0<В<1 ама 


1> >19 
[#2 


йе тедиашу 


#0145. 
Ргоо{. Риш 1—в=^ — \е Вауе 40 ргоуе Ш№аё {10г О<л<е" 


ЕБ1в 18 семаш]у гое Ш Гог Ш\езе ^7в 


ы ЕВЕ ай 
й (^.) ==^ ш | ео 5) } <= В и, 
Ошсе {ог ошг пегуа| 


4 


а [7-5 {> 


= 


\е Вауе Беге 
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ь(%) < В (е®) = (33+2ш5 }- в.в = 
= (33-21 1—5. не `. 


РЕ © 
(= и” 


Ви юг х>2 


\/@, Него 
10 
1 (2) < 1 (2) =33+2ш2—155 < 0; 


з1псе =>2, уе Вауе й, (-) < О де. а: 
ГЕММА УП. её а>0, 5% > 1, [а розйе ищезег апа 


1(3) = \ ом. — 4г. 
1 


Тйеп же рате 


, па 
(2) Г(-=п—пе, 

19 ПХ 
() ]0т9>1{ [1(9)|< <4Йе а. 


и 
РгооЁ. Регогитя \№е заъзиыоп ес = (4е^-') ме омащ 


а ^ >. 1 
19) =п—т \ е-чи ди 
г -$) 
у\Ь1еЬ з1уез {ог ф= —1 пише ае\у (1). Рите и=[ (5+1) ме оМат 


1 741 ы р 
1 =4'-—* (т) р \ (1-0) =" 46. 
Ф 
Эщее 10 й>1 


Рае (+ о 


\е Вауе 10г ф> 1 


ОНО 
<4ие мы 
о Со еб 
2.5. .ЕММА УПИ. Рог 2>с>1, ою>З ие йае 
(9 В ее, 
д Горя (У “Я Е 


п>о 
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Ргоо[. (1) 1оПо\з зппр!у Бу 


|8 (|< Ут вен о И “шо 


В. 
п»о 
изя (2.1.6). Рог (1) \е Вауе 
12 (©) | = 7 14» < а А ое о льно < е 
ра о. (е—1)* ’ 
9. е. 9: 


ГЕММА [Х. О. йе атий о} Фе зпедийиу (2.1.5) ше расе }юг 


о = и куке т", 5 =с--И, 


и т 
А р 38 А 1 ‚ о 
12 |=  ( у 2 т =) | < 98 бал (А еи-еуияь). 
п>у 


й 
РгооГ. \У\е шау \мтгие (2.1.5) ш ГоПо\лае Тюгт 
М№е2° 1 №)? 
и, 


ыы 


Х’<п< м“ 


Рагыа! зашшайой олуез {ог г. <^, < №, < Ми. 
= № т (* (п) —м(п— 1)) с0з (К шп) |< 


| 9% > рев 
их У и, | п 


№1<р<^\о А1<п<М№ 


М. 
5. е23 Ап 1 №2)? я м е24 (1 11 №)? 
о № АМ, р Ба < 4 АМ, > 
[о 


2 [О 


(2.5.4) 


П у 4епобез фе ицесег {ог Шов 


хе тау аррйу (2.5.1) уцЬ 


№, =у ре аи а 
№, =2у №, = 2*у м №, = 2*у №, =е с 


Зиините Ъезе гези!ё$ \уе оБбала 


и ХМ пр.р" <4. __ собильныя 29-9 < 

, у<р<е еп? 0 71=0 

А и И -° е97 Ап 1 101 

ЗА 695 011 10)° < ЕЕ: 
е (с Е й 


Рирьвег \е Вауе зипр]у 


о шр- р < Ш“, о ре 


у < ре? у< РА, и>2 
^>1 4 а 
< (+ и +::.) < 
, Я те _ р” (Р°—4) 
РИ Уз=р<Ии 


» Известия АН, серия математическая, № 3. 


Р. ТОВАМ 


< 2, ( Я я Е м 


3 
п>Уз Уь<п<Уу 


$—° 
2 1 == я Зи ЖЕ > 
< В +У у: и° + 63 5 


3—с $-° 
< бу °тушн, < буш. 
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Гр1з ава (2.5.2) пару 
1-97 пам) 


| № А (п) п- ар ° 97 (апт)? (9 УУ-6) < 344 Ч ОЕ 
узле!" о я 


изше (2.1.2) ава у>ё. Омае Шыз апа 1ешша УТ (2) ме хе 


19| Я № А (п) п- ея У А (п) м: 


| 


уе? 10 пет? 
1-—с 297 п 110) . 
о ты 
< ЗАА: т: + 3е г. 
0 
< е9 апт) (7 ду "++ Зе) ша Э) ь (2.5.3) 
г 
КпаПу, ме Пауе 
зело 
со > *) 
, В (5 В (е В (2) 
гу |= \ . ) а: |< \ | в. ) | Че \ ее ас; 
у у зе? о 


из изюе (2.5.3) ап4 1ешта УПГ (1) ме оат 


Чо ВА 
9) ето чо 7 \ к-° акс Зе ить \ „) + 
З З 9 
о у у 
со 
3 м В, —с 
Ре \ г шеао < еп 1 №) (и о Ау" +3 ше е- °)) 4 
(«— ее («—1) 18 
ты 


+ с (3 аи) “аз, <е пи) (м + Зет? °)) +в 
- Эт“ 2 е(1-9) 116 < ев) (м о, де(1-)1п10 >). 


4. е. 4; 
ГЕММА. Х. 1] & театз Фе зате аз фероте, К 15 ап (щевег юг св 


Еще К< 2 ща, (2.5.4) 


=> 


‚ з=офи, (2.5.5) 


п& 
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215 
ап4 4 зисй Ша 
и (2.5.6) 
айеп фе зе 
| Я о 
ЕЕ к Вт к А (п) ь 
= но 4] == Пя и п) -— 1 < 
Е 1 -с „98 (111090) 
а обе о 
тет. 
РгооГ. \\е Взуе оБуюч у 
ехр (ты 21%) шк-1® 2, их 1 Е-1 ко: 
=) мо ти+ \ по-олчлал, 
Ч ехр (п) 
(2.5.7) 


Г)гз& ме езёиптайе Л,. Егош (2.1.3.) ме вауе 


л 1 2 В 
у > Ш’ > 22 Ш > Шт 


Тиз Ве иуфегуа| (1, ехр (11, )) ех136$ ап 15 сощашеяа т 


(2 те в Тетта |Х шау Ъе аррпе4. Зее 


[2 


ап ш е гаясе оЁ Л, 


<ехр (+ 2 ‘,) : 


в 
о ехр (= шеь,), 
1-в 


и 


и 


> ехр (— ($— 1) ш*&,), 


уе оБбазшт {ог &Таф гапзе 


{25 ‚1 -з „1-5 ь 
12. (5) | < епт т 0)? (= т + й Ф - ) < рва 1 4) 
й | |3 о 


ап сопзедяеп у 


со 


у х 
РА <= ие 1 10)? \ 2-° ШВ ое и еп 1 1) (2.5.8) 
Я) в— 
т 


изо 1ешта УП (7) уив а= 1. 
№о\ ме сопз1Чег Л,. Озше зиор!у 1етша УТ (й) ме 56 
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р 6 `-в 9 Е 
1 < Е \ АГ не. 


ехр ( шо) 
о ОИ. т И 6 ` ик 
и. \ ой > 2% 1 \ ВЫ - 4 
ехр (из) ехр (2) 
Е. (2.5.9) 


То изе 1ешша УП (й) Юг Ше езйшайоп оЁ Л, ап 7; \е Вауе {ю соп- 
з1ег Ве уз]иез х’ гезр. $” о{ $; 'езе аге 4еЙпеа Бу 


а 
210210 = 
че = , те 


т 
51а ? #0 


16 за 1еез оБу10131у 40 Йод а 1о\ег езраце Гог 9". (2.1.3) слуез 
тет | Ш ш т. 2. 
: ГР К с Ва ВЬЁ к 
и ош и: о у 
п ел 
" и о " 1 ГУ Уш& 
Фиш, Иша > 


Тье заше Во14з {0г $’ а Тогог 


. Тешша УП (п) хлуез “ИВ 4=1, 


\ =, [=А— 1 
к-1Ущшь 
< ее (К а 8 
(<—1)* и. - 
та 
< ва к (К— 1)! 1-2 642, 
6 1—3 НЕ 
”, т 4 1 и 
48а 132) пе 


ен физта*- 


ТБезе апа (2.5.9) слуе 


$ Е 
962 113 &, 2, 64а _- 96а 14, т: 
|У Зе пт (К— 1)! 9-е Е. (к— 1)! ее 
увщя ават (2.1.3). ТЫз апа (2.5.8) геза1и$ 


[71| < (38А-+ 965) но ев 1 10, 
еси 


2.6. М№ом ме ги 40 Ше шаш ]етотаз. 
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ТЕММА ХТ. * Ге: из вет 0<1у<1 апа 2, 1.,...,% (6>4) 50 
гра 
шш |2;| >17. (2.6.1) 
ь 


›...› 


Тлеп юг апу т_>. 1 же аззей 


: реа, т т (Ь 1) 1 
[ == У 5 ие У =-—- А, 
М, ее а = 

у ИЦебег 


Ргоо{. [её Йгзь т Ъе ап ипцевбег. УУНЬ 1Ъезе 2; ме Гога Ще 
ехргезззопз 


ь ь 
Я (2) = 1 )=\У в) 21, с=А, (2.6.2) 
И — > 7 
ь со 
лд-=ь@"= П (14-2) ‘=У о, [215 =, (2.6.3) 
1=1 7 7=0 


7% 
„(= У 692, 


1=0 
т--ь 

У, (2) =1—} (2) 51 (}.) = № с® #7. (2.6.4) 
1=0 


ОБу1оиз]у уе Вауе 
с) ==... = =0 


й 
- 


а. е. 
т-ЕЬ 


(= У» (3) 27. (2.6.5) 


7 =т-1 


Егош (2.6.4) ап4 (2.6.5) и 1оПо\мз 


т-о т-ь ть 
3) 21 — (3) #7 = = (3) 21 
№ с) #| = } =... > с 2 =1 
у=т--1 у=т-+1 1=т-4-1 


ог— депоймия (2427+...- 21) Бу $— 


т-Ее 
№ 3) 5; =6. (2.6.6) 
ут 
Таз И 
шах || =М, (< М,) 


т 1<у<т--ь 


(2.6.6) олуез 


т--5 тЫ ть 
6 = У 6 $} = | У с?) $7 = М! р | с) |. (2.6.7) 
рат }—т--1 рт 


* ТВзз 1етлюа еззепа]1у оссигз 11 шу рарег (*?\, 
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№ уе пее иррег Боит4з {ог е питьегз с(1), сб?) ава с0. (2.6.2) 
з1уез 


| № быв 


1<и<<... < 5 


| (3) (2.6.8) 


ГатБег {тот (2.6.3) Гог } <т 


р =| № 32 к. < У 15 () +61 < 


РА 6—1 / 
ан... Ц =7 и 
й1>0,...,№>0 #1>0,..., 29 
а (т 6—1 1-6], 4 Ге(т Е Ь) 
<: ( ый ) <аекат < (2 ее 


ап4 НпаПу том (2.6.4), (2.6.8) ава (2.6.9) 
| # Ие(т-Ы) 8" 
2 = | с?) о -- 7%. [< (г) 2». 
ТЬ!з ап@ (2.6.7) геза!з 


ь< м’ = ь и 


от 
ет 


М 


(2.6.10) 


\ЬсВ ргоуез оиг 1етта {ог ицезег т. 


Ге по\ Ше гезичсйоп т Ъеше ап ицесег гетоуе4. Арр1ушщс (2.6.10) 
УИ [т] шзеа4 оЁ т ме ощат 


т]-1 (6—1 Я 
М, = шах |5, | > тах у | = Аб, > е - (3 ы = \ > 
тзузт-ь . риа ТиЧ + с Зе ([т] у 
У ищебег птевег 


Уи 16-0 
> 2 ве (т -Н 6) = 


а о 
2.7. БЕММА ХИ. * "Рог д, [5.1.5 от > 282 9 
Йасе 
в т У 7У 1 А 
т а ак — ш (ст) ь 
у 1птщевег 
Ргоо[. У/ИВоиь 1035 о{ сепегайбу ме шау заррозе п > 2. \е таке 
изе о! &№е ГоПомше уегу имегезыпо ‘Теогет оЁ Вошточх-Сагбап (**). 
1.е$ Бе слуеп а роупопиа! 2, (2) о{ \е 4едтее п \ИЪ \Ве 1еафтя сое{- 


* Ког 4Ве апаз$ ой {13 рарег 415$ {огш 1$ Фе по5$ё сопуеметё И 1$ Чгие а1з0 
1 Ме ГоПомше Гогт, Н т > 28п ме Пауе 


1 
мах |212... “> и (вт ” шах =) |. 
тЗузтфт 1 пя (сет аа 
у 1 1ебег 
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Пслепё 1 ап@ а розйуе пашЬег И. Т\ев [в, (2) | > (+)" еуегумВеге 


ехсерь а 05% ш \е пицегог о{Ё п сиеез {Ве заш о{ Бозе гади 13 «2Н. 


\Уе арр1!у Из Веогеш 40 а, (2) =П (2—2) УИВ ог 2-3 ап 
1—4 


Не. 


т 


Твиз уе Вауе Ше шедиа бу 


|8, (=) | аа > (1)” 


ы . О . 7% = 
о6з14е оЁ п с1гс]ез аб поз, Ще Фатецег-зат о{ \Ъозе 85< 46... Гиз 


\уе сап аззиге 1п 4№е аппа[аз 14 <] «1 Ще ехазбецсе оГ а соп- 


сепёг1с сте || =г оп Ше йойе ретрйегу о \№асВ Фе тедаа у 


|8. (2) | > (= )" 


В0145. Этсе {ог еуегу Гасёюг [2—2;| 0Ё | 5, (2)| Беге |2—2,;|<2 ме Вауе 
оп #15 ат е Фу апу стосе о} Фе тасе; 1<ь<... ит 


2—2 > (т) (2.7.1) 


\Уе Бауе $0 415йпеилзЬ $0 сазез. 
Сазе Г. Еуегу |2.,|(у=1, 2,..., п) 13 отеабег \Тап 6№е афоуе деег- 


толпе г. Трей \е арр1у ]1етша Х1 м\иВ 


$ =п, у=1—4е 2. 


СНЕГ 


Аеъ 1 п 


1 И [0 Я а ея 
а "12° 29— Е С 


ИР 4 п, ъ 
ие д ет) 


ИАС 


ТЬ1з с1уе$ 


Сазе П. ТЬеге 13 ац и\фесег { засВ (Та 1 [< п ава 
=, =, | > |2,|>...2|2] > 7>|[9|>... >|2,|. (2.7.2) 


Тье гезылсйоп |2|>г>|2..| шеапз по 1088 о{ 'депега6у зшсе оп 
|зр==х, а, (2) = 0. Шеф Йгз т Ъе пцебег ап@ уе виррозе фай {Ве 2,-в а]1 


аге ЧЁегепь. Глеб Бе 


п п-1 
(= ] @-= Уолт 1. (2.7.3) 
11+: 1-0 
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У\е Ъауе оБу1ои у 


и 


1-1<а<...<й<п 


33°. -51) 


— ий лы ОВ 


Теб Гог\ег в, (2) Бе \№аё ро!упопиа]! о{ 4езтее = 1—1 уЬлеЬ аззитея 
{ог 2=12,, 2=2,,...,2=24 ее уашез 


а 4 { 
ЭН, (2) (2) а (а. : 1 в (210) 


гезреслуе]у. ! [=1 \е БВауе 


1 
2. (2) ==; 
2 ) 21 ва (2; 


и1<1<лп че шау гергезепь 3, (2) аз а Мемйомаи ицегро!а(юг!са1 
ро!употпла! 


Е 
9) (2—2) а). (2.7.5) 


" : ры ы ь 1 
М№\ ме езйшайе \езе пе\м сое! Ислепуз. Элпее {Ме Гапсйоп ЖЕ 

з 
гесшаг {ог |2| > г \е Бауе 


РИ \ а 
- ны р &з () (#—21) 


ый 
:. 28—21 \ ат +1 63 (25) а (21) 


тоНь а 
2 ) и 8: (#) (®— 21) (®— =>)’ 
Мо=Т 


а 


У 9 \ тт #) (®— 1)... (#— 3 2 
Та 6з (#) ( 1}..: ( о) 


у=0.4;..., 2—1. 


$шсе 2, (#7) (#— 2,) (— =н)...(% — 2+1) 13 оБулоцз1у оЁ Ве Тогш (2.7.1) 
\е Вауе ой Ше уйойе регерйегу |%|=г ап@ сопзедаеп у 


|8, (9) (®— 2). ве [> (в), 


У ОЖ 
т 


—=^_ 


> > ю “т (ет че "< ( 23 и)". (2.7.6) 


Ге пее4 э1з0 ап езита оп оЁ 48) дейпеа Бу 


| 


|= 


Е. (2) = У а. (2.7.7) 


у=@ 
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о 8 
Тье соппесмоп Ъебуееп \Ъе 9-3 апа а = 13 


3 2 
9) а 


1-1 1-1 


апа ог у=01,..., 22 
3) — 2 5 р г 
д АЯ х 2, $40, Хэ - 


1<и<у-1 1Зп << У? 


=: 1-у- 10 (3 р. . 
из 1) . а), № Е 


1<й<...<Ц_ у<1<1-1 


Бу Из апа (2.7.6) ме оЩат 
Ее 
— (ео) < (==) (2.7.8) 


т-- п 


85 (2) = 2"*1а, (2)5.()= У аФл. (2.7.9) 


у=т--1 


Т.ер ПпаПу ъе 


К, 1оНомз {ош 11е 4еПпилоп о{ 8, (2) ап@ $, (2) ‘Ва 
Е (2,) == 5 (2,) =... =: (21)=41, в, (4.1) =... = 8, (21) =0 


тот 13 апа (2.7.9) уе ощмаш изшя {Ше аБбгеулайоп 5*--... 2 = $, 


т-п т--п т-п 
У 4ь-| У а < м; У | (2.7.10) 
у—=т-+1 у=т-1 у=т-- 4 

УЦВ М,= шах |5,|. бтее 


т-+1<узт-! п 
а 1)//(3) 
4 = У, % а т-—1—п-1 

7 


\*Ъеге 113 зи сопбалтз 1езз Ъап пфегшз \е Бауе Бу (2.7.4) ап4 (2.7.8) 
т т\п э.т\п 
14| < 12" (ет) < (ет) 
Ерош 3$ апа (2.7.10) № ГоПо\з еаз!у 
, а п п а п п г 
М: > = (зы) >= (ня (2.7.44) 


Сисе 113 збабетеп6 13 т4ереп4еть оЁ (2„—з,) Из езитае 10143 а]зо 
ру сопыпацу еуеп И Ще 2,—з аге по а] Аегепт. ЕтаПу 1её из 
ге]есё №е гезёгасоп 0Ё т Бешб ап и\ебег; арр!уша (2.7.11) мив [т] 
1теаа оЁ т ме оБаш аз Бе!оге 


а й | И тп > { 
М, =— Шах | 5 | => тах | 5 = М, = Е ) 275 (= 26 =)’, 
К т<у<т--и [т] --4<У<[т]-+ п # 226 [т] п ет 
у 1щевег у 10тедег 


Ч. е. 4. 
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2.8. ТЕММА ХШ. Гог п< М, шах р -1 ап т> 28 № те расе 


у=4,. 


1 М м 
И. 
т<уЗт-ЕМ ь | А _-2 5260 

у ицебег 


РгооГ (зпорННеа Бу Мь. А. Вёпу!). Те 


о | еаь оао (а, ово 
У=4,3,....П 


\\Уе арр!у 1етта ХИ ю Ме пшиБегз 


С 
а (№ -п) 


Греп \\е Бауе шах |3,|=1, т%_> 28М > 28 [№] апа 1етта ХИ з1уез 


р к «У р 
шах |5,+...№°3| шах 1+...-0> 
тут № т <у«т-Н[Х] 
у ттцезег у ицебег 


кар АИ [№] = т М— 1 № 1 № У 
м 238 т, = № е2вт > (тя) 5 


Рог! ег ме Бауе 


ах У РУ | — РУ ГУ - 
шах |Д+...+3|= шах т]|оф...4+9|> 
ту«<т- М т<у<т-М 
у ицесег у тптезег 


— з ” 1 № м 
шах |+... +$1> № (зе) 
у 1п4езег 
4. е. 4. 
ГЕММА ХУ. Гог п’ < М’, шах (|, |, |%. |...) |) > 1, т’ > 56%" 
уе расе 
шах  |Я(®-иф... 49) |> и: те (тт у 


т’ <у<т'-- 2’ 
у 1птебег 


РгооГ. \№е арру ета ХШ ми вп=2'’, т=т’,, 


=, 2, =%,.-., 291-157, 22 ==; Бе сопа\сиз оЁ Ша$ |ешта 
аге оЪу1ои31у зайзНе4. Тиз \уе оба 


у’ 2" те ь 
И те. < к - У м 
РТИ (==) ‚< шах | -... и 9, 


т’ Зу«т!--2М' 
у ицевег 
=2 шах |У(\-тж... 49%) |, 
т’ <у<т'-2№' 
у 10щевег 


ВЕ 
2.9. № м \е сап ргоуе оиг 
ТНЕОВЕМ УГ. биррозе фай @еге ехё5$ а>2, 0<В<1, А>1 апа 


оНал 38 {400481 п а--1а (13А-+24а) } 
с = шах (12°, е № е` ) (2.9.1) 
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зисй фраг ога &, > т апа есету #* < м <\№' < М"< М < ем Шрь тедиа- 


113) 


#23 ими ху)? 
№ с08 (#, ш р)|< А —- 2 (2.9.2) 


№ << м" , 


79445. Тйеп 5 ($) 0 ]ог 


Ргоо{. \\е зиррозе &Ве сопёгагу, 1. е. Таё ошг Меогеш 1$ поб 6гце; 
ФНеп \Ъеге ех1365 а поп-ту1а| гооф 6" =” И” зав Лав 


33 А 
: вы. (2.9.3) 


52 


а 
Ме Чейье 


$=1 тах (31-2) ка а (2.9.4) 


’Уш 
ТВиз уе рауе еу1Чеп у 


а (2.9.5) 


Те: А Ъе ап пцесег тезбттефей Фог Ише ргезеп оп1у Бу Ее сопаилой 


ше А (а+.) а (2.9.6) 
Ву (2.9.1) же се 
АЕ = ашя- 20 >18. (2.9.7) 
Рибйис 
в = (2.9.8) 
ме Вауе оБу1ойз[у 
(Е (2.9.9) 


2.10. УУЦЬ {#о5е уачез 91 $, Ё ап@ Е ме збагь гот фе 14епащбу о 
; Ь ‚ 1 НЕ Ь - ; 
ета ТУ; шорТутс Бо 914ез Бу = ш^" = ап4 ицергайтс ми гез- 


рес 10 х Мот Ё № со же оМат* изшя 1етта УП (1) 


со 


п 


1 —8 2—8 {— 2-8 
А. т т. 5' ПЕС з 
т ИЙ о (— — 25 5) +2 — баз 


Е ИТ 


Е 


* 11 мошА о сазу №0 згИе 113 Чей у ш Фе зеетте Ту тег Гогт 


р со 
Л (п п 5 Е-5 Е 
т рад 
т 5 6) и Ее? 


Ви! Те Гоги (3.10.1) зеетлз фо те тшоге зиЙаЫе Гог 11е геабилеп!. 
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Такие геа] рагёз оп Бо 314ез ме оМаш Фе Гапдатептца] 14епи®у 


ен", 


п>х 
5 = - 
т = т ое : (2.10.1) 


2.11. Еагзёь з6ер. ТЬе Ле з14е оЁ (2.10.1) же езитае Бу шеавз 
о ]етта Х риймте К=А, П=Ё, В=Ё, с=1 +‘. Тье  сопаИлопв 
о! \№езе Леша аге офу10из]у зайзНеЯ ехсерё (2.5.4); Баё 1$ 13 ао 
пИИПей э1псе #* > х> е* апа 


ув 


4т=(—1)! (#— и. 


‘14 шь = ШЕоошШг—2<А-=- А <(а+ т) ши <2а тё'= 2 п &,. 


Таз ме оМат 


со 


&Р-3 


п у де 
И {$—1)1 +2 ь ›. (5—0]**2 _— (8+ рук |< 


98(1п 1а #*) 27 


ие 


(5) а*)* 


< (38 А+ 96а) > (2.11.1) 


2.12. Зесоп4 звер. \Уе езбипайе {Ще Пг апд Шига цегиаз оп {Ъе 
]еЁ6 годе у 


| |< Ее. ие Е 
| 2: (1*)* (46°) (в*)* (4*)8 
ап 
за Е Е и: В Е 1 
$ ее Кен 
| 2 6+ аку" < ты р апук © ("= а 2 ‚ @п)* ° 


Тьезе ал4 (2.11.1) гезуз 


О 1 #* 2 


$ —— ЗОО 2.12.4 

У 2 — тет! < (69962) (2.12.1) 
2.13. Ть1е4 з\ер. №\ ме езитайе Шаб рагё оЁ Фе зиш оп \е 

1е% Гог уме |1,—2'|<2. Таюше т ассопё (2.9.1), 1епта ИТ, (2.4.6) 

ап@ $Ъе {ась \1аь Фе 6’з Пе зуттейчсаПу {0 Фе геа! ах ме оЩашт — 

Чепойих е” Бу 6,— 

1-5 


Зое Е1-9 = к 
и рр 


[5-2 
1*—-9> >53 


о и с шеи тЬ 
а 


65> > - 5 10%-—55 п 
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[55 у 


Ев И ее 64-1) 
р пк+2 + а. —  рпуке © 


п=2 7 п> 


о # "* (= -) <= и* Зы . зе шьве+ 


+ (= >. _- Ш (= о ит) < се е ее 


Ко и (#*)° 


—. 


Етот 113 апа (2.12.1) № ГоПожз — депойп? р=о,- И — 


ЕЁ В" 98 (т 1 *)* 
| \ > а < (40496) = а (2.13.4) 
в-* ры 
Э1исе 
рт м = (1 а") 
ши арта оп Бо{В 314ез же оМат 
р 6-8 5"? 
р! 
ир- 1952 
Ев *98 (10а &*)? И Гы 
< (40 4+ 96а) — Е А о +°)* < 
ео =. АЕ 
< (402 т (+), (2.13.2) 


из? (2.9.6). 

РопгЬВ зёер (зюрИЯеа Бу Ог. 56. Е619ез). Уе езитайе (Ъаб 
раг6 оЁ Ве геташе зи оп Ве 1е№ {ог моей 2>|&— Е |-> 8№”. ТВеп 
уе Бауе 
Яо" 


$—0* л 
я ® 


В 


115 цосефег \иЬ 1ешша Ш (й) гезаЦз аб 4615 рагё 15 аБбзоще[у 


а Ее 1 
и * № ее Е . 
Аша .-* ( ы РЕ 


СЕВ | к а > м (о 
ыы " а (1* в" 
Егош 13 ап (2.13.2) и Го По\з 


в о и Е 


5—0 


\ 


< 


й 


р 
№`р- ("|< 8 * 


Е- №" 38 (в 196”) - Ас р* [В 
> 24 , 2.43.3 
< (11 А+ 24а) - ( г ) (2.43.3) 
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ЕЗЕЬН зьер. \№е сопз14ег \№аб рагб оЁ Ше геташе4 зит Гог АКВ 
3<1— 4%". Ргосеете зипИат]!у аз аб \Ве Тод В 5ер ме оМа!и 


| 0—5 в ан] о НЫ, ея т 
Е а |< 2% ® ьх 


| = 
о 


И- 1 < 8 * 


0% 1—4 * 
< Е? №? 102{* С Зы о т р: = и” ) 
(#*)? г + (1*)? в" 


сотраг1ао а УИ (2.13.3) же сев 


5 Хз —=о*^Е:2 
ее - 
| Е 


2) 
25-1185 * 
6и>1-4в* 


ЕВ 8 Ш 11°) м. 


< (124+ 24%) — 


(1*)8 ц* у 


. а, . х 1-Нд* -5* . : > ь:ч 
Мир! уше оп БОЙ з1ез ру "“ ап фаК1ие зп ассоппф & =е^"* мо 
Вауе 


о 


5-25 * 
„>1—4* 
:1—5* „98 (1 Е*)® ЧА 
/ 5 > | г х . Й 
< (12А- 244) Кр СЫ => (5) . (2 13.4} 
5, 


2.14. З1хЬВ ап 1азё збер. НиИфемо № \уаз ом[у гезиидей ру 
Ве сопа\йов (2.9.6). №ом ме зва| езитае 2 Бу а зацаШе свотее о А 
[гот фео%; ШЗ \Ш Бе регогтей Бу Ще а14 о! 1етшта ХТУ. Те иша- 


— 0» Е 0* 


=) оссагыте 11 7 ате т4ереп4ет& оЁ А ап Ме заше 1: 


Бегз 6? 


(гие о{ феи питрег; Вепсе 2 гергезетз \Ше геа! раг6 0оЁ а ромег-з 
о# Нхе4 сотр]ех питЪегз. \УУе сВозе аз %.-$ оЁ &1е 1епта Х!У фезе 


питегз в" (+=). ПН о=р, Ще соггезропаштя %, 15 1; Мих Ше соп- 
ЧИйоп шах |, | > 1 з а ИШеа. ГВе паштБег п’ оЁ 1етта ХУ 13 о‚уюи у 


=/М (1 — 4", #8") —М (1— 4%", И 8"). Т.е 
п’ =а Ш. (2.14.1) 


То оМат М’ о{ ]1етша ХУ же пее@ ап пррег езбитайой оЁ п’; 11а 
\Ш Бе аопе Бу Ше а! о! ]1етта И \ИЪ с" =1— 44", И=Ё. ОБуюо$у 


уе пеей оп1у {ю уегИу Ша Ме соп4 ло г < с" <1— Е 13 ПИПШей; 1 
› п и 
13 ефитуа!еп \ИВ 


ОМ МЕМАММ’5 НУРОТНЕЯ$ 22 


ы 


* 


'Тве 11756 раг6 оГ 1$ гоПо\уз {топ \\е дейпилоп оЁ в"; Ве о’№ег раг 


ппеап$ 
2х г р й 
тах (= 1—5”), о 5; . 
в ( ) ушЁ - 24 


Ва {тот (2.9.3)и 1оПомз Ва 
24 + 1 
= < 


1 
ап@ Тот > 5 6°"* 4Таь а150 ШИ 


арр!е4 ап хе обат 


& 
5 ТАуз ]1ешта И шау Бе 


ШЕЕ . 5 Е . 
п’ < 16" ти 3Зшш( +0+5<16 (5 (1 я) 1 + 


31 щ (#4 4)45 < (1—2) Ию м о 


Гог 4Ве аррИсамоп \уе пее4 а1!з0 а точ езИтайоп {ог №’; изше (2.9.3) 
уе рауе 


№ < ШГ. | (2.14.3) 


№у% ме гебати 10 Фе аррИеамоп о! 1ешша ХУ. Ууе Вауе $0 уегИу 
Ва Ше соп4\оп т’>56 №’ 13 ИЦеа. Ргош Фе аеПо\йопз оЁ п’ 
зла Л’ ш (2.14.1) апа (2.14.2) в ГоПо\з Ма Ипз 13 едилуает 0 


Ьиф (13 13 еу4епМу зайзНей изше (2.9.3) ап4 «> 2. Тиз ]ешшта ХУ 
шау Ъе аррПеа; Биф \уе Вауе 60 уегМу аб Фе уае оЁ А мБовзе ех1з(- 
епсе \И1 Ъе аззиге4 Бу 13 1етта зайзНез ог гезычейлопт (2.9.6). ТЫз 
13 сещаинЙу иче Ч Ме пшитуа! (т’, т--2М№'”) 13 сомашеда т 


(хшг", (а+ юг). Виш (2.14.1) зауз ЧМаь 5 13 ме И 
№ < Аш" ог— изо (2.44.2) — и 
20 3 


325 (4 рые ая 
3 ь Уве 2 


ап4 И!18 13 геаПу итае Бесамзе о1 (2.9.3). Непсе \е тау своозе Гог 3-2 


\Ваф уаше у, 07 у у\Нозе ехазбепсе 1$ аззиге Бу ]1етта ХГУ ап4 ме 56 
[зее а1!з0 (2.14.3)] 


ее (1-о*) 1 (*--40 Ута Е" 
р 


р 1 32 (4 —с*) 20 
| НЕВЫ 
17а (ях Фнуня) - 
б4а * * = 
Е ( | = 
Ё Зе С Вот зе У т 
ба ве® 


И № 


ея 1 з 
Е 5 Уши" (34-ш а пт 0) 
— (1 ) е 
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Сотрагшя 1$ миИЪ (2.13.4.) же оБаш 


е? в 
-9а- з Зы -мИ ше (24 шар т т #*) 
(#°) е 


р 8 (ши)? 


В Иа Е 
< (12425) - те (‹ з ) 


М№\ ме сопз1ег (+= "-) о — Ве (Беп 


В 


о 
пы с =, 
и + : 

* 1 вов 
———_, еп {гош &Бе дейпийойв оЁ ь* 
ушей 


и 
25 5 1 * сы" В 
О Е. - и" о 8” 


[п апу сазе тот (2.9.6) 


вс 3 
са Пе „* | , (+) (1- 3) 
{2 3 ты ) — (2 ) а 
ап сотрагис мВ (2.14.4) 


-—- 


* 3236 З «` = 
овен 

98 (Ли 1 1*)* 1-44 УщЕ (за та =) 
ХА 24) ь . 


З1псе {ог “> 2 апа 0 <В<1 ап@ изшо (2.9.3) 


Бан «бо -ин 
< (1-7 в) =та 9") + вх в 


Гагбфег Цакте ш ассоцие 1ешта УГ \е зеф {гот (2.14.5) 


[о 2 < (12, 44-244) 693 (пп 1в#*)24+- (162-541 шт) У ше р 
< (12А-- 244) е(100--1 шх)У ше шш:”, 


Ви эшое > х 13 с0пёга4106з вю 1етша У, 4. е. а 


(2.14.4) 


(2.14.5) 


ОМ МЕМАММ’5 НУРОТНЕЗ!$ 229, 


Спарег ИТ 


5.1. ТЬз оварёег №1! Ъе шасЬ еазлег (вап Ш\е ргесефше опе апа 
деа1з В \Ше «туегзюп» о{ Меогеш УТ. Тьгопервойь 115 сварёег же 
Чепойе фе сошр!ех уама Ме Бу %=и-1е. \У№е ргоуе №е 0По\ше 

ТНЕОВЕМ УП. [её из зиррозе йа Юетапп’з заа-шпеноп 40е5 по 
гапзй ат Фе рагаИовтатт и > $, чеке - тв фйете у, > 0 15 рхеа, 


и 
> < 9 ана 


1 


5, -> тах (100,30"*). (3.1.1) 
Тйен рог еъегу & {ог шей 
4 : х 3 р 
о а (3.1.2) 
ап етегу №, №', № ий 
ига (1, т, ) ь 
мл (3.1.3) 
гйе спедизИ у 
| | 400 №103 № 
{ Е шр РЯ а Е 3.1.4 
х у | пл (1,5) у т,) ( ) 


№«р=м 


1014$. 
Ргоо!. \Уе зар {тот \Ше ме-Кпома ицесга]-оттиа [(““], р. 111] 
| ЕС 
Г о : да . у 1 а 
й У. т ых : - к =“ [ . < 
Эй \ из и т о ( ) 
и: 0! 0О<у<! 
4 Е ы 
оо О Нелое № 9 = ре х = [2] +5 > 2’, Г 1 ме Вауе 
91-Е 
А 6 90 
ты ов: \ (ей) 4% < Ё"—— 5 
=? 81-1Т п [2] +5 
Я АСЯ 


а. 1 

Овшо Фе шедиа6у уаПЧ Гог уе 
ме 
Пт 

\е шау езЫта{е {Ве ехргеззлоп оп \\е г1оВё аз ЮПо\: 


о р и. я 
п 


| > 
| [2] т5 Е < то 


1 


5 а Е 
ви [2] + п 


й 


Ш 
д 


о ь ши хеш ей 224 Ш 25 » 1$1+\ ‚- шраг « 
. п>2х р. ь пт 2 
Ом 2 Ш т. 


3 Известия АН, серия математическая, № % 
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$17 т ры 
= ( О (ии) ав У го (3.1.6) 


$1- Г Не 


3.2. ре вом г, Бе апу уаше Гог увев 


ев 2 (3.2.1) 
т С : С (# В с 
ап 1е. из сопу4ег Ш\е Гипсйов -. я п Ще спо фай < 
# 0. 


<2—3,. ТаКшо за ассопцие (2.2.1) уе Бауе м 15 сео 


ыы. 1-3 
$ (+) Е-Ух 1 


ах <3(, +2) * ш(& 42) < 5%, # Ши. = (3.22) 


Виш Ше Гаейоц и т =>) в ассог тя $0 опг Вуро{реззз, герц] аг 


ог |и—2—1, | 2—9, ег ш 13 ст@е 


В (2-го) =0, А (2-и,) <> ше, + Ш ше Ш ЗШье.. 


ГЬаз Сага еодогу’з Шеотеш слуез Гот фе сие т— 2—1 |< 2— и 

Е) = (9) <Зше р озв(е+2) №; (3.2.3) 

161$ езытацон 10145 сеаиу Тог м}, - ый Е. та —2. Ме 
сВоозе Гат Вет 

Гаю, (> 1). (3.2.4) 


№5 уе ргоуе Ша) Ше рагаНе!осгапил 
^ : : С -] ` ВТ 
[+24 Г), НЕЕ г) 
: а - : ь АС. ее 
Пез епиге!у м Ше заррозе Чоташ оЁ гезиав фу оЁ о (и). ГЫ 
: ЕТ 
а соизедаепсе о! Ме шедаайиез 


р в =, +1 = Е 


| а 1 а их м 
Я © =- 


Я ии (1,7. ) $ 5 \ мш( 7). 1 мии (1,7, ) 
>> Ни Е т 26 (1 ее с " 


10 т. 2 


ГигФег 


жи (1, т,) ы ва (1, 
Гат о ое 
м И $ 1 р. неизоумноно 


А у 10 


ось а (1.7, ) те . зл а у 5 
! и + о < Е — 2 
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у 


3.3. №м\ ме арр]у Саиеву’з ШФеогеш 10 Фе Гапецоп 


Па 


я са -- и) 


ап Ше ‘рагаПе] оста [ь Г, 8 о в = я . \е сер Пош (3.1.6) 
апа (3.2.4) 


Ас 500 х 1ш? 
т не ВЕНЫ (3.3.4) 


уВеге Г, ап4 /, 


Чепое Ше ицеста8 ои Ше пррег тезр. 1о\мег з14е, 
1, оп Ве ]1ей, 


$14е. ЕуЧеп у — озюе (3.2.3) — \е Вауе 


30% т22 Ш (1+ 2-0, 


1 
Е. З Шт (2 а) 02. ри т, в 


-л Шт ще. ` 
< 60 птату й (3.3.2) 


%Ъе заше 13 1тие Гог | /,!. Рог |[,| ме зе 


1 с (с 
азам ЗшетЬьи а. к“ - < 
0 тн 


о од ош (3.3.3) 
"ГБив 1Ё 


т (1,7, ) 


#819; (30.2 =) (3.3.4) 
же \}ауе 


Пир < т Ч ]ах, 
2 па (1.1,) * 


Иа 
„91 ке 
— ео т 


еоПесмия а! \езе ме оБашт тот (3.3.1) 


А т 600 5 1125 60 2103 $ 
|< пот ат,) Г т.т)’ рота) 
п<х 
2 я Ах 90 $10“ 3.35 
и. ры у „о. 
#7 тит (4, =) рии (1,7, ип (1, у) ит (1,7,) ( ) 


З1пее 


5 5 2 5 107 2 
| о Я го 


3 ришау) 
рт, К>2 


И 8 апа (3.3.5) глуе 


№ тр. р-й |< а. в ‚Ша 


шт (1, 7) риа (1, т,) * 
рлх 


3% 
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ИЕН = ————щщ 


т } а 
Тек из 4гор Ще гевичомоп < Бешя = 5. -- ищевег;. еп 


д 100 НИЯ 
| вр.р | [паст (3.3.6) 


рт 


Арр!у1ас 113 ИВ 2 =’ (гезр. х=М") ме зе. 


200 М 104 № 
о г ие: 7) рат, 
№ р=мМ” 
Е1паПу, а рагыа! заттайоп {пготзБез 
400 №108 № 


— 


| о е- И Шр 


№5 ром“ 


пт пати (4, о) рее, т) у 


Спарег ТУ 


44. 1 \з сварег ме соЦесь а пшифег оЁ гезаЙз сопсегилпя 


тедиаЦЫез Гог зитз ой Ще Торт У 003 (Е 1 р) ог Уейшр, Зоше о\№ег 
геза Из \Ъ1еВ аге оМашей Бу Утостадоу’з шефоа \хиИВоць Ве зиоез 


пе\ 14еа ме ‹луе ш Ще аррепалх. 

Аз 10 \е тшедау (2.1.5) 1 ГоПомз ош Шеогеш УГ 4Ваё И Им 
шедиаН у 15 10г аегу & >° ПИИШед Беп Ше 2еа-Ропойоп 40ез по 
уап1зЬ {ог > т,, ое. 16 13 еазу 10 ‚зВо\ {Фа Тог #5 соп- 
зеаепое а 1050 у \МеаКег 1пеаца16у зи Исез; 1 15 епоисВ Ша 

23 (пам) у 
пит р 603 (5 п р) с (4.1.1) 
35541 ^ мал“ : 
аа 1 — Фаа 
(9, Аки «М! < ММ еша. 
ТЬ1в 13 гафег итулаЁ зтое Гог Зву ыы 
У с03(' шв р 608 (5” т р) |< 
№р<м“ Урз м“ 
< (2"—х') тах У, пр. 
> мрэм 
1. е. ош 1$ апа (4.1.1) Ме 1тедааШ\у (2.4.5) 1оПомз мц В=^. 
Твои [1 сап 10 ргоуе \№аё Фе зеё о{Ё &,-уа!аез 15 Чепве епочёВ № 
заивНе (4.1.1) пеуегфеезз зисЬ &,-уа]щез аге «га ег» 4епзе. Моге ехасЙу 
4.2. ТНЕОВЕМ ТХ*. Рог ОА, 3< М5 МММ, в >0 


фе Йате 


№М Ш М 


т 
оЗтеЫ+ 


я 0$ (2 ш р) о 


№рзМ“ 


* Рог ЧТеогет У1Ш зее сварег Г, 
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'ТЬ1в Ъеогешт 15 а1з0 диИе 1у1а1. УУе Вауе 
ю-- 
т \ | х сов (21 р) } ах|= 
ю М рам 
А х= 0+ Е 
=|[ о Е т (еп р) < АМ. (4.4.2) 
№=р<м“ т=1 


Н У соз(2щр) узизвез ш 1 << - Ц ме Вауе пот 10 ргоуе; 
№5 р<№* 
1 поф че оМат 


Е ми 


ох к 


| сов (т ш р) |. (4.1.3) 
№5 р< 
(4.1.2) апа (4.1.3) ргоуе омг \Теогеш. 

4.2. Аз ме \Ш зее ш 4Ъе аррепа1х, Утостадоу’з и отуез иве- 
{| езишафез Гог зат о{ \Ъе фуре У ей ТР И —1<1<1 Ш 

№'<р<м№” 

{а11в оп]у Гог 1=0. Аз №0 +Ъезе гези]6з Г геег 140 Ш\е аррепд1х. 1 18 
уегу ргофа е &Ваб а ригеЙу фесйрисай тод1самоп оЁР Фе шеМоа 
зтуе фе ргоой о? \№е !1оПо\м те 

Соп]есбиге: Тйете ате >42, 0<8,< 1, пу, (В) аа 
6, = 6, (&,, В., 7,), 6: =6, (&,, В,, т.) зией айаё Гог 


<< Ал 


че расе 


23ап № 
— о в, Ве 


№<р<\” [№ и 


Егош Ив | сап ощашт \Ше шедиа\у (1.4.2) апд сопведаеп у %е 
диав1-глешаопзао Вуроез1з. Ког 4№е заКе ой знарИсиу Т \теаё оу Фе 


5; 6613 УШ Бе допе Бу \е 
ТНЕОВЕМ Х. // его аюе а, >2, 0% <, ВВ, (в, 8) > 100 


апа 6, =, (“,, 8,) апа 


саве В, = 


ме? @п ш м) 


У ет | а . (4.1.4) 
№ «р т . 
{от екегу 
оао &М М < М (4.1.5) 


апеп ((5) Ваз т 1е ва!]- Папе И офи а рпие питфег 
РЕ $ 


0} тоодз. 
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РгооЕ. Ассог@ие 40 6Беогет НЕШ 15 за Й1елете 60 зВо\ Рае ош 
(4.1.4) 16 ГоПо\мз 


м ‚Маша м) " 
> е тр Я. е = ра (4.1.6) 
Х'<р<х” лиу^ Иа 
Гот 
5. и Ай га Мм. (4.1.7) 


4.2. То ргоуе Ш ме изе фе едиаЦ%у уаПа {0 ХО, У>0 


39 пы со = х-У жх . 
ее Иде = в- в | ан \ ее? 352) фе = \ и \ зы \ 
= Се эко аи 
Гот \УВсЬ 
2х т ос 
(. ‚ео - 212) фе "Иже [< \ ея 45| + 


&= № х+х 
=-У 


+| ре = 252) 4% = ) и] еее |< НУ, (4.2.4) 


ассог4аштсе 10 Ще зесоп шеап-уа!ае \Веогет. 
4.3. У№е арриу (4.2.1) ми 

о те ве. ЗМ 

= шр, 2+Х=2уИёщЩМ, х—У=х И“ з 


\е рауе 


и ии, у ти пам. 


Твиз ме ощаш Бу затииае Гог Ве р’з 


в эИгшл 
Ч ее. 
|ИУхе* У с-й ШР 


№'«р< У“ 


м № Е-ЕУИЕИ ИмР)) 4к| < (4.3.1) 


№<«р<\м” 


22| = о 


И еше 


Егош (4.1.7) раблис 
а || &1 


Ь’ = тах (в, ®1 , 22.481 [3]! (а1 | то (4.3.2) 


ме пауе 


(Ив ^) рез тьь, 4.3.3) 


&1 1 
ап все Ме {апобоп 2ш °?х шогеазез топобопеаНу Гог хое* апа 
а 


ог М> 2" ОН ее 
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АИ ес! ар р 
а — И АХ оПЕАТ ГА 
п М 2 (ша ен) м 9 
> (4) — — ь р > (ай 
1 
2.4 (4)? [4]! 
т, ©. 
——ай АУ 

чушм)“<-. (4.3.4) 


Оз (4.3.3) ап@ (4.3.4) же сап зее бВаб Гог Ме гапое оЁ \Ъе ицесга- 
оп за (4.3.4) 


< (; И" 7) < (ИЛ < (у в №" < ы 


Улей теапз (Та (4.1.4) сап Бе изе@. Треп № ЮПоуз пот (4.3.1) 


к с № 2211 \)? 
| е ИЕ Ут р к. 6. а . 
ет . т < 
№5 = О а 
ап 
тя 22(1ш 1 М)? зУгал и 
|. -И р | <у=(у о ( ото 4%) = 
а : 
№ у" им ' 2 - 
<т< У? Пе ш А 
я Ме? Зв Ш Май 
в" 1 
В 
Ч, е. 4. 


4.4. Те шебБо48 \61сВ \е чзе4 Веге гевр. у! изе шт Фе арреп- 


дих Гог \Ве шуезысайоп оЁ \№е зиш У е!!рР аге т4ерев4еть о! & Ве 
№'«р«мМ“ 

\Пеогу о! ШЪе хеба-Гпобоп. М№\ Тог Ве заКе о? сотр]еёепез$ ме ргоуе 
изше &Ве ‘Теогу ой теба-РпсЯоп (аб Ше «ргораЪ ву» оЁ бе фгибв о 
зисй меднайыез 15 розыуе. У’е соШ@ ргоуе 4Ваё Имз ргора Шу 13 1, 
1. е. очг шедиаЙЫез аге [ог аШпозё а Е — ехас Му Тог еуегу & оц 
О <2<Т ехсерё а веф &№е теазиге оё \№еВ 13 о(Т) — гие; Боб ме соп- 
ие опгзе|уез №0 ‘Ве ргооЁ о? &е Йгзь збабетепе. Е тзё уе пее4 &Ве 
оПо\зпа зпар!е 

ТЕММА ХУ. Де из эгеп оп фе ипиеге 0<:<тг йе ф}Детепе 


1 х ь 
она РР са р, ЙЕ И. вут ап с соптиеё айе рот 


ро о Ре роРля Ро 


— ри —, — —> 1 
ОР’, «ОР, <0Б,< ОР, БР,=Р.Бу=у, у=1, 2,..., п. 
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Те оти Нтзё а№озе рамз орайе ииете5 РУР, чтей пе т 9 <=<г 


апа Фйеп айозе о} айе тотайтеа ишегкай8 РР а Дог име Р.В, < У г. 
Греп те за Пепе о} (возе йийегта]$ вшей тетази аЙет Им ато оре- 


РИН 1 
гапоп 25 > - Г. 
РгооГ. Репомие е гепатите 1бегуа]з Бу 4,, 4,,... \е рауе 
р аз >» РЕ ЕР 
. Рура УТ ь 
< У, Е Иги®-—1) 4+7 < Уа+ 5 : 
7 1 
5е. @. 


А]зо \е зваЙ шаке иве оГ \№е \ме\-Кпо\ут 1Ъеогеш о! Саг]воп* (“?} 
зи 4№е 1оПомше югт. ТЬеге 18 а пиатегса! С > 900* засЬ ф$Ваф {ок 


Е 
м (Г) < ФИТ. (4.4.4) 


4.5. М№\ ме ргоуе озг 
ТНЕОВЕМ ХГ. Ле Т > С > 900? апа 


Ч (4.5.4) 
Греп Ф1е теазиге о} Фе Гз зайзруитз (4.5.1) апа рог вшей Бу есегу 


и. 


гне зпедиай и 


№ <р«м* у! 


- | № 3 № 
1 шр 1 
> е ты 600 Ут 
пой 15 втейег тан — ТА 


Ргоо{. И \Ъеге аге по ' гоофз 1ш Ще рагаПе]осгат ‘ры, 


0 < 2 <Т, \е Вауе, асоог4те 10 Шеогет УП, пойае {0 ргоуе. И \Ъеге 
аге зисВ гоо{фз \е рго]есё \Теш оп {Фе ппас1тагу ах1$; {Везе \1Ш Ъе Фе 
Руз о{ 1ешта ХУ апа Фе сопа оп ИР 13 Бесаизе оЁ (4.4.1) 
{ППед. Тьеп 1етта ХУ аззигез \Ше ехи\цепое о{Г поп-оуе!аррше т- 
\егуа]з апу 0! \еш Ваз а 1епёф >УТ Ще ‘о Лепе МВ оЁ \Тове 18 


| 5 ь . а 
> Т.ап@ по 0! \Веш сошатз ап от4таба о{ гоо%. ОтиКЫпе аЁ 0108 


опе зисВ; (егуа] же ау зиррозе Вага {Ъезе ш(егуа]з Це т ИТ <ь<Т, 
У\е арр1у Шеогет УП Гог еуегу висв имегуа| (а, 6,) \ИВ 


* У№е 40 по{ изе о! сомгзе В1з 4Веогет т 15 Фа зепега!\у. 
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5 
хх 


'Гье еопа\лоп (3.1.1) 1з Пед эпсе 


>УТ>С> 900 > шах (100,30"°). 


'Теп \феогеш УЛ аззигез фе ех1з\епсе 0! ицегуа!8 оГ Ме юа1-еп2 В 


> +(>-иТ) > т зисВ {Та Гог \№е Рз 1ушо еге Гог еуегу 


> 


5 
АН», 
В -Л мм 


Ве зведоа] у 


У а 1600 ^ УМ 
| : УЕ 
№'<р< м 


Во!@в, 4. е. 4. 


Аррева1х 


5.1. Улпоргадоу (1°) ргоуе 1ш 1941 Ще оПо\мшз сепега! &Ъеогет. 
И ла {1е пииегуа| 4<У<:<М 7 (<) 13 Штее-итез сопыпчой8 у 4е- 


глуа]е ап@ ЪВеге (ми В15 поайоп) 
- й 1 о. р : | 
Зака, зы” д |< а (5.1.1) 


\Беп Гог еуегу => 0, м. < ММ Ше ТоПомшя арргалза! Бо]: 
1 


| У ОР | == О (№14 °) (+ 


№'<р«М” 


То вер ап омещайов 1% 090<1<- а хе апа 1®=а- 47; Веп \№е 


сопФопз (5.1.1) аге УИЬ А=+ У?“ га Пеа аа \е оБатт 


1 
к а 
У ее" = ом (ам +7). 
№<«р< №” 
Ри 
Н М иИ-7 Шаз эуез Ме зпедаа у 


о а |5о(м 6) 


№ р« № 
2 
 оп]у И < < №’ < №"< М. Вщ {ог Ве Гапемоп 1 (а) = д Ша — 


ап@ (Ваб 1з чБар ме пеед—\Ъе сепега! сопд\лопз ог Утортайоу”е 
\Ъеогет аге по Пед Гот 
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ве) У ие: = УЕ (О Ш 2 ШТ Рае ВАЙ 

- У т о. х* } раем ' 
"^* (ту 2" Я ла”, т) НЭ а Шт? 

2” (т) $21” (т) = (Г @))'= РР 2 


и 91» ‚, —= у-2л 
ии |2 '° (2) 2’ (5) — п. - 
т > й 


: : З 1 \ { Е с 
УРев 25 оГ 1ю\ег ог4ег \Вап 2. Еог 1 (2) = 5 Ш (А + =) Ваз {Пеогега 18 


аррйеаБе %Ик А= ^^ апа И гехи а 
в о 
р ет |= 0 (№!) (тг) =о (мч ‘) 


№‘ <р<\” 


и МЕ; Ба Ш 13 изе|езх Бесаизе ог Ше з ш Ще ехроцеп. Ном- 
суег ЮПоуйпв 1$ тефой ме вера вп оНИу шоге селега| 'Веогет \Воь 
епа ез из {0 «её поп-мау1а[ езИтаНоп$ Гог Ме зитз 


< , у " } к з У 
№ ей т РТР ЕЕ 0), м рёё ИЕ р 1 ру | (у Е 0). 
№=р=\” \' зря” 


С в т (Ур). 


^^ 


ТЬ1з ШФеогет гипз аз Г Цо\5 
ТНЕОВЕМ ХИП. [её }(х) 6е а йгее-Ите$ сопипиочну Чета Йе ат 


о = № 
27 < «т < М, ритйег Неге 


Р (2) [> 0, (5.1.2) 
вр’ (в) 2’ (2) > 0, (5.1.3) 
<! ® |<“, в (5.1.4) 
дем <!” (8) +7 @®) 155 (5.1.5) 
5и ррозеа паё 
№ ш: № > АХ №, (5.4.6) 


я № ты ие 
Грен рог егету М < № М че ра 


от 1 Ы А 2 ь 
> ети < (м+ о и, И МА ет м 


№'<ро\“ . 


5.2. Ког \Ъе ргоо{ о! {15 \Шеогеш \е пее4 \№е ГоЦочная меЙ-Кпоп 
ГЕММА ХУ! *. 1 Е(т) 5 цысе сопаиноинз у Чегеа Це рюгахЕкь 
ап4 веге 


* Зее 15е рарегз о{ Уап 4ег Согрш, Кит ад Нейьгопа. 
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РЕ» 20, ВЕЗЕ (ВО (5.2.1) 
1йеп те паге 


< +++ 6—2). 


|5р=| У, ее 


а<п<ь 


РгооГоЕ уф веогеш ХИ. Те р, р,, ..., р, епое \е решаез по‘ 
ехоее 41 ИМ, р, р.,..., р, = Я; аз ме|-Кпомп И у <№М<М 


д № 6" = М ь(а) ХМ ст У в (а) 5. (6.2.2) 


№'=р=м” ан п ан 


м ем. ч-ы 
а -- а 


Ког Ме езитамоп о! 5, ме изе 1етша ХУ миЬ 


Е (5) ==! (ат), В = = -. р = - М" №“ 


фея ме Бауе изшр (5.1.6) апа с, > 1 


5 А а сз М О ЗАДА НА 
а А +7 АЕ р - + и 2 
3: №418 М 
а. 
Рибах 
т = (5.2.3) 
з З 
уе оМат Бу < АШ*М аа мох [п № 
Ма 
У |5. | Зои М МНЕ < (Эф) Аш’ М. 
ао 
Тызз отуез 
ы- (9+) Ане М | № и (4) 5. = 
ан 
<= №“ 
Е (° -- м Ане М- |2, [. (5.2.4) 
5.3. Ког {, ме Вауе 
Я эв(ап) — М т 9%(/(п4) — 
О Мы АС 
(а) ча => № “ №* 
«< а<\ Укок“. И тах(7-, «)<п<-т- 
эта) — 
ве У У р (4) “94 х — № в (4) е?тиКи4) = 
ыы (а) ме (4) №" 
„= х' Я 5 <а< 
о. и 
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= У УХ вето У У ь@еен И, (53.4) 


м - а м №" а 
<-> а м Г? 


1ш 7, зе овапре {Ве ог4ег о! \Ве зитшиойз адалт 


121=| № в@ У еее] < У а 
а 


м' М 
-;оФ3а<о —==1<—— 
=> -а< а = 


Лох \ме изе 1етша ХУТ \иЬ а=1+ [1 _ 5 [= |, Е (2) = (ах), 


В=4, Р=& ы . Непее \уе зеф {ог \№е липег зат, з1тсе 
ам ем а 
а ео 
Ас Я 4 М А ‚35 4 Ме м 
а г 


Зашиие оп 4 ме оЩат 


|125 <о--8Аш ЗАМ. ч< (9+4 1) Аше; 
ош Им», (5.3.1) апа (5.2.4) 1 оПомз 
|< (18+) Аш м+12 |. (5.3.2) 
5.4. То деф пррег Ъоца4 фор 7, ме зрИШф \Ше зедцепсе оЁ рги68 р, 


Р», ---, Ре Ш т стойрз О,, О,, ..., Оз; Ве у-& стопр О., софашите \Тове 
ргитев, ог \В1сЬ 


'Греп уе Вауе 


му Ш 4 3-1 
(в им №29), (в) <Шм, < шим. (5.4.4) 


\УМе Ч1зильице \е 4-патЪегз \ЪлсВ аге о{ соигзе диадгаМте!, ш с]аззев 
О,, О,,..., О; 10 апу о{ Ъезе с]аззез Бе]опс 4Тозе 4-пишЪегз \Ь1сЬ аге 
м оГ а ргезсмБе@ пишБег о{Ё ргипе-Ёасфогз !гош еуегу стор 
0,, О., ...,О-. Ном тапу засЬ е]аззез аге &Веге? З3тсе апу потБег ]ез% 


ны 
\Бап Л Ваз аё 01036 т 5 рейте- Гасфогз \е Вауе 


11 М\ = 1210 0 № (в в №-+= 


2 <6е 5) < е209( 1 п АН (5.4.2) 


Ргош \№15 ап@ (5.3.1) 
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—— рае ор | Мы 


| < ©1816 тах | этима) | = 
[|< пах| Х Уь@. 
Ь №" (а) 
т ® АЕБ: 


= еб а 11 №)* тах | м о и 5 


т Е 

ЕРагеВег ме Бауе еу14епИу №’ < па < № 
| 2;| < е1@п т м)? тах У > бы. р (5.4.3) 

т —— 


хм Моста Мо (а) 
1 о— 


ЕВ: 
№'<пва<\” 


Геф из 4епойе &Ве ]азё ао е-зат (г ап №, Бешя Йхеа) Бу 7.. Бе 
ре Тагег 4=8,8, *`- 5. \Веге в, Чепойез &№е ргодись о? 1Ъе реше- 
Гасбогз оЁГ 4 Бе]опалис 10 0$. И 1е 4-3 оЁ Ш\е с]азз О, аге сБагасвег1я- 
е4 Бу сощашишя ехасИу [, ргипе-{асфотз тот О,,...,[, реше-Ёасбогз 
тот 0., ме Бауе 


У—1 
а а 


й 1 = 
2,==2`10 о ео, У еее) (5.4.4) 


апа 
+1 
в = ГА). (5.4.5) 
Злпсе г 15 Нхе4, йе п1сез #,, &,,...,7. аге мБ (Ве Чейолнюов 
РР (5.4.6) 
хе (5.4.6), (5.4.4) апа (5.4.3) Вауе (Ве сопзедиепсе 


и 


: и и т их и“ 
Е о 


{‘игбвег Гот бе дейпи ют оЁГ ® ап Ах № 
У УМУ ы 
м. <" =И (1) <м 641) 
Безе бореТег аззиге (Пе ехлзбепсе о{ Ш№е 1еазё6 ицевег № > 1 змоЬ ав 
1 
Мот, ыы 8, 2 №. 
5.2. Сазе 1. #1. Ассог@ах № &е ЧеНиоп оЁ А 
Мб, 18°; 
$615 апа (5.4.6) влуе 
1 . 

ов. < М М < №. (5.5) 
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Эласе 


Л > 
. > г ” „’ М 7. ы 
8.<8: < №, Мне: и 56” - № > № 


ме Бауе 
И (5.5.2) 
У/е Чейпе по\ (\0 пех зедиевсез (и) апа (=) упеге 
(Пава, **° 2 = Ве ое 


Ассогате ю (5.5.2) Бо вауе а зепзе ап \е ииеша ш иго4осе 
Мет ицо 7, аз пем зишташюгу уапаЫез. Го еуегу рай (п, 4) соггез- 
роп45 а ип1дуе рашг (и, с); ш 4№е орроз\е зепзе опе сап аззегь оп[у \Ва\ 
с дебегттез Вл’ --.› Вы. Ког Ихед и Ч4епойт& Бу Ф(и) Ше питфег 
о \Ъе зо] оп$ оГ фе едпайой ле, -- 8, = и \е Вауе ву4еп у 


Ф (и) < Г (в) (5.5.3) 


\Веге 7 (и) шеапз (Ве пишьег о! 41У1з0г8 оГ и. ЕигбВег \е Вауе иг = па. 
Нитодисшр Ше уапаез и ап4 с шо 1, ме зе 


д У Фе = УЧ 6 (5.5.4) 


— 

()(5) (и) (г) 
№5 ие м“ мм 
: О 
% ц 


№\ уме езта(е \№е Чошаш о{Г уама Бу оГ &е зедицелее (и). Ггош 
(5.5.1) 


#/ 


пе ен < 2 (5.5.5) 


2 
3 


ап4а тот (5.5.4) ава (5.4.7) 
[К 


__ М8, р т =М, (1 к в) 2: 


10 10 
2 ее. (5.5.6) 
(5.5.4), (5.5.5) апа (5.5.6) хлуе 
12,| < 2 м. тах У Т (т) | о ры. (5.5.7) 
хо < Илия (200, 28) 9057 а 
тт 


\Неге (Ве зиттайоп ассог@ше $0 т геЁегз 40 сопзесийле ищезегз. Ъеь 
из Чепойе \\е 1азк 4очЫе-зат Бу 7,. Тцеп ош Сацеву’з шедаа! у 


аа > Го < 


бт (1 Поз т<Е\ 


с 
А‘ зтез\м“ 
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< 20, т’ ие № 1+2] м У е ко-Ккы < 
о 1 (2) бот (01)(©2) 
№ < то< Хх” № 


-—<ь ъ ее 
= < ИТ 


<20, ше М (Мы М + 21 2, |). * (5.5.8) 


Свапрзше \Ъе огдег о{ &№е запилайоцз ш И, же Вауе 


| УРА | = р В ет К 7(тоз)- (тоя) = 


№ ое > 
мох ететнь 9 


} , 
== У : ра о2ти(1(тпто) — (ит )) |. 
= у 1 8 | , 


| у 
№‘ А” № м 
Ре 1<п2< => шах (с о, — | зто ши (=. — 
{в [70 Яа па 


Веге егегу зипшам опт гейегз 40 сопзесиимуе пицевегз. Го Фе шпег заш 
0, \е арр!у агат 1етша ХУГ мин 


Р (2) =} (п.=) —}(п,х), а= шах [2 =), Ь — пий ГИ т >). 


Зшсе 


В (= т." (п) — п./ (пк) = алфуа = \ сиг ау ча, 
Киву = р г Г "Фа (>, 


ав1ше (5.1.5), (5.1.3) ац@ Ве сопыщайу о! {\е деглуацез ме тау сБоозе 


тя о 
Ване ОРЗ 


ав4 | К” (2) | > 0 15 а1во ИШеа. Непвсе 


| 4.4102 № сз (п, — п!) |3 (п, —п0* 
О Е НЙ 


ав4 


5.4 192 № Н. бат) сз (п,— п)", 
2 | № (1 р и (*. АЯ 4. Е -4* и.) < 


у 


—-<л1«л = 
ИИ ВЫ 


Аим м М № С. 
к ПА 0. и ‚бя 


№ 4 МА ЗМ „ № `_ и 
в += 0, Фал(т +3 г 
4 и ый С. с 
< = < —- ва + (9 . + - ы * т 24203 . 


Рите Шиз имо (5.5.8) ме оат 


— 


* ‘Тне зедаепсез (с,) апЧ (с) аге Чен Ис] \ИВ 4Ве зедиенсе 
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‚а №8] № 
+47 т м с МА М (с, + я Па 


10 э В 
ап озто № «И, <2№ апа АЗ №’ 
и 


|7. Ё <4№ Ш М-. вм 1} м МА ш* о" р Ш М < 
< (8+ #25.) мль №, 


Е (3+ Е 2, ) ИМ ем, 
к 4, ) ИМЯ: М, 


а (6+у=+4,) У МА пм №21 а м: < 
И = 4+4, УМ 4е? (и 1 №) 
бе. (24 | Ут +) И МА ев ш му 


УВасв ргоуез оиг Веогет зп Ще сазе Г. 


‘у 


1 
5.6 Сазе ИП. А =1. Трей \е Бауе М, < № Бё Мег > №; $615 ав- 
зигез Ве ехзепсе оЁГ а тшипа! ицесег % > 1 засВ (Ва 


ыы 


а 1 
Ме (Ен) "> М (5.6.1) 


Мо\у ме пигодисе ш (5.4.3) $\о пем зашшаюгу уамаШез и, ав@ г,; 
\е вефиепсе (и,) с0п31563 оГ (Ъе даадга ге ицесегз сотрозед Бу ехасЙу 
ф Ч1Негепв ргипез о? {Те стопр О; ап@ ще зефаецсе (=) о! о Чиа@гав- 
тез ицехега \№сВ аге сотрозе@ оЁ (1„—9) ргипез оЁ Ох, [:г ргицез 
о Оз, ..., м ргипез оЁ &Ве втоир О;.. ТЬеп {ог суегу а соггезропа 


1. 
ехасИу ( ы) зузбета о{ (и, с.) И (и, с) = 1, 1.е. 


И = © о ет (пиоть) 


2 
“) ‚ (0), (00) 
$? № <<? № 
№ мот = 
(мо, 0)=1 
ог гоп] у 
[2.1= У те. (5.6.2) 
ЕЯ 
№5п №  (%0)(00) 


(мо, 50) =1 
№0000 М” 


Хеж а|йешШиез аг1зез {тот 6Ъе гезичейоо (и, ©) =1; ю ауо в ме 
ргосее4 {оПоулие агат Утпостадоу аз юПо\з. Аз соттоп 1 У1вога оЁ ап 
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и, ап а г, 'Меге сап оссиг 1 ап4 еуегу чиадга те! патЪЬег сотрозе оЁ опе 
ог м0 ог -..] ргишез оЁ 4Ъе этоир О! \Ъеге } = пи ($, 1, —9). ТЬезе 
питЬегз Чефегиште а зедиепсе саПеЯ \е (5)-зедиепсе. Рог еуегу Пхе4 5 
ме ЧеЙпе фе рагЫа1-зедлепсез (и) ап4 (55) о{ (и,) гезр. (с,) Бу зеесыих 
еуегу и, ап4 с, @1у15\1Ые Бу 8 ап еп ату1ате ‘Мет Бу 8. №\ Ме 
ттсеп1оиз Чеу1се оЁ Утоста4оу сопз156з т обзегуте ве 14епиву 


р ет (ото) — > ь (2) о ет (ив ива), 
о 5 (из) (05) 
40, 20) = 1—8? ь -” 
№ пинок и” ии 
УПеге Ве зате оп Ще г12Ъ6-з14е аге аП ой (Ве заше пабаге аз 1а сазе Г. 
ТЬч$ ме Вауе 


о УХ емИечью |. (5.6.3) 


(@) хозпах оо. 


: 
22 <1игз= а 


Тре шпег затз МИВ Ихед 6 Ш Бе цхеаце4 зиоПаг[Гу аз ш сазе Г. 
\УУе мыо4исе Ме пез зедцепсез (из) апа (#5) Бу 


й ых р 
ПИ 


Ават из, &5 40 поф дебегите п, иг ап@ 15; Чепомиоя Бу Ф (и) Ме пит- 
Бег оЁ Фте зо|и0оп$ оЁ пи; =и \е 'Вауе Ф (из) <Т (и) ап тот (5.6.3) 


ИТ \ Фе еиеиеь |. (5.6.4) 
<) (ибо) 
аа 
2 
д 
8 


Тра\ раг6 о! 1$ зит юг Уве 6 > М* 15 ятру 


< У Ут без 


у ( и) 23 т= У 
ё> №8 > № 


Бепсе 


12.1 2м ем | Х Фадей = 


“ и 
(и3)(55) 
ИМ 
2 << 5 


62 


т 
5=м№8 


=2М№* ше М- У, 12.1. (5.6.5) 
те 
5<№8 
То оБаш иррег ап@ 1ожег Боци@$ {ог из \%е ваус 
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11 тЫ 11 
й р у № а 
из = ть > М> $ Обь) ме (2 У ‘иг т ты 
ь $ 10 , _ф аа к 
ен" И (Мани > > № (5.6.6) 
(р й . 


изя (5.6.1). Ки Тег 10ог Ф > 1 ме Вауе 


иг 9-1 4 ф 2 
(вн) Мат < М, Мет < Г 
ть а 
и = пи < 2, < У) о у и") = 
М А оз ть 
а ты ы А (5.6.7) 
И о=1, Шей &6Ъе зедиептсе (и) 13 14еписа] уиЪ \№е рглтез о{ Од, е. 
Е У ТУм 
И, ши =п < 2М, <= 
3 Е 
зУмим\е2 м3 ед 
= —- ь са ок А у. ( . 
ь =) к. (5.6.8) 
Нецсе (5.6.6), (5.6.7) апа (5.6.8) ‹луе 
10 : 
№33 й №3 рис 
а бе 9 
> < и < 2; (5:53) 


5.7. Еог &\№е езитайоп о! 7, \е ргосее4 зипИаг]у аз ш (5.5.7); Виз 


Л то. 
12 |2 М шах : р Г (т) | № ет 
№33 2 Оо<т<Га (55) Е 
—— < 00о<И1< пит (300, —— ы з 3 
| и окне 
7?т от 
(5.7.1) 


Репойия (фе 4оце-зит Бет шах Бу Й, ме Вауе 


12,2 < ( > Т(®) )( < | м оз тёаь) 


-‹ 


Созт< Ил Поз иАС1 (5 
м ме 
62т ^^ ЗЫ т 
<20. шп № С 1 2 ету (т) - /(тё5ь)) 
в . < 2, Хх ы и. — ы 
№! №" = (95)(55) 
<1<=— и м № 
%-т 9:т а <<< =; - 
т ст 
< 20 шем (з: ш+2|2, |), (5.7.2) 
[: 


\Веге &№е зититтафогу уаг1аез (55) апа (=) гип фгоиовоиь $Ъе зетаепсе 
(55) пдереп4епИу. Свапетх \\е ог4ег о! заттамоцз т 7, ме омат 


а 
ИА 
— = №7 
(5 тё) мах (с, — 
ее х” 021% 
5019398 50 
А (её 
х 
= аи 
И 


<п шт (съ, 


7 > 
тах (с =) <т< т} 11: = ) 
0, геля т (о, > 
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х 


_№ 
5255 
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2К(тазь) - (те) 


‚зв (/(тбто)- (т8?п1)) | 


(5.7.3) 
\Веге еуегу зиттаЙоп геЁегз по\у 40 сопзеситее ицесегз. ТВе тпег зат 
2, \Ш Бе арргалзе4 Бу 1ешта ХУЕ 


Р(®=/ 


п,5'2) —}(п,8*х), а= шах |0 Г 


вт; › 


р ЗА 
6 = шт (бы Л, 6-а<0,; 
эщее М” > п,2?т > пт > М’ ап4 
п207х 
ьЗ о 1 
"' (<) = п,2* (п,5*х) — п,5*}' (1,82) =-— 


ре (п. —п,) 0? $2 


И 
Гар Бег 


(2) | < 


И152х 


|Е (*)! > 0 з ыИшШеаа. Тьаз ети 


4 02 № 


<! м (п, —п:) в 


ап {тот (5.7.3) 


Сз 52 


ВА” 


(п, — 


х\ 2") +7 (9) 4, 


7210°х 


О” зе 


2? 2 (2 (2) -Н 21" (2)) 42, 


ХУТ луез 


п ВО, 


АМ р Е 
12,1 < о (1+; ее (",— п.) № 
У 
пи, 
сё 0% (п. — п)? тг 5 МАМ | с 6 сз 60, №“ 
2 А? РИ И Г) => Зы ТА *е 2 А О Е И. 0 
апа гот (5.7.2) 
Вы & №? |3 № МА о М № 103 №, 22 № 13 М 
и м, ке 304402 7 АЗ) › 
$ УМА им 
| и Им» ] п? № У 1 М 2 д" 
а те ь ум = т 
В 3 
М << 2^- 


Ее. 
5% 
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№ шт № № 18 № —_ м8 Ц № №33 о № 8 У МАШАМ 
2 6 =— + НЕА 
+ 2с, 820, Уя 4 2, 92 АЙ, _ - И Ус, 6* е. 


3” 
79 _ 


№6 п? № 3 из М их Умлш М 
а о О т Ее. 


Непсе {гот (5.6.5) 
7 2 — 
12. < 2М№ Ш? М4 (2+у-46) УМАШ* М < 
Сэ 
БР С х, ИМА1 Л 
<(4+7=46)1 МАШ Л 
ап4 {гот (5.4.3) 
> 
` 2 ГА >52 м) 
о 
ап4 ПпаПу {том (5.3.2) 
12,1 < (18+ 1) шем (4+7) УМА алк < 
5 2 В 
ть Ае?? №) 
= (22 $- ву 4 )УМАе (пам 


Тьз апа (5.5.9) ргоуез Веогет ХИ. 
5.8. Мо \е арр!у Теогет ХПИ 40 Те сазе (= ша \Веге 


Е (5.8.1) 
Треп 
«+ у 
Рае, =? 8 пт ое ы 
т ве 
4 № 
\Веь з1уез [ог у<0 ие © << М 
в 
ром Е вм а 4 шШТх Е 
#5 М. < 8= 8“ ОЕ, Г’ (2) 1> 0 
| М 
ап4 {ог 1>0, --е*' < <т«М 


М отм 
вау << и, 16 


Виз же шау баКе 
С; = 39. (5.8.2) 
Каг&Ъег 
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шт - 15 
, 


(+ (= ег)“ 


НИЕ (у 1) 25 — шт- в, 


27" (+2 (в) = НТ 


1ру 2 ВВ Й Й < в 
|5]”” (2) +2 (2) | > 0, 5. ету 1 @ Л (©) | < — > 

с, 11|, с, =420. (5.8.3) 

УУе Вауе Гог\Вег 10г Ё> 15< 
р ня = ем <мМшмМ (5.8.4) 

У 

8 
ме Вауе оп]1у 40 ргоу14е {ог А> №. Уе зво\ {Та 10г 

(5.8.5) 


У у и 
В < М < М 


еуегу гевёг1е оз аге зайзПе4. 


эй 1 Г 2 
№ — >я(звш м) > шм, 


16200 2.902 
М >е Е“ ”. 


1 
г & 
№!0 < а 


\Ь1с6 парез 
С 8 
м а 
< (5 — о. М <тая <= А. (5.8.6) 
ТЬеогеш ХИ цюбе ег ми (5.8.2), (5.8.3) слуез 
Сого]1]ату 1. Рог р ап4 ава км! < М <м 
фе Расе 
МВ 11 м)? 
| о сйш | "| < БО} 
в . Ут т У: 


5.9. №\ ме арр!у Шеогеш ХИ № 1®=е т 2 (№ 10'2)° у еге 


У!е Ъауе 
Г (<) = ри [(ш 10 2) у (№ ш 2)" \|, 


печг ет (пт + (1—0) в 2), 


Гоа | — (п ша)" 1 аш) 1+ 


р и ш =) 14 (1—1) ( п п 5)т- 21, 
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гра (в) = ат (о 
(шп 5)" ° т 


и риа ш 2)" 1! 
2кх | ма > 
+ (—у+4) (—1+2) @п шэ)"-? р 


— (а шт + 
хи тшх 
ы в 
Твиз [ог >> е* 
;. Е (п т ж)т 1 1 З 1 1 
И - [ое ы & `па(шш а: 
$ (ш ша) 
тт? {1-ти о 
ГУГЕ в 11 2)7 ГЕ. РЕ и ь 
ош шх 12 (ш шт)? 


}>° 


] 


> 


о 


[р (2) Р2Р (2) | > ыы 
112 1 2) ' 


21115 


Ч 
-- [1— в 
5.1.2) апа (5.1.3) аге ВИЦеа. ЕКарфег \уе Бауе гоио у югу > 0 


5- ‚_ (1 № №), 


1. е. (5. 
Ге) 5 Е (т ша) <; 
17) 1> = бп щз)* (1—1 а - (ша) > 
= ( м п п 5). > (@ШМ) 
зэпа ГГ у <0 
У (2) |< 21% миа — ее у)" — я ее 
7 @) > рва (1-иыь) >= п №): > Е 
1, е. 
д 
Е „ =46. (5.9.1) 
Рог хр’ (2) + Г (2) ме зе 
а 
аи - я> = ем (5.9.2) 


[хр (2) 4} (2)| > 

баш м" 
И В а 
Киа М 2 в 
4 М ни 


И с,=2|у| апа 
р } $ (ша)! 
[изу (9 


На-о. 
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\№е Бауе опу (5.1.5) во уегИу; \\е Из Ба! оЁ 6Ъаь 13 оБуоиз ог 
1 > 8к. ЕпаПу \е аззег 6Тав Гог 


ел 


8 
21| фе аБоуе гезбасвопз аге Ге ап@ а1зо 4№е совазюп АХ №. 


Ме пее4 оп1у 60 зВо\ Ше 1аз6 збабетепь. п Гасб, же Вауе \Ъеп а Гогё10г1 


М> схр (вез =): в 


1 
№ ЖИ? 4 
8>5 (4) > аа“ > паша, 


1 1 1 


} ев = 
о № № 
№?% 58 =- п щ М, — ЕЕ О: Я 
у (к < Уюшх ^(шшм)т 


эащсе ГагЕРег 


и. г 
1 м 10 №? 
Не 
”. Е. (п шл }\ 
8 7 
г: 4 \ < ы 
Е шт М) 


Непсе \Неогеш ХИ тау Бе аррЦе@ ап@ ме её 
Сого1]1агу ЦП. Рог 


<, Зам <№<«М 


фе расе 


| 5 ой шр (11 Шр) |< (272+ "_) Е | 


№рэ№” 


5.10. ЕтаЦу \е сопз14ег Ие сазе = № (№ + 2). ТЬеп \е Бауе 


й : а 
о) = > я т . 
М 1 в р № 
(тр (2))' = - (У Е2)", я (2°/’ ())' = Оо 


Виз (5.1.2) ап@ (5.1.3) аге заязЙе4. Ког ег 
4 № А 
< (@) [< 35. х, А=--, &=3з (5.10.1) 
ап4 
1 1 
[(27 (2))' | > 22 РЕКОЙ ба = 59 


у / 2 $ 
(ка, =. 


р 
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Ког # > 4д ме Вауе 
4 У 


А=-<М< № в № 
ГА 9 
ап@ М> (=) 
1 
г] , 8 
= 1. а=-^ = №. 


Тиз Щеогеш ХИ шау Бе аррПе4 ап4 \уе оЩат 
Сого Тату НЕ Ио 


мВт 


те раге йе озитаноп 


22(1а 1а Х)? 
К оао а 
УЁ 


№5 р<м” 


Весеуеа 
2.ХИ. 4945 


А@4епаиш (15.11.1947) 


Тре шаш гезо 0о{ 4513 рарег 18 &Бе ргооЁ Ва \Ше шедиаНЫев 
(1.4.1) — (1.4.2) слуе а песеззагу ап4 за слете сопаоп {ог &Ве фгабЪ о1 
«Бе дааз1-глетапилап ВуроВез1$, 1. е. Гог &Ъе ех1\ептсе о{ а поп-глу1а! 
Ва{-р1апе 10 \Ъсь &Ве едиай ют 5(5)=0 Ваз оу а НЙоце пашег 01 $0- 
11013. Зась а БаН-р]апе \ме сом!4 аефегюалае ехрисзИу аз гебаг4з 
163 Череп4еисе ироп а, В ап а,. Аз ме шепиопе4 10 &Ъе 6ехё 6Ъ15 Гасё 
аззигез оп1у &йе риге ежазйептсе о{ а поп-йт1у1а! Ва{-р]апе 1 мыев ©(5) =0 
\ИЪои6 Безе аБ]е 60 олуе засВ а Ва Ш-р1апе 11 Из ехрИсй 4ерепдепсе 
ироп &, В ап4 а,. №\ 1 13 еазу 60 зВо\ {Ваб \е шециа16у (1.4.1) — (1.4.2) 
18 песеззагу ап за слеп а1з0 Тог &Ве ежлзцщепсе о{ а поп-ыу1а1 Ва- 
р1апе —ехриёсеЙу зхеп ш Из Черепдепсе прош &, В ап4 а, — ш уВлеь 
$ (5) =0 (шп Ще зепзе о{ (Веогешз Ш апа ТУ). ТЬе песеззщу 13 сошат- 
её ш ШФеогет 1У. М№\ уе ргоуе 6Ъе за еепсу рагё, 1. е. &Ваё том 
{Ве тедиаШ6у (1.4.1) — (1.4.2) же сап Чедисе {Ва \е ВаМ-р|апе 


. 33 1 
а о: 
с>1—шт (е а’ 00 @. +5) (Г) 
сопбашз по гоо%з 0 (5); Веге а, Ваз {Ве шеапшя ехр\ашеб ш Теогешт ПГ. 
Тре ргооЁ о{ (№15 звацетаепь 15 дийе еазу а бег \еотет ПТ ева ргоуед. 
\УУе ощу гешагК \Ваё гоПомше Гапдаи’з \е-Кпоуп тео сотый 
1% мИВ (Ше питег1лса] езИтайов о{ ве 1оо4тойе (1°) ап УИ Фе \ео- 


тет 0! ВасК\ала (*°), ассогдие \1еВ 6($) 0 ш \е 9дошаш > 
|2] <200, уе сап еазПу оБфаш ав С (5) = 0 т Ше дотат 
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в 


> — 3900 т ЕГ Е [2] > 51, 
} | (1) 


№\ \Ще раМ-р1апе 1 ме зрШё иио раз ми |#| 24,452 тезр. хИЬ 
[| <а, +52. Тье Пгз6 рагь 13 Штее оЁ го0ёз ассог@ше 40 1Теотет ИП 
ап {№е зесоп4 опе ассогдте 10 П, 4. е. 4. 

А 31155 шо@Йсайов о{ 41е ргоо{!з о{ 1еттаз, ХГ ап@ ХИ э1уез ще 
гоПо\йтр усгу ппрошапь зепегаНза 100: Ш |2,|=4|2.|<1,..., |2, |< 4, 
т >> 29п апа 4,,..., А, ате агЪИтагу сотр]ех пашьегз {Ъеп 


р пи | 4, Е, 


151511 


тах |427 А... А,2| > ша (ит 
тат т-п п 
у 10тесег 
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П. ТУРАН. 09 ГИПОТЕЗЕ РИМАНА 
РЕЗЮМЕ 


Более восьмидесяти лет назад Риман в своем знаменитом мез 
муаре (!) установил связь между простыми числами и нулями мероморф- 
ной функции ((5), определенной в комплексной плоскости как анали- 
тическое продолжение функции, заданной при $з=с+й, <>1 в виде 


< =ы+аФ.. т... 


Риман высказал при этом гипотезу, что все нули функции ((5) в кри- 


тической полосе 0<с<1 лежат на прямой с= в 
Из справедливости гипотезы Римана следует, как это было доказано 
Н.уап Косв’ом, что если обозначить через т (5) число простых чисел < т, 
то Е 
х 
а. = 
® (2) = \ Е 40 (Из ш: 2). 


2 
м 


До сих пор не удалось ни доказать, ни опровергнуть гипотезу Римана. 
Не доказано и более слабое утверждение, которое, следуя Г. КаНпаг'у, 
можно назвать квази-римановой гипотезой, а именно, что существует 


4 
некоторое $ (- << 1) такое, что (($) имеет только конечное число 


нулей в полуплоскости с > $. 
Если бы удалось доказать справедливость этой квази-римановой 


1 
гипотезы, то отсюда вытекало бы существование $ (— о. и) такого, 
< 
что 


ао 
по 


а (= 


-+О (2°). 


т а: 


Основное содержание настоящей работы— установление необходимых 
и достаточных условий для справедливости квази-римановой гипотезы. 
Эти необходимые и достаточные условия имеют то преимущество, по 
сравнению с известными до сих пор, что справедливость их может быть 
рассмотрена с помощью замечательного метода Виноградова, совер- 
шенно независимого от всей теории римановой -функции. 

В настоящей работе доказывается следующая 

ТЕОРЕМА 1. Даля справедливости квази-римановой гипотезы, т. г. 


р 
для существования числа $, (+ <3$, < №) такого, что ((5) имеет 
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в полуплоскости с > $, конечное число пулей, необходимо и доётаточно 
существование постоянных а, и а, таких, что для . 


и О 


справедливо неравеиство 


х се Иар 


№, «р<\У“ 


№е?3 па? 
<а, р ; 


Более общей является 

ТЕОРЕМА П. Даля спразедливости а: маповой гипотезы пеоб- 
ходимо и достаточно существование чисел «> 2, 90% <1, а, =а, (а, 3) 
и а, =а, (>, В) таких, что для 


т 


акт М' < №М 


р 
имеет место неразвеиство 


> ей ТР 


№'’<«р< У“ 


№2? Зи): 
< Я, З 
Тр 


Теорема П получается сопоставлением двух следующих теорем, в кото- 


рых дается конкретная связь между характером оценки Хер 
№«р<м® 


и полуплоскостью, где риманова (-функция не имеет нулей: 
ТЕОРЕМА ПТ. Если существуют постоянные х>2, О<3<{1 и 
а, =а, (х, 8), а, =а, (х, В) такие, что для 


№ , , 
м АЯ 


имеет место неравенство 


2 опр 


М, <ро м” 


Ме?“ затлшх)2 
Я 
ня 


то квази-риманова гипотеза справедлива для полуплоскости 


33 
о 


1 
ТЕОРЕМА ТУ. Если ^ (5) имеет в по.иуплоскости 9 > $, (- < 1) 
только конечное число у нулей, то для 


1 1 т 


1007-88 И-М < ММ 


сп 190ед.4иво ие равеис тво 


. т 
< а, ? у 


> опр 


№=р<\” 
206 а, а, (9. У). 
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Теорему 1Ш можно несколько уточнить, если заменить У ер 
‚№'%рэ\“ 


суммой У с0з(1шр). Тогда получается 
№‘ =р«\м” 


ТЕОРЕМА У. Если существуют постоянные &«>2, 9<3<1 и 


а, =а. (&, 3) такие, что для 


С 
Е илл 


РА 
ео 
имест место перавенство 


№ 60$ (Е тр) 


№ р“ 


| Ме? ииах 
| 


а 
ЕО: - 


ь ыы 
то б-функция имеет конечное число нулей при <> ей” = 


В теоремах ТУ устанавливаются связи между оценками тригоно- 
метрических сумм по простым числам, где простые числа ограничены 
вверху величиной М№, могущей принимать сколь угодно большие зна- 
чения, и нулями (-функции Римана в соответствующей полуплоскости. 
Интересным представляется установление связи между простыми числами 
в некотором определенном интервале и нулями римановой (-функции 
в соответствующей конечной области в критической полосе, т. е. полу- 
чение своего рода локальных результатов. В этом направлении доказы- 
ваются следующие две теоремы: 

ТЕОРЕМА У1. Если существуют постоянные «> 2, 08<1; АР1 и 


ыы 96 
647 а? во Тпа-- 11(13А-ТЗ4а)] 
<= щах (е 8*, е!120°*, ее 


) 


такие, что дя некоторого 1 > с и дая любых 


а 


№ й 5 
и 


имеет место неравенство 


М 23а ом)? 
№ 603 (1, шр)|< Алия ь 
№3 р<\“ . 
” 8 
то ($) Она та, в = фею ь 


1 
= 1 т 
ТЕОРЕМА УП. Пусть у, > 0, 7 <3, < 1, <, > шах (100,30 *,) и пред- 
положим, что `-функция не равна нулю в парали. эерамме 
с>8 


а 
К, 


тогда для каждого & такого, что 
т + ы 20101,71) т 
нь << + 


и для любых №, №', №" таких, что 
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тт (1,71) Е 
Али 
= р — <. < , 
меет место ие равенство 
о тр 40) 0) № п № 
73 < пи 58) уши) * 
‚1 1 у) 


Х№'«рз\“ 


Теоремы УГ и УП содержат утверждения теорем 1—У. Поэтому 
в работе непосредственно проводится доказательство теорем УГ и УП. 
Основная идея доказательства теоремы У! заключается в следую- 


щем. Хорошо известно (*') тождество 


со 
ДА (№) 21-8 д 2’ д 
У № Я р — Ре (2 — нецелое), 
8 2 п=! 


где р=о, -- 1, пробегает все нетривиальные нули ‹ (5$), т. е. нули, 
для которых 0О<%9,<1, >11, с>1 (с=,$). Если предположить 
существование последовательности 


| 6», У, и=о,4И., > 


такой, что с, < с,<...—>1, то, выбирая $ =в-- 1, гдез > 1, но очень 
близко к единице, мы получим, что соответствующие члены в правой 
части тождества будут велики по модулю. Это явление носило бы более 


резко выраженный характер, если бы в правой части члены вида — 


а 
были заменены на ое: где А велико. Для этого в качестве основ- 
2 


ного тождества берется 


со 


| в о к 5 м о, © 
я (= п ах = (® — 1) (я 6—9 Ух БЕ 


п>х 


| 


оо 


а 2 
о = (2.10.1) 


которое получается из тождеотва леммы [У 


со 


—9#—51! 


Д (п т, Е 
у т . о. > 9>1) 


1 т 
умножением на -- 1 = И интегрированием по 2 от & до со, после чего 
приравниваются вещественные части. 
Доказательство теоремы ведется от противного: предполагают, что 
теорема УТ неверна, т. е. что у римановой С-функции существует не- 
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тривиальный нуль р’ =" -- 11° такой, что #*>х (где ‹—число, указан- 


$ 
ное в условиях теоремы) и 5">1 — в-10Ё , 
а 


Основное тождество (2.10.1) берется при $, Ки $ таких, что 
Е Раю И . 
с а. 

о п и <+2< (а +.) 12°, Е = 2+2, 


Модуль левой части (2.10.1) оценивается сверху, что приводит к нера- 
венству 


[® =) 
$1—8 


5 Во ы Е-2— | 
Х дерет Хх се № тела |< 


А? 
$—5 а Е АЫ 


и + [9 *\2 
ЕВ ео 


< (884+ 96) 


(ыы 
Модули первого и третьего члена левой части оцениваются сверху без 
всякого труда, так что неравенство (2.11.1) заменяется неравенством 


СЫ 
е Хх (в ре? 


Теперь сумма, стоящая слева, разбивается на четыре части. Берутся 
отдельно те слагаемые, у которых |&—#]>2, те, у которых 8&’< 
<-#|<2, те, у которых |6-Ё|< 81°, о, <1—4и” и, наконец, 
те, у которых |%6—#"| < 8", > 1—4ь". 

Сначала оценивается сверху модуль суммы слагаемых 1-го типа, а 
затем, после умножения левой и правой части неравенства на 

б-р ао"), 

легко оценивается модуль суммы слагаемых, сначала 2-го, а потом 
3-го типа. Тогда для получившихся слагаемых 4-го типа, после умно- 


Ев * е98 п 11 1%)? 


а" 
Е НВ 


жения на“ *"-°”, получается неравенство 
ре =0® ры 2* м % 
= У [в В. ] |< 
о вь* 
9р>1-4* 
1-з* „98 (1 11°)? # —с* ® В 
< (12А-- 24% —_ ( ыы ь ) | (2.13.4) 


Все дальнейшее доказательство проводится с помощью леммы, пред- 
отавляющей собой центральную, наиболее существенную часть доказа- 
тельства. Эту лемму можно рассматривать, как определенный резуль- 
тат в теории диофантовых приближений, утверждающий, что «доста- 
точно большое» число последовательных степенных сумм от п данных 
комплексных чисел не могут быть одновременчо ‹очень малы». 
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Го) 
[20 
> 


ЕММА ОХ. Вс 5, = 1, [2:51 ..., |2, ть 98 п то 


1 п в 

тах У 2-... + Ре 

„тах [71421+...42|> (==) 
у целое 


Эта лемма может быть представлена в следующей форме: 
ЛЕММА ХУ. Если п<М№’, шах (|, о 
т’ > 56М№’, то 


тзу<т-- 2х’ 
у целое 


пах 19...42) я (С). 


Лемма ХГУ применяется для оценки снизу величины Й в (2.13.4), 


9—0 
честве у— возможные значения А-+-2. Соответственно подбираются 
величины 7’, т’, №’. Применение леммы дает, что среди расематри- 


* 3 * = 
ваемых значений А (а ША < (а +=) ]щё ) должно быть та- 


кое, что 


„/ 3—0“ 
причем в качестве чисел и; берутся величины е?-? ( ) о оз ЕЕ 


_ 64% Ве26 


ге А 
вх 


- 
о в йе (24 та ша {*). 


Последнее неравенство, в силу условий, наложенных на {и о", 
противоречит оценке 2\ сверху в неравенстве (2.13.4). Полученное 
противоречие и доказывает теорему У1[. 

«Обратная» теорема УП доказывается (глава ПТ) много проще. 
Исходя из хорошо известной формулы 


ЕТ 1 4 
ем 10 а ва ры ы 
— \ о - Плу| "7 ПРИ у=1 а 0 
21 [2 п 1 
ат 0<у<1 
ыы 4 4 з 
и полагая 9 =1+{ 1, 2= [+5 > е*, получаем 
А (*) - пп 
ра» Е 
№ пи а 2 И - (ефи) < 2 а] Ут 
п<х 9: а т 2 


Сумма, стоящая справа, оценивается сверху непосредственно. Из пред- 
положения, что риманова функция * (%), согласно условиям теоремы, 


8 а и 
не имеет нулей в параллелограмме 1>и>$,, х << +1 (и=и п), 


: 6” (#) 
с помощью теоремы Каратеодори получаем оценку дая [51 в круге 


2—1 < 2-8 где, 2 << !—2. 
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Теперь, применяя теорему Коши к функции —- 


5 (®-и)} в парал- 


: р д 
лелограмме [2 Е СГ, Е = п} ‚ где Т ==. м“, ти) получаем 


оценку модуля интеграла 
81 т 
\ = (ши) ах. 
г 
р 


Д (п) 
Это дает оценку суммы м —и в виде 
в<х 


| В О 
| > пе | тит (4, 12) рас, ти)? 


п<х 


откуда непосредотвенно следует оценка теоремы УП. 


(3.3.5) 


В главе 1\У даетоя ряд результатов для сумм вида У! соз (1 | р), 


Уей тр И 


ТЕОРЕМА 1Х. При << 1, 
пи г 0$ (х ш р) т 
НЫ ерох* 9 


3<= 


| 


ТЕОРЕМА Х. Если существуют >42, 0%<8< 


=: (&,,5,) > 100 и 6, =Ь, (%,,5,) такие, что неравенство 


№е*? (шп шм) 


ов РУ тр > рае : 
5-61 


№<«р<\ 


иссто для всех значений 
АИ в 
|6, ре |Уае = < М’ < № < М, 


имеет . 


ор - / 10 
то (5) имеет в полуплоскости > 1—е а 


ло нулей. 
ТЕОРЕМА ХГ. Пусть Т>С> 900:*. 


чений («Т, для которых при любых 


<М№ < №<М 


имеет место неравенство 
У ей пр 


№ < р<У” 


№М М 
1600^ 
От 


7 1 
больше, чем И 


Уе2РУ тр, а именно: 
м у 1 
О. 0 


^3 
[9 
а только конечное 


Тогда мера мнозсества 


чис- 


зна- 
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оао ее А есеЕ Г РИ ВН ВОБРАЛА РИВЕР оби 

В приложении рассматривается вопрос о возможностях, предостав- 

ляемых методом Виноградова для получения оценок тригонометриче- 
ских сумм, близких по структуре к написанным выше. 

Виноградов (!°) в 1941 г. доказал следующую общую теорему: 

Если ](2) имеет непрерывные производные до третьего порядка 


№ 
включительно в интервале 4 < —— <х</М ив этом интервале (в его 


обозначениях) 
1 р : 1 
дека, дача < 4, 


то для любых = < 0, 


= < №’ < №" <М имеет место оценка 


| № ет) | = 0 (№1) (и + 


№<р<м” 


Эта теорема дает, например, хорошие оценки для сумм вида Е 
№ < рэ м 


Ант я 
(< т< 3) ‚ но для ие 12 и У > орема в 
№ р< м” №<р< м" 


т 


первом случае совсем неприменима, а во втором случае дает триви- 
альную оценку. 

В связп с этим, применяя метод Виноградова, мы доказываем следую- 
щую теорему. 

ТЕОРЕМА ХПИ. Пусть }(1) имеет непрерывные производные до 


М к. Ч 
третьего порядка включительно при 2е" < о <а</М и пусть при этих 


значениях аргумента 
1 р 
[и (1>0, |2” (9+2 @)|>0, 4<®|<9, «> 


су < (в) +) |<, 


8 т 


причем М ш* М> 4> №. Тогда для любых ем. эмм 


| > ФАИС) | < (++ Ут + 4с ‚ИМ е22 (1в 1х)". 


№ р<М№” 


[А ГА у 
В применении к функциям 1 (7) = 5 +1, (2) = 2 Ша (Ш Ш). 


1(®) = > ш (М-+ =) получаются следующие результагы: 


5 Известия АН, серия математическая, /№ 3 
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о а < 


№ <р<м№ 

2 1 1 е7 10 

) при — <<, 2" < 2% < 
| р еморанаар ра 
№3 р< №” 


3) при 22" < . мт 


$ е1(м+ р) | < 168 


№ < р<\" 


3 М 
о Зе А 5 


7 


<М№' < ММ 


Ме? п шм)> 


УЕ 


М < Мм < М"<М 


о ЗА 1010№) 2 


И 


Ме? шам)? 


о 


. 
э 


- 
’ 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТТЕТИМ РЕ 1`АСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕЗ$ РЕ 10855 


Серия математическая 11 (1947), 263—282 зетме таетаЙдие 


А. Ф. ТИМАН 


ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ. 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ ПОЛИНОМАМИ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе исследуется метод приближения непрерывных функций 
тригонометрическими полиномами, являющийся обобщением метода 
суммирования С. Н. Бернштейна и Рогозинского. 

Даются необходимые и достаточные условия сходимости рассма- 
триваемых тригонометрических полиномов на классе непрерывных 
функций и соответствующие асимптотические оценки. 

Полученные результаты относятся к случаям суммирования рядов 
Фурье и интерполяционных тригонометрических полиномов с равно- 
отстоящими узлзми. 


51 
1. Пуоть С обозначает класс непрерывных периода 2* функций и 
п 
5 (1, 2) == + У) (а,соз уе + вуз уз) (1) 
у=1 


— сумма Фурье порядка п функции ] ЕС. 
Введем в расомотрение тригонометрический полином порядка п’ 
вида 


вла [5, (1,2), (реет р)}. ее 


где К — целое число. При № = 1 этот полином рассматривался С. Н. Берн- 
штейном ('), который показал, что ®„ (1; }, 2) при п-—> < равномерно 
стремится к /(2) для любой функции ] (2) из в: 

Далее, Рогозинский [(), (*)] доказал, что сходимость ®„ (#; 1, <) 
(и пригом равномерная) имеет место для любой функции [6 С впред- 
положении, что Ё есть заданное целое нечетное число. 

В связи © этим может представлять интерес следующая задача: 

Пусть К=А(п) есть целочисленная функция от п=1, 2,3, ..., 
каким условиям она должна удовлетворять, чтобы имело место 


168 Фр (#; /, 2) =1 (7) (3) 


для всех ДЕС? 
В статье дается исчерпывающий ответ на данный вопробс. 


5* 
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Наряду с суммами вида (2) мы рассматриваем также суммы вида 


о, (1,3) = [ 5. ([,) 5, (р 2+ )} (4) 


ы 
и изучаем их о точки зрения сходимости к нулю для всех ДЕС. При 
этом нзобходимые и достаточные условия для сходимости полиномов 
(2) и (4) дают некоторое прэдотавлзние о поведении кривых у=56, (, 2). 
Легко видеть, что, не уменьшая общности задачи, можно считать 


[Е | < п. 
Оэозначим через Ё„, (соответственно Е„.) совокупность всех поло- 


жительных нечетных (соответотвенно четных) чисел, не превышающих #. 
Тогда имеют место следующие теоремы ($ 2): 


ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы имело мгсто равенство (3) для всех }Е С 
равном2рно относитэльно д, н2обтодимо и достаточно, чтобы для всех 


значений п, больших некоторого п, выполнялись условия: 


[ЕЕ Е, (5) 
&=0(1). (6) 


Следствие. Для того чтобы имгло м2сто соотношение 


Ни 5-5. (2 2— ват +5. (№ 2+ ег) } =1 (9) 


для всех Е Ф равномерно относительно т, нгобтодимо и достаточно, 
чтобы для всех значзний п, большая некоторого п,, выполнялись усло- 
вия (5) и (6). 

ТЕОРЕМА П. Для того чтобы тригонометрический полином 
и (К; }, 2) (|К|<л) равномерно стремился к нулю, какова бы ни была 
функция 7ЕС. необходимо и достаточно, чтобы для всех значений п, 
больших некоторого п, выполнялись условия: 


| |ЕЕ,,, (7) 
&=0 (1). (8) 


2. Если в пространстве С непрерывных функций }{(5), где за нор- 
му / принимают зир|/ (=) |, расоматривать линейные операторы 
я 


, (; 1, <) их, (; }, <) (при фиксированном 5 — линейные функционалы), 
то, пользуясь известным выражением для суммы п первых членов 
ряда Фурье 


. __ 
1 (2—0 
5» (, 1) ==. ) 1 (#) ие а, (9) 


п — 
2 


получим нормы Гаки Гик этих операторов (функционалов): 
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т 
Рика \ 1, к (и) т (20-1) и аа, 


к (10) 

Тыла || Пи,ь (и) зп (2п + 1) и | аи, 

0 
где 
а 
Вл, (и) = эти я 
511 («+ Е. 

(11) 


4 
Рь,к(и = ти “о 1) з Кк 
яп (инт ) 
Теоремы Ги П базируются на следующей лемме, представляющей 
собой, в сущности, основной результат работы. 
ЛЕММА 1. При || <п имеют место асимптотические равенства: 


“11 |0 (4), евли |К]Е Ем, 
Фик = 
4 ши+0(4), ар ВЕ 
(12) 
Гп,в = 4 
ши -О (1), если || ЕЕ, 


где О(1) — величина, гавномерно ограниченная относительно Ё ип 
1—1, 2,3...) 

‚ Из этой леммы и известной теоремы о последовательности линей- 
ных операторов с неограниченными нормами (*) следует справедливость 
теорем Ги И. 

3. В $3 рассматривается случай интерполяционных тригонометри- 
ческих полиномов с равноотстоящими узлами для функции 1(<) ЕС и 
доказываются предложения, аналогичные предложениям $ 2. 

Пусть 


5) (7, ея - у (ап) с0з ух - 6(1) в1п 2) 


У=1 


— п-й интерполяционный тригонометрический полином функции }(т) 


-с 2п + 1 равноототоящими узлами (") = и (у=0, 1,2, ..., 2п), где 
Е п (п 
а”) = те Ул )) с08 ух, 


1=0 


2. 

0 2 

ВТ Л 1 (7) п уд. 
1=0 
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Рассмотрим тригонометрические суммы * 


6, (#; /, 2) = (5 (}, 2) +5 ([, 2+2}, 


: (13) 
в (т) = (5% (), 2) 59 (2409). 


Пользуясь известным выражением для интерполяциэрнного полинома 


5) (}, 2) 


с О) 
5) (7, 7) == 2+1 м 1 (2) 2 ый а (14) 
у9 ш— - 


в силу периодичности ] (5), можно полиномы (13) представать в более 
удобной форме: 


Е р ‚ Эп-Е1 
2п ( о 
О 
ея 9п +1 9 в— т(п) о 
у=0 51 “У ‘ 
2 
(15) 
‚ 20-1 
а п. И ие @ 
рана Ц) ев) 
АЕ ОЕ 2: в_— (т) у 
у=0 1 за: 


2 


При этом нормы операторов в, (#; }, 2) и о, (; }, т) соответственно 
равны | 


ВО 
ао 2п 


"№ = —^ 2 п 
нь — Ор Гилл (3), те &(2) |, 


вый = и 2+1 Е (16) 
— ее = 2 5 
т узы Рик (=), Гл (ад 2 ее — р | 5, ® (о ) | , 
где 
ны о ть 
510 > за си* 
= 17) 
7 1 ( 
О 
эп у эп о 


В $3 доказывается следующая 


* Случай, когда А =1, исслздуется в работе Ф. Харшиладзе (3}. 
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ЛЕММА ИП, При || <п имеют место асимптотические равенства: 


ь о г |1 |#1+0 (1), если | Е Ез, 
Гь,к (5) ИА 2 4 
| а г шп + О (1), если | |ЕЁц,, (48) 
Е [ 2 |5ш 2 —=| ш|&1+0(1), если |К|Е Е, , 
Ри (2) = т 
( 2 зш2 не [вл +0 (1), если || ЕЕ, 


где О (1) —величина, равномерно ограниченная относительно п, Ки т. 
Из этой леммы и рассуждений, аналогичных рассуждениям при дока- 


зательстве теорем Ги ПШ, в качестве следотвий получаем следующие 
две теоремы. 


ТЕОРЕМА Ш. Даля того чтобы тригонометрический полином 
Фи (А; 1, 2) равномерно стремился к функции }(т), какова бы ‘ни была 
1ЕС, необходимо и достаточно выполнение усФовий (5) и (6). 

ТЕОРЕМА ПТУ. Для того чтобы тригонометрический полином 
в ( ], 2) равномерно стремился к нулю, какова бы ни была функция 
16С, необходимо и достаточно выполнение условий (7) и (8). 

$2 
1. Доказательство леммы 1. —1°. К—нечетно. Пуоть 
Е=2т-+1 и О Ех 2-1. 

В этом случае функция 

— 818 (20+ и __ зш (20+ и 


Рик (и) вт (28-1) и - Е № (19) 
. (я 21-1, 
в интервале (0, п) мевяет знак во всех точках и; = 5. и 5541(=1,2,5,..., 


... 21) кроме =п— ти {= 2 (п — т). Пользуясь этим обстоятельством, 
в силу первого из равенств (10), имеем 
$ 


ик \ Рик (и) вп (21+ 1) в |4 = 
0 
@+ к 
п-т-—1 п 1 
== | (-9‘’\ нк (и) ма (214+ 1) ив — 
1-0 =. 
21-1 
ак 
2(п-т)-1 Фп-1 
— ь (1 ( О», к (и) зп (21 + 1) и аз + 
1=п-т 15 
2п-1 
(1-1) 
2п А 
+ рык (и) зп (21 4) и 4}. 
1=2 (п-т) 1 


21-1 
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После замены переменной в каждом из интегралов получим 


а а п-т-1 
Гл = ок \ ва (20 +1) #1 > в = 
2(п-т)-1 


- Хы (++ У Рнл (+) | 4 


=п-т 1=2(п-т) 


В силу очевидного тождества для нечетного № 


Рав (ее )= Хр (нии Ой 


после подстановки и изменения порядка суммирования получаем 


г 


2т п-т-1 : 
ть ты т зщ (2 -+1)ё У { зи (‹ + т =) с 
0 у=0 1=0 
2(п-т)-1 2п : 
о. (++ от) ХУ В (+3ч)} 4 
1=и-т 1=2(п-т) 


Раскрывая внутренние суммы, находим, после преобразований, что 


21-1 2т 
Га, Е эт (28-4) 2 Е. 
> ) 2 81а (1+5 тт) чо (+ =) 
1 
ааа Вир, 20 
вла (И 5 (20) 


Рнося пнтегрирование под знак суммы и делая в интегралах замену 
переменной, получим 


$239. 
4 2т 21-1 [о 1) 
в —_ 4% з\п (20 +1) и 
= У (1) { \ О ди 
у=0 ук 
2п-1 
У-п- +1, У т) 
ЕЕ на (п +1) 
п-т з1п (27 + {) и зи (20 +1) и 
(>) а ЧОН ны} 
ЕЛЕ, э+2(п-т) 
21-1 21-1 
У-+1 
а 2т ренты 
2%-+ и 
ый В ВАЛУ 818 ( 
с ® { У ( 1) ши 48 — 
у=0 Ус 


2п--1 
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У-п- т-1 
2т ОНИ 
а — фут \ 1 (2п 1) и 
У ) 1 и ди 
= У+п-т 
2п-|-1 
или 

рт 1 Пета 

2п-1 д 
Г о \ $11 (2п + 1) и Аа НЕ з1 (20+ 1) и Я 1 21 
и к | эт и 1 и И (21) 


1 
Если < п, то воледствие ограниченности т дя [и |< , 


первый из интегралов правой части (21) лишь на ограниченную величи- 
ну отличается от интеграла 


о 


п 1 из 

э1п (2 + Ти 2 за (2т + 1) и| 
а о ты | п, 
0 


и 


(22) 
о 


а выражение, стоящее в правой части (22), лишь на ограниченную 
величину отличается от константы Лебега 


и=.шт-+0 (1). 


По тем же соображениям 


п-т 
т. з1т (20 +1) в а ел +0(1)=2 № (п-т) О (4) 
® \ зп и оо к? , 
0 
п 
ее т (21-1) и зш (20 +1) и 


аи — (23) 


1 
® пи эти 
0 


® 
4и=\ \ 
9 


з11 (2 - 1) В и 


81 и 


М еежиикь = поиииивисисиииижанькт” 


и 


0 


Поэтому после подстановки полученных значений интегралов в (21), 
приняв во внимание, что в рассматриваемом случае 


№1 —==0(1), 1 т = ш &-НО (1), 
находим 


= ШО (1). (24) 
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— 


Если К> п, то первый интеграл в правой части (21) можно записать 
в виде 


эт-1 
эп” п 
2 ( оо ь 4и=- вв (29+) те 
оу ши п эп и 
0 0 
(п-т) 
2 ты | 11 (2 1) 2 
: зап (20 +1) и 4 . В 
тан, \ зши 4 —„,Ш— и О(1, 


0 


Подотавляя полученное значение первого интеграла и найденное прежде 
значение второго интеграла в (21), найдем, что 


[ик = =, шп ЕО (1). (25) 
Таким образом, из (24) и (25) получаем 


ШО (1), когда < п, 
(<< 2+1) (26) 


Фл.ь== 
ши- О (1), когда Ё > п. 


Из (10) и (11) непосредетвенно следует, что Г. к=Глп,-в. Поэтому, 
согласно (26), если = —2т—1<0 и 0< || <2п-+ 1, то 


4 
—, Ш|Ё|-НО (1), когда || < п, 
| | | | (27) 


& ши-О (1), когда |А| > п. 


29. Е — четное. Пусть А=2ти 0 < |А| < 21+ 1. Этот случай приводится 
к первому, если заметить, что 


Е — ИЕ 


Поэтому 
4 


п? 


шп О (1), когда || < п. 


11 (п—|т |) ЕО (4), когда |#|> п, 


Иль ее (28) 


Для вычисления Ги, замечаем, что, согласно второй из формул (10), 
й м 
ил \ ГР, к (а) зат (2-1) и | да. 
| 
В силу очевидного тождества 


Рук (и) = ль (в) — (—4)* ня (и тат), 


получаем 


а [ва (2и +1) и | Ра (9—1) Рьл (и тт) [ 41. (29) 
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я © [в (2+1). |2 


>.—3 


п, (ион) [48 = 
т 


1 
= 5 \ [вт (20 +1) и р. (и) 4й=Гад, 
0 
а в силу (26) 
510.1), 
Поэтому 
Г в= Сыьна- ГО (4). (30) 
Из (26), (27), (28) и (30) следует справедливость (12). 
Таким образом, лемма [ полностью доказана. 
2. Доказательство теорем Ги П. Пуоть функция 1(2) ЕС 
и Т, (2) — тригонометрический полином порядка п, дающий для нее 
наилучшее приближение: 


В силу определения полиномов ®„ и Ь =) по, (Е: Ь <), имеем 


|л (#; Ар, 2) [< [лк Е» (Л, 


|, (5 В,› 2) |< ро (0. _. 
Заметив, далее, что 
п (К; Ир, 1) 0 (®; р 1)—®„ (К; Я т), 
ол (5 В, 2) =, (#; 1, 2) —в, (#; Ть, 2), 
аа. (7, я) =Т, (2), и что 
в, (2+4 )| < Е, (0, 
из (31) получаем 
о (5 2) 5 [1+1 (е+ и, )} |< Чл Е, 
ЭК (32) 


в, (8) ине | < А+ в, (0. 


Если © (}, 1) есть модуль непрерывности функции }(2), то очевидно, 
что из соотношений (32) следует 


опр 2)—1(=) |< (1-+Г,„) Е» (+ ° (№ а) 


. (33 
1, (6; /, =) 1< (1+) В, (те (зы). 


Из (12) очевидно, что числа Г.ьк (]#| < п) ограничены тогда и только 
тогда, если значения | (п) |, начиная с некоторого п, образуют ограничен- 
ную и принадлежащую Ё’,, совокупность. Если совокупность чисел 
А (п) удовлетворяет этим условиям, то числа Ги,ь образуют ограничен- 
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ную последовательность и последовательность © (т 9+1 ") стремится 


к нулю. Поэтому из (33) и того обстоятельства, что Е„(}—>0 для 
изучаемого класса функций, получим 


о (; 1, 2) —> (2) (34) 


равномерно относительно х, какова бы ни была функция 1(@)ЕС- 
Этим доказана достаточность условий теоремы [. 

Необходимость условий теоремы вытекает из того, что в случае 
невыполнения по крайней мере одного из них из леммы [ следует 
неограниченность норм Гл,к линейного оператора ®„ ((; }, 2). А отсюда, 
согласно известной теореме о последовательности линейных операторов 
с неограниченными нормами, следует, что для любого х найдется 
такая непрерывная функция ](7), для которой ®, (Е; }, <) в точке х 
расходится. 

Точно так же доказывается теорема П. 

Соотношения (33) могут служить для нахождения оценок соответ- 
ствующих приближений. 

Из доказательства теорем настоящего параграфа ясно, что требова- 
ние равномерной сходимости в них может быть заменено требование 
сходимости для каждого т. 


53 
1. Доказательство леммы П. — 15°. Ё — нечетно. Пусть 
Е=2т-|-1 и ОЗ Ё<2п.+ 1. 


В этом случае можно показать, что Бик (5) положительно для 
тех #, для которых 


20) 


2 Е — Жж-- #0, $ —п-- 1 <, 


(0) 


д) < а Зее 
и отрицательно для тех $, для которых 


(п) 
ф— ж-- 2 <") < к+ 


24 <= 
(п) 
ди < < т. 
Рассмотрим два существенных случая взаимного расположения 


() на интервале (0, 2): 2+ 2 > жи ст < к. 


точек дих» 
п 
Пусть т" > т. В этом случае, в силу первого из равенств (15), 


. 21-1 
эп | 2" 


Г-4 9 
а +0. х [бык (|= 
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. 20-14 
Вы 2 ы %) ^ (п) 
— +1) { > ПРак(а: ) — 
0< =") <= эпа(т) 
У Бал (2) + У Бик (2) — 
(п) х(п) 


- х—-п+ . <= (п) <х 


=- этх(п) < (п) <х -в+ 


РА 2.465). 


ха") < 


В силу очевидного тождества для нечетного А 


Ба (21°) = у Бан (ани), (35) 


у=0 


при =) <<") получаем 


СЯ —— "| $—Эп2т Эт р 
г-4 ^^ п 
Ги, (5) = и | \ № О, 1 (21-441) — 
1=0 у=0 
=—п-т 2т 5 2т 
> ! р (1:) 
> >, У бы >, Вил (аа) — 
1=3—2п-2т-1 у=0 1=5—п-4т--1 у=0 
2п 2т ] 
ОЙ. (ыыы) |. 
т=3+1 у=0 


Изменив порядок суммирования в правой части последнего соотноше- 
ния и раскрыв после этого внутренние суммы, после простых пре- 
образований получим, что 


ый 52 9 г 
м $1й 1 Ут 
Г, (2) = СИ ых 
л, 2п = н— р Е НЫ а пм 
2 2 
зы : |, (36) 
‚2245 —2т 
яп 5 
откуда 
Л 
ны эт = | от й п-т й 
[пк (2) = Эва { № даа т: У да) | 
У 5-1 +51 
у=0 511 у=п-—т $10 
2 2 
2т 
— 
Яо ПРИЗА 
У=0 510 — 
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или 


1 
2%-- т 


яп п-т та 

Я > 1 1 
а = а |2 о > 2 

; У=0 51а У+8+1 уп за Е 

2 2 
п-т-1 7 2т а 2т 4 
3% > ф— т м х— 2, р в— (т) }. 
У-0 зп о НН  у-О вт о 0 о 


1 1 п 
Заметим, что, в силу ограниченности функции ее эИ-АеДИЯ [#| <= Е 
имеют место следующие соотношения: 


п-1 п-1 
1 2 2% +1 1 \ 
м О (п) = — О (п) = 
т) > — а) ах 
у=1 $1п ” Фуа 1 _ х ен ы у=1 м - 
РН 2 2% +1 
= = шл-+ О (п), 
п-т-1 п-т-1 
> = —+0(®— т) = 
У=1 зп поры У=1 2—1 
| (37). 
4% 2% -1 
а ш (п — т) О (п), 
п+т й п+т 9 
У КА У м 
У=п ат а у=л “У- 21-3 
2 1 о 1 2 Г 
п + ; ы п + ОЕ 
я У; +0 (т)= м 
У=п ) 
Если А «п, то в силу тех же соображений 
2т Й 
21-1 
» ет = — Е | т- О (п), 
У=1 зп ОН: 
(38) 
2т Й 
21-1 
У а шт + О (п). 
У=1Т и —— ИИ 


Если > п, то последние две суммы будут равны 
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| 
у | 

2т п-1 | Эт (39) 
) 


Подставляя полученные значения сумм из (37), (38) и (39) в (36) 
и замечая, что отдельные слагаемые сумм, входящих в выражение 


для [1.к(2), равномерно ограничены относительно п и 1, получим 


> : Е 


Рик (=) = а, ое 


ы шША-О (1), когда А <п 
(40) 


= 11 п-+0 (1), когда А > п. 
2% 
Пусть теперь 2+2) < ж. В этом случае либо = >пт, пибо 
(п) 
$ 


т. 


иг. 


Если &-- 


— л, то, в силу первого из равенств (15) и уже отме- 


(п) 
ченной закономерности в изменении знака у в (2: ), 


п - ы 3—-п-т Эт 
(а) = о Ра (а) + 

1=0 у=0 

3+2т-1 2т 

+ у у Ба (ни) — У} р: Бил (ана) + 
1=5-п-т--1 у=0 1=5+1 у=0 
2п 2т ” 
о Е" (анны), 
т=з+2т--2 у=0 


откуда, после изменения порядка суммирования и соответствующих 
простых преобразований, находим 


Я 1 
= п ыГ 


у 
Ги. (т) = 21-1 х | пр Я т р 
у=0 Ви ка : 
не я} 
2, от ар 
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Сравнивая правую часть полученного ооотношения с (36), мы видим, 


что Г„,к (7) имеет то же значевие, что и в (40). 
(п) 
Если же == <т, то в силу уже приведенных соображений, 


а ее та] я 
Тв (2) = я [ХУ 2.6. УЕ 
1=0 у=0 
39 т-Е1 2т эп--т-+1 эт 
> Прин) К а а (дан) — 
1=5+1 у=0 т=5ат-? у=0 


2п 2т 
— > > Ра, 1 (ыы), 


т=ефи--т-2 у=0 


или, после соответствующих преобразований, 


п 28-1 г" 


4 ув й 1 

Гл,ь (2) Е 9% 4 2 { и 
у=0 $ у+5-—2т 
7. 
1 : 1 
м 
а я Т — п-т 
2 72 


Очевидно, полученное выражение совпадает с (36), а поэтому Ги,ь (2) 
имеет то же значение, что и в (40). 


Таким образом, каково бы ни было нечетное положительное 
число К, Ги,к (2) принимает значения из соотношения (40). 
Из (15) и (16) непосредственно следует, что 


Тв (5) = Ел, в (2). (41) 
В самом деле, 
уз зп и ры 
=— щи т — 
[л,-ь (2) Аня 2 |= а 1)" =) |= 
5] 1 ее 
п т | 2-Е 4 : 
БЕ к К 
Аи |+ | 
в=Ё < ры в 
$11 5 Ут 5 
| п — 2п Й р И 
о | не С О. = Сил (5). 
2=0 зп о и 


В силу (41) и (40), для = —2т—1 < 0 получаем 
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4 
2 |#|-+0 (1), когда [| < п, 


--4 
+| пп--О(1), когда 21+ 1 > [> п. 


о == 
2°. К — четное. Пусть Ё=2т. Этот случай приводится к первому, 
если заметить, что 


а ю+1(52) = РУ (<). 
Поэтому 


2 о Л — 
|8 т гп т "0 (4), когда 21-15 [&| = п, 


а (2) = 4 
г ш"+0(1), когда || < п. 0 


| НР 
— | т 
[о т 
Значение Г„„(х) находим рассуждениями, аналогичными рассужде- 
ниям $8 2. 

Согласно второму из соотношений (15), 


< 2п +4 [21 
Е > ый 2 [2,. (2) . 


В силу очевидного тождества 


б..ь (24) = быкн (8) — (1) бл (ить, (44) 
получаем 
ы ба о вп и р 
Ро (2) = тнт № | ал (5) — (— аа (5), 
У=0 
а так как 
|2 ‚р ее ‚| 
и» р Убе 
то, в силу (40), 
Ри (2) = Гл (2) 0 (4). (45) 


Из (40), (42), (43) и (45) следует справедливость (18). 

Таким образом, лемма П полностью доказана. 

2. Доказательство теорем ПТ и ГУ. Совершенно анало- 
гично рассуждениям п. 2 $ 2 мы получим 


Се |, *)—1(2)| < СИЕ нь (2) Ва (+ ° (1 ит 
(46) 
|©л (#; №, 2) | < [1 -+ 7а,к (2)] Ев (А+ о (ит), 


6 Известия АН, серия математическая, № 3 
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откуда, в силу леммы П, следует достаточность условий теорем 1 и ТУ. 

Необходимость этих условий следует из рассуждений, аналогичных 
тем, которые были проведены в теоремах Ги П. Однако в этом слу- 
чае, если совокупность Ё(п) не удовлетворяет условиям (5) и (6) 
(соответственно (7) и (8)), то, как известно, уже нельзя утверждать, 
что для каждого д будет существовать функция 1(2), для которой 


суммы п (К; }, 2) (соответственно ол (К; /, =)) расходятся. Поэтому тре- 
бование равномерной сходимости или могущее его здесь заменить 
требование сходимости этих сумм в каждой точке х является суще- 
ственным. 

Соотношения (46) совместно с (17) могут служить для нахождения 


соответствующих оценок в ряде случаев. 


Поступило 
5. Х. 1946 
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А. МАМ. ЗОВ ОМЕ МЕТНОРЕ О’АРРВОХ!МАТГОХ БЕЗ ЕОМСТ!ОХ5 
СОХХОЕ$ АО МОУЕМ ОЕЗ РОГУМОМЕ$ ТВ160МОМЕТВТООЕ$ 


ВЕЗОМЕ 


1. $016 С 1а сЛаззе Чез Гопс0пз сопыпиез рёмой1аиез Че рёг1о4е 2ж е 


п 
5 (1, 2) = У (4,003 уз - Вуз 2) (1) 
У=1 
1а зотте рагыеПе 4’огаге ю 4е 1а зёе ае Коимег 4’ипе Гопсоп 1ЕС. 
Сопз146гопз |е ро!упоше (т1хопотё ие а’огаге п 4е ]а Г!огше 


ов [5.0 +5. (Ра+ат ) (2) 


ой А езф ип епЫег. 

Ге саз К=1 а 66 6916 раг 5. Вегизеш (:). П а абтопёгё аие 
(Е) ета цпНогтётепь уегз } (2) Чаап4 п —> со, чиеПе дие 5016 # (<) 
4е 1а с1аззе С. 

ЕпзиЦе Вороз1азКу (°), (*) а абтошт6 Чае 31  ез6 ип елыег пират 
Чоппё 1а сопуегвепое ци Шогте 4е о, (; |, <) уегв }(7) ваъызе рочг 
свадое 7ЕС. 

Се]а 6фапё, 1е ргоБШёше зи1уапф ргёзепёе ип сегьаш 16 бгё: 

К -= К (п) брать ипе ГопоЙоп & уа]еигз еп ёгез 4е 1а уаг1ае я (п =1,2,...} 
ачеПез зопь 1ез соп4опз Ча’ {аи пирозег & ^(п) роиг 4ае 1’оп а 
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Е О ав ен ЕД див А ыы ОЕ 


Ни о, (®; /, 2) =1(2) роог вощез 1ез }Е (2 (3) 


Рапз ]е ргёзеп6 агИс]е помз Чоппооз ипе воаЫоп сошр!ёе 4е се 
ргоЛеёте. 

Р’аШептз поцз 6а910пз поп вешетепё ев зошшев 4е 1а {огше (2) 
та1з епсоге 1ез зоштез 


в, (& д =+ {5 (7, =) 2155 (1. о )} (4) 


её поиз @ба10пз Чапз чаеПез соп4Йопз еПез сопуегсепё уегз 26го роиг 
бомбез ]ез {Е С. Р’аШеигз 1ез сопа 1003 пбоеззайгез ев зи запбез ропг 
1а сопуегаепсе 4ез ро]употез (2) её (4) Чоппепь сегба1щз гепзелепешетиз 
зиг ]’аЙаге дез сочгЬез у=„ (}, г). 

| ез5 ГасПе & уог Чиае запз гезётетаге 1а с6пёга]166 оа рей зиррозег 
дае |Ё| < п. 

26312 п0опз раг Е». (гезресйуетепть Ё„,) 1’епзет Бе 4е +03 1ез пошЬгез 
роз Из ппра1гз (гезр. роз {3 ра1гз) 41 пе зиграззепё раз п. 

Гопз Абтопфгопз Чапз 1е $ 2 1е 

ТНЕОВЁМЕ 1. Роиг дие Г6вайе (3) ё еси рошг воийез 1ез ЕС 
ипгрогтётет раг тарроё @& 2 И ра её И зи] ПЕ дие роиг оющез 16$ 
га[еит$ 4 п 41: зиграззептр ип сепат п, [ез 4еих соп@опз зиатез 
зотетё светр6з: 


|^ Е Ен, (5) 
&=0 (1). (6) 


Ветатфиопз фа’оп 64а Ча &№6огёше 1 1е согоПааге. 
Сого 11 а1ге. Роиг дие [а т айоп 


Ыш | 5. (№ &— т) +5, ГИ пин) = 1 @) 


роиг Ф0и1ез 1ез ЕС ип [огт6тепё раг гарроё & х И е5{ пёсезбаите 
её зи! каптё дие роит Фющей 5ез чеитз 4е п 4 зиграззет ип сегиит п, 
1е; соп@ёНотз (5) её (6) зоепё тетриез. 

ТНЕОВЁМЕ ПИ. Роиг дие йе ройупоте атвопотвитдие ®„ (К; р, 1) 


(А < п) 1еп4е ипогтётепё сстз 26то диеЦИе дие зой Фа ропсиоп ЕС 
Й езё пбсеззате её зи зат дие роит Ф0и1е$ 1е; сщеитз 4е п ди зиграззет 
ип сетийт п, 1ез 4еит соп@йлот$ зилгате$ зодет тетрЦез: 


|| Е Е„», (7) 
К=0(1). (8) 


2. $1 дапз 1’езрасе С 4ез фойсмопз сопыптез ] (2) оп ргепа роиг погше 
4е }{ 1а уайеог зар |] (2) | еб з1 1’оп сопз1@ёге 1ез орбёгабеига Ппба1гез 
я 


ш‚ (К; 1, 2) ев ъ, (1; }, 2) (ропг < Нхе се зопь 4ез ГопооппеПез Ппвайгев), 
6* 
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а1огз еп 4епап& сошрйе 4е !’ехргезз1оп соппие ропг ]а воште рагиеПе 
Чез п {егшез 4’ипе вёме ае Еоптег 


5. =и ное (9) 


511 


поиз апгопз роиг 1ез погшез 4е Г, к её Г,.к 4ез орёгафеигв (опсоп- 
пеЙез) ]ез Гогпез 
Г, к == д 1 О», к (и) зп (2п-- 1) и| 4, 


(10) 
1, к (и) в (2п + 1) и | 4а, 


ой 1?0п 46з12пе раг Д„, к (и) её Би, к(и) ]ез Гопсопз 


1 
и, 
ши ва ( ть а г) 
р а ры - (*) 
к @) == (— ) зы") 
28-1 


ДР», к (и) = 


Гез Вёогётез Гек П опё ропг Базе 1е ]1етше зи1уапё ди ргёзетце 
1е гёзаЦаб Гопдатетёа] Чи ргёзепь агыфе. 
ТЕММЕ Г. Роиг || <п 1 6за16; азутройчиез зигатез от Цеи 


р |6 Ешь, 
к 


Ш" +0(1), ЕЕ, в 
_ 11| +0 (4), ЕЕ, 
ыы -- О руисрреВа 


ой 0(1) её ипе диашиё ди езё ипрюгтёвтепё Фотпее рат тарроё @& п 
(па: 3). 

1] гёзаЦе 4е се 1етше её 4’ип \богёте соппа заг ]ез заЦез 4ез 
орёгафеигз Ппба1гез 4опё 1ез погтез з0пё поп Богпёез (*) дие |ез №богётез 
Г еб П вопь угазз. 

3. Рапз ]е $ 3 пойз сопз1Ч6гопз роиг 1ез Гопо0пз 12) ЕС ]е саз 4ез 
ро]упошез {г1ропотб6ичиез 1пегрб]аво1гез доп ]ез поеи4з зоп+ & а1апсез 
бра]ез её пойз Абтопигопз 4ез ргороз!опз апа1осиез А сеПез ди $ 2. 

оц 


58) (1, 2) = => РАь У (207 008 ух - 5 вп 2) 


У=1 
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Е ЕР ЕЕ ВЕЕРА НН ак ЕАН 


1е п-1ёте ро]упоше и1оопошёичаие 1шбгрб]авюте 4е 1а Гопсвоп 1 (<) 


. о 
ауап® 1ез 2-1 поеу4з апх ропцз Е 90.20) о 


2п 
(п) _ 2 
И У, 1 (#26) сов ух, 
:=0 
2п 
5 = а У 1 (27) вт у. 
1=0 


Сопз146гопз 1ез воттез и1ропошёвы1Чиез * 


Фл (#; 1, Е {5 (1, 2) + 5 (р +=}, 


у 13) 
Фа (Е; 1, 2) =-5 {59 (1, 2) — 5% ([, ==}. 


Еп в’арриуапё зог 1’ехргезз1оп соппие ди ро!упоше г1еопотёичаие 
ииегрб]афоте 5/7 (1, =) 


(п) (п) р ей (#—2) 
58 (1, 2) = т ты = (14) 


аи 


2 


оп репё еп уег и 4е се дие } (2) езф рёг1о41аие ргёзетцег 1ез ро]употез (13) 
4апз ]а {огше раз сотштоде 


(в) 


су рт” 


› 


5—2" 
2 
2 1 
" (2—2) 


1 


(15) 


= (п)) _ (п)\ эм 
п (#; 1 2) = а ‚5 лв тЫ в) 


х— (т) 
2 


Би 


О’аШеигз 1ез погшез 4ез орбгайеигв ®„ (Ё; #, 2) её ®, (Е; }, 2) зо 
гезресмуетепь 4оппёз раг 1ез {оги]ез 


о Ры о о РО, 
х 
81 —— ‚|= (16) 
т 7 г (п) 
Г, к =зар Гл, к (5), Рик (®) = “А > В, к (2 )|, 


* Те сав ой А =4 а 646 6416 раг Е. КВагсвПадте (3). 
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ой 
В (п) — ы Дум Би 
О, к (2 )= вр— ап и 1) т 2"), , 
вв — эп 
г (17) 
ОВ Же реечеВЕ — 
Рик. = ЕО (=) ха), 
8 —5 я 


Копз Ч6топигопз Чапз ]е $ 3 ]е 1еште зи1уап% 
ТЕММЕ ИП. Роиг || <п оп а 1е; ва; азутройдиез зилхатез 


р — в = РОЙ ПЕР, 
1, к (2) = 

у | г пл --0(4) 1, 
3 ха = ш1#|-+0(0) [ЖЕ ль 
ты 

х ПА р ши о ея 


ой О (1) езё ипе диатие итрогтёетепф Фотпёе раг гаррогё 4 п, К её т. 

Г] защ де се ]етлте её 4ез га1зоппетеп{з апа1!осиез & сеих 41 00% 
регпиз Че 4ётаотитег ]ез \Фвогёшез Г её И ди’оп реш оешг 1ез 4еих 
огётез зи1уалз: 

ТНЕЭВЕМЕ 11. Роиг дие 1е ро]употе ётвопотвиздие о НС 
1оп4е ип /огтё6тетЕ сегз }(т) ачеЦе дие з0й 1(%) ЕС И ам её И зари 
дие 1е; соп4йтоп$ (5) её (6) зозепё тетрИез. 

ТНЕЭВЁМЕ ТУ. Роиг 4ие 1е рототе втвопотёичдие в, (Е; }, 2) 
4еп4е ип: рогтётептё сет з6то диеЦе цие зо 1а рютсйоп ЕС й ам а 
И зи} 4ие 1ез сопайотз$ (Т) её (8) зофепё тетрИез. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОБЬЕТ!ИМ ОЕ 1”АСАРЕМ!Е РЕЗ $СЕМСЕ$ ОЕ 1085$ 


Серия математическая 11 (1947), 283—308 Зее шашётаНаче 


Б. А. РОЗЕНФЕЛЬД 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ СЕМЕЙСТВ МНОГОМЕРНЫХ 
ПЛОСКОСТЕЙ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Строится теория К-параметрических семейств т-мерных плоскостей 
в п-мерном эвклидовом пространстве, обобщающая обычную теорию 
прямолинейных конгруэнций (п=3, т=1, А=2). В частности, нахо- 
дятся: инвариантная аффинная связность в пространстве плоскостей 
(аналог метрики Сегре-Бортолотти в пространстве прямых), формулы 
распределения локальных параметров в семействе (обобщение форм л 
Гамильтона и Мангейма), аффиноры, определяющие семейство с точно- 
стью до движения (обобщение аффинора Куммерз), аффинорные характе- 
ристики специальных типов семейслв (обобщения прямолинейных кон- 
груэнций: изотропной, нормальной, Гишара-Пето, Аппеля-Бианки и др.). 


1. Векторное предетавление пространства плоскостей 


Будем рассматривать ориентированные т-плоскости (т-мерные плоско- 
сти) А„ в эвклидовом п-пространстве (п-мерном пространстве) А». 
Полное многообразие Аи в А, мы будем называть пространством В”. 


п 1 
Рсякая т-плоскость А, можэт быть определена ИЕ, грассмано- 
выми («плюккеровыми») координатами [(*), стр. 309] рай. т (=0,..., п), 
для определения которых надо выделить из т-плоскости т--1 линейно 


независимых точек 2, (а=0,..., т); тогда коорцината р®й..т будет 
равна детерминанту, составленному из 1-го, ..., #и-го столбцов матрицы 


однородных координат 24 этих точек: 


0 1 » 
да, ия 
0 В ® 
ОИ 2: в 
р= ‚ (1) 
0 


ая о 


что часто записывают в виде альтернированного произведения 


рой» т = до 2 о т] (2) 


ах" 
Если однородные координаты точек х, таковы, что 49 =1, а 21 — 
обычные декартовы координаты, то матрицу (1) можно заменить 
матрицей 
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т Их 
О п. 
2 | ре ве г) 
0 д да" 
и... 2% — 3 


Точки 1. будем выбирать так, чтобы векторы х,.—х, образовали 
ортонормированный базис. Тогда грассмановы координаты рой’. 
будут удовлетворять условию 


о рой" т = 4. (4) 


(И, 12,..., т) 


Антисимметричные величины р®й---, представляющиеся в виде (2), 
удовлетворяют, как известно, условию простоты [(*), стр. 314]: 


рой. тр] Л. т = 0. (5) 
1 
Рассмотрим векторы р вспомогательного (”**`)-пространства Ем, 
р ры р а ПРО 


имеющие координатами антисимметрачные величины рюй-- т". Ректоры р, 
удовлетворяющие уравнениям (4) и (5), взаимно однозначно изобра- 
жают плоскости р. Мы будем говорить, что эти векторы образуют век- 
торное представление пространства Вт. Поверхность в Ём, образу- 
емую концами векторов представления, будем называть поверхностью Ру. 

Грассмановы координаты бесконечно удаленных т-плоскостей (цели- 
ком лежащих в гиперплоскости 1°= 0) не могут быть нормированы 
условием (4), так что эти плоскости не имеют изображения на поверх- 
ности Р». 

Лвум т-плоскостям, отличающимся только ориентацией, соответ- 
ствуют два вектора р, отличающиеся только знаком. 


2. Аффинная связность в пространетвз плоскостей 


Пространство А» является сднородны.м пространством, основной 
группой которого является группа С эвклидовых движений В„. Стацио- 
нарная подгруппа этого однородного пространства, переводящая в себя 
т-плоскость, порожденную первыми т базисными векторами, есть под- 
группа Н движений с матрицами (в однородных координатах при 25° =2, 
х‘ равных декартовым), элементы а! которых равны нулю при # > т. 
]{<т иё<т, | >т. 

Группа С допускает инволютивный автоморфизм [, переводящий 
в себя элементы подгруппы Н и только их. Этот автоморфизм пред- 
ставляет собой такой переход от матрицы а к матрице а!, что 


(1=а! при & }<т в 6] >т 


(71 = —01 при &>т, ]<т и в<т, | >т. 


ГЕОМЕТРИЯ СЕМЕЙСТВ ПЛОСКОСТЕЙ 285 | 


Существование такого автоморфизма, как показал Картан (*), обес- 


печивает то, что в пространство Ви можно ввести аффинную связность 
симметрического пространства, инвариантную относительно его основ- 
ной группы. 

Лля того чтобы ввести эту связность, введем сначала аффинную 
связность Картана в групповое пространство самой группы С. Для вве- 
дения в пространство аффинной связности (без кручения) достаточно, 
как известно, надлежащим образом задать геодезические линии и аффин- 
ный параметр на этих линиях (позволяющий сравнивать отрезки на 
одной геодезической). В качестве геодезических линий мы возьмем 
однопараметрические подгруппы С и их классы смежности, а в каче- 
стве аффинного параметра — их канонический параметр # (а (&,)а (&,) = 
=а (1 +1,)). Эта аффинная связность в группе является связностью 
симметрического пространства. 

Гля введения искомой аффинной связности в пространство Ап 
вопомним, что всякое симметрическое пространство аффинной связности 
может быть реализовано на вполне геодезической поверхности в груп- 
повом пространстве его основной группы с аффинной связностью 
Картана, причем эта поверхность состоит из элементов, антиинвариант- 
ных при том инволютивном автоморфизме, который определяет стацио- 
нарную лодгруппу пространства (т. е. а7=а'). 

Таким образом, роль геодезических линий в пространстве Ал играют 
те последовательности плоскостей, которые соответствуют однопараме- 
трическим подгруппам и их классам смежности при указанном отобра- 


жении Ап на вполне геодезическую поверхность в группе С. 
Матрицы однопараметрической подгруппы группы С в однородных 

координатах в В, могут быть одновременно приведены к каноническому 

виду, в котором по главной диагонали стоят 2-рядные подматрицы: 


о (6) 


о | 08 Ё.Ёё вш КЕ с03 ТЯ Е зш а 1 
2 

р О, | [зщ А,ё со], ..., ЕЕ т 
о 2 


и в случае нечетности числа строк в конце главной диагонали отоит 1, 
а все остальные элементы матрицы равны 0. Здесь { — канонический 
параметр. 

Лвижения подгруппы переводят в себя прямую —0сь подгруппы, 
которая, если считать { за время, скользит с поступательной ско- 


п—1 г 
ростью р, а систему [ р) ] 2-плоскостей, вполне ортогональных между 


собой и ортогональных оси, переносит параллельно самим себе в напра- 
влении оси со скоростью ри в то же время вращает их вокруг оси, 
причем 1-я 2-плоскость вращается с угловой скоростью #;. 

Эти 2-плоскости будем называть направляющими 2-плоскостями под- 
группы. 
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Чтобы получить одну из геодезических последовательностей плоско- 
стей ЛП», надо рассмотреть все те плоскости, которые получаются 
из плоскости, порожденной первыми т базисными векторами, движе- 
ниями однопараметрической подгруппы, антиинвариантной относительно 
автоморфизма /. 

Рыберем базисные векторы так, чтобы пары векторов е, и еш.,, 
е, ие... ..., @ни6@,и„ соответственно лежали в направляющих 2-пло- 
скостях этой подгруппы, а вектор е,„., был направлен по ее оси. 


Когда движение подгруппы переводит векторы е,, е,, ..., ем нашей 
плоскости в векторы 


Хо (2) —=@,с05$ Кё яя та зп Кё Е © тар, 


то матрицы (3) для плоскостей полученной последовательности имеют 
вид 


о оао 0 Он о 

Обо 2, ОЕ нь о О 

О О о... 0 О зщ... 0 оО 
до — - ь | : А . ||. (7) 

0 О. оо ео ооо 


Последовательности т-плоскостей такого тина мы будем называть 
т-геликоидами (при п=3, т=1 мы получаем обычный линейчатый 
геликиид). 

Прямую вектора е,„., мы будем называть осью т-геликоида, 2-пло- 
скости векторов е, и е„,.— направляющими 2-плоскостями т-геликоида. 
Если параметр { выбран так, что А+... + А =1, то число р будем 
называть параметром распределения т-геликоида (и просто параметром, 
когда это не приводит к недоразумениям), число 2пр— шагом т, гели- 
коида, числа А, нормированные указанным образом, — направляющими 
косинусами т-геликоида. 

Искомую аффинную связность в пространстве плоскостей мы полу- 
чим, если примем за геодезические линии т-геликоиды, а за аффинный 
параметр на них — параметр &. 

Через две достаточно близкие т-плоскости можно провести един- 
ственный тТ-геликоид; его осью будет их общий перпендикуляр, напра- 
вляющими 2-плоскостями— 2-плоскости, в которых реализуются стацио- 
нарные углы ®. т-плоскостей, направляющими косинусами — числа 


где а—кратчайшее расстояние т-плоскостей. 
Если все числа р, №, отличны от нуля, то т-геликоид расположен 
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в (2т- 1)-плоскости; если [ из них равны нулю, то т-геликоид распо- 
ложен в (2т + 1— [)-плоскости. Если из этих чисел отлично от нуля 
только одно, то т-геликоид вырождается в т-пучок, расположенный 
в (т--1)-плоскости. Плоскости т-пучка могут пересекаться по (т — 1)- 
плоскости или быть параллельными. 

То, что построенное пространство аффинной связности является 
симметрическим, легко обнаружить, если заметить, что симметрия отно- 
сительно элемента многообразия плоскостей в нашей аффинной связности 
совпадает с обычной симметрией относительно т-плоскости в эвклидовом 
п-пространстве. 

Рведенная нами аффинная связноеть в Ви при п=3, т=1 может 
быть порождена псевдоримановой метрикой в А*, если за расстояние 
между двумя бесконечно близкими прямыми принять их «интервал» — 
квадратный корень из их момента. Такая метрика была введена Сегре (3) 
и подробно изучалась Бортолотти (*). Последний нашел, что геодези- 
ческими линиями в ИА, с этой метрикой служат линейчатые гелико- 
иды [(*), стр. 309]. Однако эта метрика не обобщается на случай п > 3 
и т›>1, так что нашу аффинную связность можно рассматривать как 
многомерный аналог метрики Сегре-Бортолотти. 


Наша аффинная связность в Ат совпадает с аффинной связностью 


: —1 
А. П. Нордена для В: (5) и Вл‘ (°) (геодезические линии— пучки пря- 
мых или гиперплоскостей). 


т 
В подпространстве Ви пространства Вп, состоящем из всех т-пло- 
0 


скостей, проходящих через одну точку, и являющемся вполне геодези- 


ческим подпространством Ап, аффинная связность, индуцированная 
нашей, может быть порождена римановой метрикой (так как основная 


т 
группа А» — группа эвклидовых вращений—есть компактная полу- 
0 
простая группа Ли). Эта метрика для пространства В. (эквивалентного 
0 
пространству прямых эллиптического 3-пространства) рассматривалась 


Штуди (°), нашедшим здесь геодезические линии, а для общего случая 
В" рассматривалась в нашей работе 1941 г. (°), где были найдены 
0 


геодезические линии А", и в работе В. В. Вагнера 1942 г. [(°), отр. 168]. 
0 


3. Локальные векторы в пространстве плоскостей 


Р кэждой точке р (т - 1) (п — т)-поверхности Ри, находящейся 
в векторном пространстве Ех, определена касательная (т + 1) (п т)- 
плоскость, которую можно рассматривать как локальное векторное 
пространство пространства аффинной связности В". Поэтому векторы 1 
этой касательной плоскости, выходящие из точки касания, мы будем 


т 
называть локальными векторами пространства Вп. 
Локальный вектор является, таким образом, характеристикой линей- 
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ного элемента пространства плоскостей или, другими словами, харак- 
теристикой пары бесконечно близких т-плоскостей. 

Найдем зависимость направления локального вектора от непосред- 
отвенно характеризующих пару бесконечно близких т-плоскостей 
локальных инвариантов—как числовых, так и геометрических, и, об- 
ратно, —зависимость этих инвариантов от направления локальных 
векторов. 

Такая задача для элементарного частного случая решалась нами 
в (15). 

Подобно тому, как линейный элемент в теории кривых и поверх- 
ностей характеризуется касательной, так мы будем характеризовать 
линейный элемент в многообразии плоскостей, выходящий из данной 
плоскости, касательным т-геликоидом, т. е. предельным положением 
т-геликоида, проходящего через две близкие плоскости при стремле- 
нии второй из них к данной в заданном направлении в многообразии. 
плоскостей. 

В общем случае при т<п— т т-геликоид, проходящий через дан- 
ную т-плоскость, которую мы опять будем считать порожденной пер- 
выми т базисными векторами, определяет на ней следующие числовые 
и геометрические параметры (условимся, что индексы а, 6, ... и инде- 
ксы суммирования «, В,... пробегают значения от 1 до т, а индексы 
и, г,... и индексы суммирования ©, Хх, ... пробегают значения ог 1 
до п— т, причем суммирование по греческим индексам производится 
вне зависимости от их количества и положения): 

1) параметр распределения р и направляющие  восинусы 
(И... =1); 

2) ось, т. е. точку ее пересечения с плоскостью —- центр плоскости, 
в данном направлении, определяющийся радиусом-вектором а = а“еа, 
и направление оси, определяющееся единичным вектором Ъ = №е, з; 

3) направляющие 2-плоскости, определяющиеся векторами а, = ааео 


в данной плоскости и векторами №. = бе», ортогональными данной 
плоскости, так что а-я 2-плоскость определяется векторами а, и Ъ.. 
Системы векторов а, и }, №, ортогональны, так что матрица а? есть 


ортогональная т-матрица, а компоненты векторов Ъ, №, составляют 
т-{ 1 отрок ортогональной (п— т)-матрицы. 

Таким образом, т-геликоид, проходящий через т-плоскость, опре- 
деляется одним числом р, т — 1 независимыми числами А,, т числами а®, 
т (т— 1 = > 
в независимыми числами а5 и Ч 6 В) 

4 ч 
числами 6, ба, так что полное количество чисел, определяющих такой 
т-геликоид, равно 


независимыми 


т(т—1) 


(т 1) т в (т) ити. 8) 


В общем случае матрица (3), определяющая текущую плоскость. 
т-геликоида, имеет вид 
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1 а ов а" ре о: 92 рЕ 

0 а4:608Ё ... ато КЕ ЫМзтЁЕ ... -твш ВЕ 

О, соо. ато Боб Ты 
Р()=|. у к 1 р 0) 


. . ` . 5 


О в сода. он со Е бт. бя ША 


При а =80, 5 =, а’=0, 5" =84.1рё матрица (9) обращается 
в матрицу (7). 

Находя детерминанты р®й---т ({) матрицы (9), дифференцируя их по # 
и полагая $=0, мы получаем производные 


О ое Б. 0..0 
на ао. 


И, 
т-+и 12...т ори . . . . . 
ай И В в 
О ам... ат а о. а: О бана --: в 
= рм — ,а'а16, (10) 
Оо... 0 
00°..270 
И Е . 
ра в 0" 
о ее 


1 0 ао оо ан 
а! ды а 0 ах 1 в ++ @м 


ь а о пор 
О м ое оО ао 


1 
ОН ао 00 ее ар! 


= а“. (11) 


т т т т 
а"® а\ сааб Ома а 


В силу ортогональности матрицы а8, минор ее элемента а? равен + а,. 
Производные с другими системами индексов равны нулю. Числа [7+ 1...т 
и [1-91 ти +1. ТП и являются компонентами (т + 1) (п— т)-мерного 
локального вектора 1, соответствующего нашему т-геликоиду. Эти 
числа связаны условием: 
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НЫ 1...т? 
> №1 ...а-1 т--фа-1...т 8 (12) 
а=1 ф=1 


поэтому количество независимых среди этих чисел равно (8). 
Локальный вектор | имеет окончательное выражение 


1= (р6* == в.а'а30%) @т--Ф1...т = Ка @рт... 8—1 т-Еф 81...т. (13) 


Компоненты локального вектора удобно также записывать в виде 
матрицы 
ры — а’ааб о... р" ааа" | 
Е вЫ 


. . 


(14) 
А о 6. | 


В случае т > п- т-—1 т-плоскости всегда пересекаются, т.е. р=0 
и локальный вектор имеет аналогичное, несколько более простое, 
строение. 

В случае прямых (т=1) роль вектора а играет число а—абсцисса 
центра луча; вместо единственных компонент А, и аё здесь 1, вместо. 
матрицы 6. — последовательность чисел 6(и=1,..., п—1), причем 


676? =0757 =1, 5751 =0. 


Матрицы (9) и (14) принимают, соответственно, вид 


отр Горе... б-р р 

ЧЕ т О созё Ызшё вме... бп-Евшё (5) 
р'—а рь’—аб... рб"-* — афт-1 

.-] а. о | (16) 


Компоненты локального вектора |1 допускают чрезвычайно нагляд- 
ное представление в основном эвклидовом пространстве В,. 

Если г— радиус-вектор лолюса нашей плоскости, то центр этой 
плоскости в данном направлении имеет радиус-вектор 


=г-+ а*е.; (17) 
производная радиуса-вектора центра имеет вид 
г = (18) 
и, следовательно, 
г’ = р — а*е.— (а“е.)' еа. (19) 
Но 
За = №, (20) 
откуда (е„ = ава.) 
ел = Каа3№ь + (а) ва (21) 


И 


г’ = р — Ааа. — (4°)' е.— а` (а) аи. (22) 
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Обозначая проекции векторов г’и е, на (п— т)-плоскооть, орто- 
гональную нашей т-плоскости, соответственно, через 


15 = р№ — Жа?аЪ., (23) 
а, К Ката, (24) 


мы видим, что компоненты вектора 1 составляют первую строку 
матрицы (14), а компоненты вектора 1, составляют (а-- 1)-ю строку 
этой матрицы. 

Таким образом, всякому локальному вектору 1 можно взаимно 
однозначио отнести т--1 векторов 1,1, ..., т 8 (п—т)-плоскости 
эвклидова пространства В„. Эту плоскость мы будем называть А;„_и. 

Совпадение числа независимых компонент локального вектора 
с числом (8) показывает, что при данном локальном векторе мы имеем 
достаточное число уравнений для определения чисел р, Ко, аъ, 6", а?, 6" 
локальных параметров соответственной пары бесконечно близких 
т-плоскостей, 

Предоставление локального вектора системой векторовв А,„_и позво- 
ляет это сделать особенно просто. 

Формулу (24) можно переписать в виде 


а], = КЪ.. (25) 


Ректоры №№. составляют ортогональную систему, следовательно, 
для определения элементов матрицы а мы имеем т? условий: 


В условий ортогональности векторов А № 
ага: =0 (а=65) (26) 
и и условий ортогональности матрицы а 


аа = баь- (27) 


Если @ и аЪ — два различных решения системы (26) —(27) ква- 
дратных уравнений, то векторы а и а\, —одни и теже векторы №№, 
отличающиеся только нумерацией (локальный вектор определяет един- 
ственный т-геликоид). 

Определив а?, мы находим №, и №, по формуле (25) (Ё,— длина, 
а №, — единичный направляющий воктор для вектора а21.). 

Составляя скалярные произведения 11, мы находим (так как №. =0, 
В. Вь — ба) 

11, = — А2а0й ав. (28) 


Из этой системы уравнений однозначно определяются координаты 
центра а5. Лалее, из (23) находим вектор рЬ, т. е. число р и единич- 
ный вектор Ъ. 

Б случае т=1 (многообразие прямых) формулы (23), (24) прини- 


мают вид 
1 = р — а, =, 
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и для определения абсциосы луча и параметра распределения мы 
получаем формулы 
@ = —, (29) 


р=ЬХ ЦИ. (30) 


4. Локальная структура семейетв плоскостей 


Перейдем к рассмотрению А-семейств (К-параметрических семейств) 
Вы в В,. Следуя В. В. Рагнеру [(°), стр. 187], будем называть 
(п— т)-семейства т-плоскостей в п-пространстве конгруэнциями (через 
каждую точку определенной области пространства проходит единствен- 
ная плоскость семейства). При > п—т будем называть А-семейства 
комплексами (для прямых А, при К=2 получаем обычные прямоли- 
нейные конгруэнции, при А = 3 — прямолинейные комплексы). 

На поверхности Р”" Ё-семейства т-плоскостей А, представляются 
К-поверхндстями. При условии существования соответственных произ- 
водных (что мы всегда предполагаем) эти А-поверхности имеют в своих 
точках касательные  #А-плоскости, являющиеся  подплоскостями 
(п - 1) (п— т)-плоскостей локальных векторов. 

Поэтому для получения закона распределения локальных параметров 
в К-семействе, определяющего его локальную структуру, достаточно 
в законах распределения этих параметров в полном пространстве Вл, 
найденных в п°3, связать локальный вектор условием принадлежности 
к А-плоскости, касательной к изображению К-семейства, т. е. пред- 
ставить вектор | в виде 


1=14)=, (31) 


др аи? 
Зи?’ № = т (индексы р, 4,... и индексы суммирования к,р,... 


пробегают значения от 1 до №). 


где 1, = 


В плоскости А„_т элемент А-семейства изобразкается системой т -{ 1 


й-плоскостей, пробегаемых векторами 1,1, ..., 1: 


№ — т Ат, | — т Ам. (32) 


В случае А < п—т векторы 1,1, ..., 1, заполняют по к-плоскости 
в В,_и; в случае конгруэнции каждый из этих векторов заполняет 
В„-т целиком, вообще говоря, однократно; в случае комплекса кажцый 
из этих векторов заполняет А„_„ целиком, всобще говоря, многократно. 

Подставляя (32) в формулы для определения локальных параметров, 
мы получаем зависимость чисел р, К, а, фи, аё, и от координат /?, 
характеризующих направление в А-семействе. 

В частности, подставляя (32) в (29), мы получаем, что абецисса 
центра луча в любом прямолинейном К-семействе в п-пространотве 
выражается квадратичной формой от )7Р. Приведя эту форму к кано- 
ническому виду, получим 


а=а,\"', (33) 
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где а›— стационарные значения абсциосы центра — абсциссы граничных 
точек луча. В случае конгруэнции прямых 3-пространства эта формула 
совпадает о известной формулой Гамильтона [("), стр. 304]. 

Параметр распределения, соответствующий данному направлению, 
равен высоте параллелотопа, построенного на векторах 1,,1.,..., Й, 
если за основание параллелотопа очитать грань, построенную на 
векторах 1, ...,!„ [непосредственное следотвие формул (23), (24)]. 

Если обозначить квадрат объема параллелотопа, построенного на 
векторах х,, х,, ..., х„, через [х, х,...х,]° (этот квадрат объема 
равен сумме квадратов максимальных детерминантов матрицы, соста- 
вленной из коорцинат этих векторов), то можно написать выражение 
для параметра распределения в следующем виде: 

р оз 

ее : о 

Если воспользоваться формулой (31), то в числителе (34) мы 
получим форму (2т-+2)-й степени от \?, ав знаменателе — форму 
2т-й степени от ^?. Числитель формулы (34), умноженный на 4{7+?, 
равен моменту пары бесконечно близких т-плоокостей (многомерное 
обобщение момента пары бесконечно близких прямых). 

Для многообразия прямых в п-пространстве формула (34) может 
быть переписана в виде 

р =П (35) 
или’ 
р =№- (,)", (36) 
что равносильно (30). 

При п=3 из правой части (35) извлекается квадратный корень, 
так что параметр распределения в любом прямолинейном #-семействе 
в 3-пространстве выражается квадратичной формой от ^?. Приведя 
эту форму к каноническому виду, получим 


р== ркА"", 


где Ра стационарные значения параметра распределения (Е =2, 3, 4). 
Для конгруэнций прямых З-пространства эта формула совпадает 
с известной формулой Мангейма [("), стр. 304]. 


(37) 


5. Локальные аффиноры конгруэнций плоскостей 


Для конгруэнций Ви в В, можно построить локальные аффиноры, 
определяющие конгруэицию с точностью до движения и характери- 
зующие локальную структуру конгруэнции. Такие аффиноры были 
построены В. В. Рагнером [(°), стр. 167 и 182]. Исходя из нашей 
общей теории, можно построить локальные аффиноры, являющиеся 
частными случаями аффиноров В. В. Вагнера, но в некоторых отно- 
шениях более удобные. 

Для построения этих аффиноров заметим, что каждый из локаль- 
ных векторов 1, конгруэнции пробегает всю плоскость А„_» Фапол= 


Известия АН, серия математическая, № 3 
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няя ее, вообще говоря, однократно. Если векторы 1, и 1, соответотвуют 
одной и той же системе параметров ^?, то по (32) 


' В == |вАт, 1, = Ат, 
откуда, исключая /^?, получаем 


= Са (38) 
где съ — система (п— т) чисел, коэффициентов разложения вектора 
1: по п— т векторам 1,„, образующим базис в А„_т. В то же время 


их можно рассматривать как компоненты аффинора с, переводящего 
в: 
=. (39) 
Определим также тензоры 


ь. | 
Сара = В, (40) 
о помощью которых будем опускать и поднимать индексы и произ- 


водить ковариантное дифференцирование. Определив компоненты 
сР9 как компоненты обратного ‘тензора (с“Р”сак = 01). мы определим 


с] я 
|: ее сар® а, ера р Сатрс4т, (41) 
откуда 
а - 
Сьра = 65% 1 ар == пра: (42} 
В случае прямых В, векторы е;,..., еп сводятся к одному вектору е 


и в силу (22) — (24) 
р=е»,  №р=тТр- (руб. 

Поэтому аффиноры с5 могут быть оведены здесь к аффинору с* 

и тензору ст: 

стра = Фред, С1ра= рта, (43) 
совпадающих, соответственно, с аффинором Куммера [(1*), отр. 237] 
и метрическим тензором сферического изобра.хения [(1?), отр. 226] 
прямолинейной конгруэнции в Й.. 

Таким образом, аффиноры с5 можно рассматривать как многомер- 
ное обобщение аффиноров прямолинейной конгруэнции в Й,. 

С другой стороны, наши а®финоры са при а,6>0 являются 
застными случаями аффиноров Г»р В. В. Рагнера [(°), стр. 167], 
а аффиноры с5ра при а> 0 являются частными олучаями аффиноров 
р.* В. В. Вагнера [(°), отр. 182]: у В. В. Вагнера базио в т-плоскости 
и ортогональной ей (и — т)-плоскости произвольный, а у нас, в силу 
теории т-геликоидов, базис в т-плоскости—ортогональный, а в орто- 
гональной (п — т)-плоскости за базис приняты векторы 1„„. 

Все аффиноры с5ра могут быть выражены через аффиноры с Ффикси- 


рованным @, например через ба» так как для бора мы имеем соотно- 


шение 
Е — 1" 01 Е т 
Сера = 1араа = С1Т СВ Ил Ир ЕСТ С Стр, (44) 


а" для ря при а 6 имеем 
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ЕЕ СЬ бд. (45) 

Векторы ги е,„, определяющие локальные базисы на т-плоскостях 
конгруэнции, являются радиусами-векторами (т-{ 1) (п — т)-поверх. 
ностей, овязанных с конгруэнцией, т. е. поверхности 


О о И, (46) 
называемой направляющей поверхностью («поверхностью референции») 
конгруэнции, и т поверхностей 

(И и”), (47) 


расположенных на гиперсфере единичного радиуса и называемых 
сферическими направляющими поверхностями конгруэнции (поверх- 
ности (46) и (47) вместе составляют направляющие поверхности 
конгруэнции). 

Если мы перейдем к новой системе сферических направляющих 
поверхностей о помощью ортогональной т-матрицы 


в, =`Р<ех, (48) 
то, дифференцируя, находим 
"вар = Робар - Рарва (49) 
и, проектируя эти векторы на А,„-т, получим 
Пр = Риор, (50) 


откуда (применяя (42)) находим выражение новых аффиноров '’с$ 
через старые: 
[4 
"сора = Р.Р а. (51) 
Если мы перейдем к новой ‘направляющей поверхности © уравне- 
нием 


т — Т -|- о°еа, (52) 
то, дифференцируя, находим 
и = и зе ре р -- Ре, (53) 
и, проектируя эти векторы на А„-тш, 'получим 
=, (54) 


откуда (снова применяя (42)) находим выражение новых аффиноров 
'С@ра Через старые: 


Гра 


бора — Сора зх Р'’бара- (55) 
Среди различных поверхностей (46), (47) можно выбрать поверх- 
ности, инвариантно связанные с конгруэнцией. Для этого нужно нор- 
мировать аффиноры сь (а == 6) линейным соотношением, например 
2—0 @>5). (56) 
Для аффиноров с“, у которых индексы 0 и а неравноправны, это 
нормирование определяет единственную выделенную направляющую 
поверхность (соответствующие ей компоненты р“ определятся из 
системы линейных уравнений, получающихся при применении (56) 
и (55)). Эта направляющая поверхность, определимая, конечно, только 
я 
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в общем случае, когда. система уравнений имеет решение, была най- 
дена В. В. Вагнером несколько более сложным способом и названа 
средней поверхностью конгруэнции [(°), стр. 185]. В В, соответствую- 
щей поверхностью является обычная средняя поверхность прямолиней- 
ной конгруэнции. 

Для аффиноров съ (а, 6 >> 0), у которых индексы @ и 6 равноправны, 
это нормирование определяет конечное число выделенных сферических 
направляющих поверхностей в зависимости от способа нумерации 
векторов е, (соответственные компоненты Р% определятся из системы 
квадратных уравнений, получающихся при применении (56) и (51), 
к которым добавляются условия ортогональности матрицы Р2). Эти 
поверхности, определимые также только в общем случае, мы назовем 
средними сферическами направляющими поверхностями конгруэнции. 

Введем вместе с В. В. Вагнером векторы (тензоры 1-й валентности) 


ор тв. вр = @ар6», (57) 
Йар = — р = Гр@а (58) 


(в обозначениях В. В. Вагнера, соответственно Г. и р? [(°), стр. 173 
и 182]. 

Тогда установленная В. В. Вагнером основная теорема теории 
конгруэнций т-плоскостей в А, может быть сформулирована следующим 
образом [(°), стр. 183]: 

Аффиноры сара (а=0,...,т), из которых с1ра— положительно опре- 
деленный тензор, и векторы = — №» (а,6=0,..., т) определяют 
конгруэнцию т-плоскостей в ИН„ вместе с системой ее направляющих 
повгреностей с точностью д0 движения. 

Пользуясь нашими аффинорами, мы можем усилить результаты 
В. В. Вагнера: во-первых, наши аффиноры допускают нормирование 
и мы можем освободиться от произвола направляющих поверхностей, 
во-вторых, применяя ковариантное дифференцированиз с помощью тен- 
зора С1ра› мы можем во многих случаях освободиться от необходимости 
задания векторов №». Таким образом, наша теория позволяет сформу- 
лировать основную теорему теории конгруэнций А, в В, в следую- 
щем виде: 

Нормированны? аффиноры сар (а=0,...,т), из которых с1а—по- 
ложительно определенный тензор, и векторы #5» = —йар (а, 6=0,...,т) 
определяют конгруэнцию т-плоскостей в В; с точностью до движе- 
ния, причем в общем случае при 


п^1<(п—т) (59) 


векторы Тр выражаются через аффиноры сара (а=1,...,т) и ит 
производные, а при 
п-т < (пт) (60) 
0 . к 
векторы Рар выражаются через аффиноры сари (а=0,...,т) и их 
производные. 
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Для доказательства собтавим смешанную систему дифференциаль- 
ных уравнений в полных дифференциалах [(**), стр. 12]. Поставим 
в соответствие каждой плоскости конгруэнции п-+{ 1 векторов А„:е„, 11р 
и г(а=1,...,м;: р=1,...., пт) (Мы предполагаем, что базисы 
плоскостей выбраны так, что векторы |, линейно независимы.) Кова- 
риантно дифференцируя эти векторы с помощью тензора с!ра, мы полу- 
чаем систему дифференциальных уравнений вида (обозначаем ковариант- 
ное дифференцирование вертикальной черточкой между индексами): 


е.р = О + па е о (61) 
1 ра = — Сара@а, (62) 
К Сер + ое, (63) 


Уравнения (61) следуют из определения векторов р (е‹р=1ар - #ере.) 
и формулы 


—01 из 
те Сар. 


Уравнения (62) следуют из того, что 
11 раба == — Ир@аа = — реа = — Сара Ч р!» 14; = 0. 


Уравнения (63) следуют из определения векторов р} (Гр = р - йе. 
и формулы 
|“. 
ор — р 1° 
Кроме уравнений (61)— (63), эти векторы связаны конечными уравне- 
виями 
@.6ь — аь» ео: р — 0, 1 рЬа= == Ср. (64) 
Условия интегрируемости этой системы имеют вид (обозначаем 
альтернирование по двум индексам их Ее 


Е ва Г 6. в 0, (65) 
ры Е а 0, (66) 
В, тз + а =0. : (67) 


Условиями интегрируемости уравнений (61), (62) являются усло- 
вия (65) — (67), где а, Ь, а изменяются от 1 до т. Условиями инте- 
грируемости уравнений (63) являются условия (65) — (67), где а 
(не р и &«!) заменено на 0, а 6 и а попрежнему изменяются от 1 до т. 
Индексы р, 4, г, $ изменяются от 1 до п-т. 

Аффинор В, „„-—-аффинор Римана-К ристоффеля для тензора а" 


Аффинор ра Аерйьа можно также рассматривать как аффинор 


Римана-Кристоффеля, составленный из 1, как из коэффициентов 
связности (условия (65) и (67) «двойственны» друг другу, условие (66) 
можно рассматривать как равенство нулю «обобщенной ковариантной 
производной» аффинора сара). 

(Так как условия интегрируемости (65) — (67) удовлетворяются тож- 
дественно в силу конечных уравнений (64), а при дифференцировании 
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конечных уравнений (64) и подстановке производных из уравнений 
(61), (62) мы получаем следствие тех же уравнений, то наша система 
будет полна и вполне интегрируема и поэтому определяет решение, 


. п (п 1) 
‘зависящее, в силу характера условий (64), от ——> производных 


постоянных — параметров группы С движений ДА). 
Условия (65) — (67) составляют полную систему зависимостей аффи- 
`норов бора и векторов #4». 

° Система уравнений (61) —(64) определяет конгруэнцию вместе с ее 
направляющими поверхностями, но. при добавлении к условиям (65) — 
(07) условий нормирования (56) эти поверхности становятся инвари- 
антно связанными с конгруэнцией. 

Условие (66) является алгебраическим относительно векторов й», 
(п— т)? (п—т— 1) 
2 


) р т 
ричем приа, 6 >> ® число уравнений (66) равно ‚а число 


т (т— 1) (®п—т) 


компонент векторов #5» равно — = вследствие чего условием 


алгебраического выражения векторов 5» при а, 6>0 является усло- 
(п—т)? (п—т— 1) 

5 , 
а число компонент векторов #5, равно т (п — т), вследствие чего усло- 
вием алгебрапческого выражения векторов йа» является (60). 

Условия (59), (60) имеют место, конечно, только в общем случае 
при условии линейной независимости уравнений (66). 

Если конгруэнция т-плоскостей состоит’ из нормальных плоскостей 
к (п— т)-поверхности, то возьмем эту поверхность в качестве направ- 
ляющей поверхности конгруэнции и заменим в предыдущей теореме 
векторы |,„ на векторы г„=1». Тогда тензор сора =тТ,Та является ме- 
т рическим теёнзором (п — т)-поверхности, аффиноры сгра симметричны 
‚и являются тензорами кривизны ‘(п— т)-поверхности [(*“), стр. 82, 
(*°), стр. 190], а компоненты векторов являются коэффициентами кру- 
‘чения (п— т)-поверхности [(1), стр. 82, (1°), стр. 190]. Теорема 
В. В. Вагнера в этом случае сводится к известной теореме Раччи 
[(**), стр. 131, (:5), стр. 192]. Наша теорема в этом случае является усиле- 
наем теоремы Риччи в тех же направлениях, что и в случае общей 
теоремы В. В. Вагнера. 

С помощью аффиноров сёра можно определить координаты различ- 
‚ных точек т-плоскостей конгруэнции. Формулы (23), (24) показывают, 
что координаты центра т-плоскоспие в данном направлении являются 
решениями системы линейных уравнений 


вие (59); при а=0, В > 0 число уравнений (66). равно 


Ин а] =0, (68) 
— с ) т) — оса мур ; } 
так же как и, Сато^ АВ Е, соо \° являются решениями системы 
0 д^0 ВВ — 
(„а Сато) 3 =0. (69) 


С помощью этих аффиноров можно также определить фокусы на т-пло- 
скости конгруэнции. Фокусами конгруэнции т-плоекостей в А, назы- 
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ваютоя те точки А,„, в которых нарушается единотвенность проходя- 
щих через них плоскостей конгруэнции. Эти точки могут быть опре- 
делены так же, как точки пересечения бесконечно близких плоскостей 
конгруэнции, т. е. как точки т-плоскоотей, являющиеся центрами 
хотя бы для одного направления параметра 0. 

Если плоскость конгруэнции определена линейными уравнениями 


а И 

91 
ди? 
в нуль. Это уравнение (п — т)-го порядка относительно 2: определяет 
на каждой т-плоокооти конгруэнции (т— 1)-поверхноеть (п— т)-го 
порядка, являющуюся геометрическим местом фокусов этой плоско- 
оти — ее фокальной поверхностью. Эти поверхности для всех плоскостей 
составляют фокальную гиперповерхность конгруэнций; каждая пло- 
скость конгруэнции касается гиперповерхности по своей фокальной 
поверхности. 

Как видно из (23), (24), фокусы, как центры направлений пара- 
метра 0, соответствуют случаю, когда вектор 1, есть линейная комбина- 
ция векторов 1;,...,1„, причем координаты 45 фокуса определяются 
из условия 


то фокусами являются те точки, в которых якобиан | обращается 


К а“, = 0. (70) 


Выражая векторы |1, и |, через векторы 1, и аффиноры с8, сё мы 
перепишем (70) в виде 
(со - а*с?) 11 =0, (71) 


откуда следует, что уравнениями, связывающими координаты фокусов, 


являются условия 
со ас | =0. (72) 


Условия (72) при различных значениях 6 — следотвия друг друга, 
Каждое из них, таким образом, — одна из форм уравнения фокальной 
{т—1)-поверхности т-плоскости. 

При нормировании аффиноров с, условием (56) уравнения (72) 
приобретают наиболее проотой вид (отоутотвуют члены о произведе- 
ниями (42)” а’ и со степенями (4’)”, т. е. коэффициенты этих членов 
пропорциональны следам аффиноров су и (4). 

В олучае п-^т=2, когда (т — 1)-поверхнооти (72) — поверхности 
2-го порядка, условия (56) (не зависящие в данном случае от нумера- 
ции векторов е,) являются условиями того, что уравнения этих поверх- 
ностей приобретают канонический вид, т. е. точки пересечения т-пло- 
скооти 00 средней поверхностью являются центрами (т—1)-поверх- 
ностей 2-го порядка, а векторы е„, соответотвующие оредним сфери- 
ческим поверхностям, направлены по главным осям (т — 1)-поверх- 


ностей 2-го порядка. 
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6. Примеры конгруэнций плоскостей 


Простейшим частным случаем конгруэнции плоскостей в В». 
является конгруэнция прямых (т = 1). В этом случае аффиноры сь 
сводятся к аффинору с! и тензору с! [см. (43)]. В. В. Вагнер [(“), 
стр. 194] в качестве следствия из своей теоремы нашел, что аффиноры 
(43) определяют конгруэнцию прямых с точностью до движения 
(условие (60) здесь всегда выполнено), причем условия, связывающие 


эти аффиноры, состоят из условия единичной кривизны тензора ти 
условий: 


Л 
1 115001 — 7 
Роя С отнра = (73) 


Л 
бора" Р—5 1" Стр" Сока == 0, (74) 


к которым приводят и наши условия (65)— (67). 

Аффинор с по существу совпадает с аффинором Г Стройка 
[(*4). отр. 44], а обратный ему аффинор с1—с аффинором /" [(**), стр. 42]. 

Аффиноры с! и с! эквиваленты также системе тензоров П. К. Ра- 
шевского (:°) а:;, М, и В; определяющих конгруэнцию прямых в А» 
с точностью до движения. Тензор а:; совпадает с нашим тензором с!ру, 
а наш аффинор с1»а совпадает с выражением 6;;—В;;, составленным 
из тензоров П. К. Рашевсквго. 

В. Я. Суховеев в неопубликованной работе обнаружил, что усло- 
вия (73), (74) могут быть записаны в виде 


Вч-=0, Вра" =0, (75) 


где Вра—2-й гауссов тензор средней огибающей гиперповерхности 
— огибающей гиперплоскостей, перпендикулярных лучам конгруэнции 
в точках их пересечения со средней гиперповерхностью. 

Тензор П. К. Рашевского 6;; совпадает с тензором В»ра, т, е. его 
выражение через наши аффиноры дается левой частью (73). 

Вектор П. К. Рашевского В; совпадает с нашим вектором 


а 
= 1 1 
®р = 9 С1ть Сокир - 


Абсцисса центра луча в конгруэции прямых в А, определяется 

по формуле (29), которая здесь нринимает вид а = — с11,[,, или 
а = — СА", (76) 

Эта формула, приводящаяся также к виду (33), показывает, что 
абсциссы граничных точек луча определяются собственными числами 
тензора с(ра [(*°), стр. 226]. 

Фокусы соответствуют случаям коллинеарности векторов Ц и [, 
т. е. тем случаям, когда вектор [1 —собственный вектор аффинора сц. 
Следовательно, на луче имеются п— 1 (действительных, мнимых или 
совпадающих) фокусов, абсциссы которых определяются собственными 
числами аффинора сора [(**), стр. 43, (1), стр. 225]. 
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Специальный вид аффиноров конгруэнции выделяет специальные 
типы конгруэнций. Приведем простейшие примеры. 

1°. Изотропная конгруэнция — конгруэнция, у которой 
каждый луч имеет единственный центр (совпадающий со средней 
точкой). Формула (76) показывает, что необходимым и достаточным 
условием изотропности является антисиммет ричность аффинора сура. 
Этот случай легко обобщается на случай конгруэнции т-плоскостей: 
формула (28) показывает, что здесь необходимым и достаточным усло- 
вием является антисимметричность всех аффиноров сбра [(°), стр. 187]. 

Изотропная конгруэнция прямых обладает многими свойствами 
изотропной конгруэнции прямых в А,: средняя гиперповерхность 
и сферическое изображение соответствуют друг другу ортогональностью 
линейных элементов (первые направлены по векторам р№ = 1, вторые — 


по векторам Ъ, =1,, а №№, =0); средняя огибающая гиперповерхность 


1 
минимальна (составляя с помощью (73) тензор В? = с!?"Ва, убежда- 


емся, что ВЕ=О). 

2. Нормальная конгруэнция — конгруэнция нормалей 
к 1-семейству гиперповерхностей. Необходимым и достаточным усло- 
вием нормальности является си.иметричность аффинора сура: в случае 
нормальности имеет решение система уравнений 


е (г- ре), =0, (77) 
условием интегрируемости которой является условие 


1 


[ср. (“), стр. 29; здесь такие конгруэнции называются У„_,-нормаль- 
ными]. 

3?. Конгруэнция нормалей к минимальной гипер- 
поверхности (в трехмерном случае — конгруэнция Гишара-Пето 
[(1?), стр. 274]). В этом случае минимальная гиперповерхность является 
средней и тензор сбора является 2-м гауссовым тензором этой гипер- 
поверхности. Значит, необходимым и достаточным условием этого 
случая является условие 


ОО. (78) 


о а 


4?. Конгруэнция, средние гиперплоскости которой 
проходят через одну точку (в трехмерном случае — конгру- 
энция Аппеля-Бианки [(1*), стр. 294]). Здесь средняя огибающая гипер- 
поверхности вырождается в точку и необходимым и достаточным усло- 
вием этого случая является условие 


1 
1 Ато „1 = 9 
Сара Н ва 21" битира = 0. (79) 


Другим простым частным случаем семейства плоскостей в В, 
является конгруэнция 2-плоскостей, проходящих через точку эвкли: 
дова п-пространства, эквивалентная конгруэнции прямых эллипти. 
ческого (п — 1)-п рост ранства. 
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Общая конгруэнция т-плоскостей, проходящих через точку В), 


определяется аффинорами 1, №, (а, 6 =1,..., т) с точностью до вра- 


щения, причем система уравнений, определяющая конгруэнцию, состоит 
здесь из уравнений (61), (62) и (64), а условиями интегрируемости 
служат условия (65) — (67) при а, 6, «=1,..., т. 

В случае т=2 аффиноры, определяющие конгруэнцию, сводятся 


ой 1 2 
к ДВУМ: С11 И 654 (аффинор 5 а выражается через эти аффиноры по 


формуле (44): = сте 1). 

Аффиноры 61 а сора И ый для случая п=4 (теория прямолиней- 
ных конгруэнций эллиптического 3-пространства) — известные тензоры 
Фибби-Кулиджа [(“), стр. 245]. 

Условия (65) — (67), связывающие тензоры 1 и с} „› состоят из 


условий (73), (74) (с заменой с, на с. и п на п— 1) и, кроме того, 


0ра 
условий 
15021 ыы 
1" бои бак 0, (80) 
В! ее +1 6 =0. (81) 


1 р1, т Тат ‘1 рз орт 


Радиусы-векторы направляющих сферических поверхностей е, и е, 
выбираются взаимно ортогональными и поэтому произвол этих поверх- 
ностей сводится к одному углу. Если нормировать тк условием (69), 
то эти поверхности становятся инвариантно связанными с конгруэн- 


1 У 
цией средними поверхностями. Аффиноры ра И С а могут 


быть выражены через производные векторов е, и е,: 


а рр (82) 
ме ь ба бара: (83) 
При переходе от векторов е, и е, к векторам 
'е, = е, созр- е, тр, 'е, = — е зпр-е, с055, 
аффинор о — переходит в аффинор 
"Сура = СЗра 608° р — Ср вер (2, — с! и) сора р. (84) 


Всякому направлению в нашей конгруэнции, выходящему из дан- 
ной 2-плоокости, соответствует 2-геликоид параметра`0. Его направля- 
ющие 2-плоскости пересекаются с данной 2-плоскостью по двум 
ортогональным направлениям, составляющим с векторами е, и е, 
угол $, а направляющие косинусы №, и №, можно рассматривать, 
соответственно, как синус и косинус угла я. Углы Фи % характери- 
зуют направление в данной конгруэнции аналогично центру луча 
и параметру распределения в обычной конгруэнции прямых. 

Параметры направления ф и % могут быть выражены через аффи- 


1 т 
норы 654 И 65 — 4,1; ДЛЯ этого перепишем формулу (24) в виде 
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1 =. №, созФ-- №, зто, 1 =— Е, №, эт 2 - Ё,Ъ, с03Ф, (85) 


02 


откуда 
Ш, = (— 2 - 22) созфзт ф, В— И = (— #2 -- К?) (с08°х — в11? $) (86) 
й 
211 
5 т , (87) 
60325; = 4 (1.1, + (* — 1, (88) 
Так как 
Е: = А", Г. — = а С1) Л®АР, 
то 
а 
а ее 89 
5 ею ен) 17 д ( ) 
с05° 2% =4 (сирААР)* -- (С ОА (90) 


На 2-плоскостях нашей конгруэнции имеются фокальные лучи, 
являющиеся линиями пересечения с бесконечно близкими плоскостями 
конгруэнции (фокальная поверхность здесь распадается на прямые, 
пересекающиеся в центре конгруэнции). Для соответственных напра- 
влений К, или №, =0, а углы фокальных лучей с векторами е, и е, — 
соответственные значения угла ®. При #, или №, =0 с03* 2% =1 и фор- 


мула (58) дает 
(111,)* = Ш, 


т. е. в данном случае вектор 1, есть собственный вектор аффинора с». 
Следовательно, на 2-плоскости имеется -и — 2 пар (действительных 
мнимых или совпадающих) фокальных лучей, углы Ф которых опре- 
деляются собственными числами аффинора 63 ра. Если эти собственные 
значения с, (1, =с,1,), то углы фокальных лучей определяются фор- 

мулой (79), которая дает 
489, =. (91) 


Специальный вид аффиноров конгруэнции выделяет опециальные 
типы конгруэнций. Приведем простейшие примеры: 

1°. Изотропная конгруэнция, у которой каждая 2-пло- 
окость имеет единственный угол $. Формула (87) показывает, что 
необходимым и достаточным условием изотропности при этих напра- 
влениях (Ф =0) векторов е, и е, является антисиммет ричность аффи- 


1 
нора. 
р 2ра 


Этот случай легко обобщается на олучай конгруэнции т-плоскоотей: 
формулы (26), (27) показывают, что необходимым и достаточным 
условием для того, чтобы направляющие 2-плосковти всех направле- 
ний в конгруэнции пересекали данную т-плоскость по векторам 


°,..., @т, является антисимметричность всех аффиноров сора 


2^. Нормальная конгруэнция — конгруэнция 2-плоокостей, 
проходящих через точку, нормальных к 2-0емейству (п—2)-поверх- 
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ностей, лежащих на гиперсферах с центром в центре конгруэнции. 
Необходимым и достаточным условием нормальности является сим- 


мет ричность аффинора С ра (формула (84) показывает, что это условие 


не зависит от направляющих поверхностей); в случае нормальнооти 
имеет решение система уравнений 


(—е, з1пр-{ е, 003 р) (е, созр -{ е, 1 р), = 0,. (92) 
условием интегрируемости которой является условие 
= 1 — 
Ва а = Эра 0. 


30. Конгруэнция нормалей к поверхности нулевой 
гауосовой кривизны (в случае 4-проотранства — конгруэнция 
Биапки [(:°), стр. 324]) нормальная конгруэнция, такая, что среди 
нормальных ей (п— 2)-поверхностей на каждой гиперсфере имеется 
поверхнооть с нулевой гауссовой кривизной. Если взять такую по- 
верхнооть за направляющую, то аффинор с. „, будет служить 2-м гаус- 


совым тензором этой поверхности, т. е. =. 


В случае п = 4 всякой конгруэнции соответствует отображение двух 
2-мерных сферФ: бини [(**), стр. 319]. В этом случае аффинор с}, связан 
о якобиевым аффинором этих сфер (аффинором отображения их 2-мер- 


. 1 Е 
ных элементов): если с) „=е,,„е>., то 


= — Во! : 
Ве 91 62 66а = брбэка (93) 


(тензор (ра) — аналог тензора Санниа теории прямолинейных конгру- 
энций в Л,; «= =0, г1= —==1) и если базио е,, е, таков, что 
с17 = 0 (в силу (93) этому соответотвует Бра = (ра), то якобиев аффи- 
нор @ сфер Фубини связан о аффинором 67 соответотвием 


а= (5+6) (6-е), (94) 


где е—единичный аффинор. В чаотности, при этой интерпретации 
чрезвычайно наглядно получается тот известный результат, что если 
конгруэнция изотропна или нормальна, то отображение офер Фубини, 
соответственно, конформно или сохраняет площадь: в этих оспучаях, 
соответотвепно, с; „,=0 или И и аффинор а? может быть при- 
веден к виду 

20 а 0 

ба И |0 _1|, (95) 
что и определяет указанные отображения. 

Полученные результаты без труда обобщаются на случай т-пло- 
скостей псевдоэвклидова п-пространства (отличающегося от В; неопре- 
деленностью метрической формы) и при рассмотрении т-плоскоотей, 
проходящих через одну точку п-пространотва, —на случай (т—1)- 
плоскостей  псевдоэллиптического (в частности  гиперболичеокого) 
(п — 1)-п рост ранства. 
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Тот факт, что группы унитарных движений, конформных и проек- 
тивных преобразований изоморфны группам или подгруппам групп 
эвклидовых или псевдоэвклидовых движений или вращений, позво- 
ляет представлять геометрические образы соответственных пространств 
плоскостями эвклидовых или псевдоэвклидовых проотранотв надлежа- 
щего числа измерений. Реледствие этого результаты настоящей работы 
позволяют построить унитарно-дифференциальную геометрию семейотв 
многомерных комплексных плоскостей, конформно-дифференциальную 
геометрию семейств многомерных офер и проективно-дифференциаль- 
ную геометрию семейств пар многомерных плоскостей и семейств 
гиперповерхностей 2-го порядка. 


Поступило 
#0. У. 1946 
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В. ВОЗЕМЕЕЕО. бЁОМЁТЕЛЕ ОТРЕЁВЕМТГЕГГЕ ОЕ ЕКАМИЛЖ$ ОЕ РГАМ$ 
А РЬОЗТЕОВ$ О1МЕМ$ТОМ$ 


ВЕЗОМЕ 


Рапз сеф агЫс]е оп сопз1Аёге 1ез р1апз ог1епёёз т-Аитпейз1опие]з апз- 
езрасе еис\1Ч41еп & п Ч1тепз10опз (]ез т-р]апз Чапз 1е п-езрасе). 
1) Оп сопзгай ипе тергёзещаноп себотеЦе 4е Гезрасе Вт Че 


т-р]апз 4апз |е п-езрасе А„ аи шоуеп 4’ипе заг{асе Р” 4апз ш(" 
т 
езрасе увсфог1е!. Оп р!ап р ез6 гергёзепфё раг 1е уесбеиг. р 4опё 1ез 
сотрозапфез зопь [е5 соот4оппёез втаззтаптеппе$ (р1исКеглеппез) погиёез 
рой... в фо р1ац р. 
2) Беох.т-р]апз оп ипе регрепа1си]а1ге сотшипе (4е 1опзчейг а) % 
т 2-р!апз {огтапф 4ез апо]ез збайоппа1гез ®.. 


Оп шиоди\ дапз Гезрасе В,” ]а соппежоп а]{Нпе де Сагфап (*). Рапз 
сеще соппех1юп 1е гб]е 4ез Пипез сбо4ёз1иаез езё ]оиёб раг [ез т-й611с0л- 
4ез, с’ез\-&-Ч1ге 1ез зацез 4е т-р1ацз ауап$ ипе шёше регрепа1си]а1те еф 
]ез шёшез 2-р]апз сопбепатф 4ез ап2]ез збайоппагез еб роиг 1езачеПез ]а 
давапсе епитге ]е р1ап сопгап& р (2) 4е 1азаце её ип р]1ап Ихе р (0) езва = р 
её 1ез ап2]ез з$айоппалтез {огтёз раг 1ез р1эпз р({) еёр (0) зопё ®, = № 
(М... А =4). №ез пошЪгев А, 301% [е$ сотиз Фтесфеитз, 1е потшЬге 
Р е8% [е рататёёте @зётьшеит, 1а регрепд1оате соттипе езё Гахе е 
1ез 2-р]апз сопепап& 1ез ап]ез ®, 30108 [е5 2-р[ап$ Фтесфеит$ аа т-В6- 
Псо14е. 

Папз 1’езрасе А; сейе соппех1оп аНте езь ябпбгбе раг 1а ш@т1ие 


4е Зеяге [(°),(*)]. Рапз 1ез Де- сейме соппех1оп а Й1е езё 1а соппех1оп 
4е М№гден [(°), (*)}]. Рапз Г’езрасе А” (]ез езрасез дез т-р]апз 4е А, ди 
0 


раввеп\ раг ип ро1п{) сеЦе сопоех1оп а! пе езё хбпёг6е раг 1а шё“аие (°), (°), 
(роиг К. сейме шёы14ие езё 1а шёи1аие 4е Зваау (?)). 


3) т авшеш Ппбаге 4е Гезрасе А”. реш &хе Ч&егшааё раг 1е 
т-реИсоб4е ёапзетё. 

Оп т-ВЕПсо14е агЬитазге раззапь раг ип т-р!ап ауапб рог Базе 
уесбог1е]е е,,..., @и.евь Ч6егштё раг: 1) [е рагатёге р е\ [е$ соз:- 
пиз @течеитз К, И) Гахе ауапь рог сеште а, а=а“е.(«=1,..., т) 
еф {е тесбеиг Фтечеиг Ъ = бет-ь (2=1,..., п-т), 11) 1е$ 2-рапз 
@фтесеитз Чвегтл1и6з раг 1ез уес4ейгз а, = ах е, её №, = бете (а? езь ипе 
таг1се огфоропа!е & т Прпез, 6“ её 6и {огтепь т-1 Исепез 4’ипе 
шаг1се ог\Вобопа]е & п^ т Пятез). 

Еп Аа! 6гепиапь 1е уесмеиг р(Ё) гергёзепапь 1е р1ап р(Р) соигапь 
4’00 т-Б6Псо14е её еп розапцё ё=0 помз \топуопз [ез сесёеит$ [осаих 


{= (р) де Гезрасе Ат. Тез соог4оппёез 4и уесцейг 1 зоп\ 
о 


ти 14т 5 ром — , а? а бы, 
[01...а- 1т-и а 1.. т =, 44 р» 
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Ед {огтапь ]ез Уесцеигз 


- И г. На о 
Я т -ь {= 10: а—1 т--фа- 1. т ето 

пои {гопуопз 4и’И8 3016 4ез сот 1па1зопз Ппба1тез 4ез уесйеигз № её №, 
огфодопаих ай р1ап р сопз1А6гё. Сез уесцеигз регтемепё 4е 1гопуег 1ез 
рагат тез ]осайх р, №, а?, 6", а, би сошше зо|амопз 4ез вачайопз 


аа 4 в =0 (а-5), а @$ = воь, Ка 
№1, = — Аа а? а} а, № = рю— а" 1 


4) Опе {аш Ше & А рагатё тез 4е т-р1апз (ппе &-Ёаш1Ше ае т-р1апз) 
ез6 гергбзепбе раг упе зиг{асе & А аипепз10опз Фа: езё ипе рагЫе 4е 1а 
зитЁасе Р»г. 

№13 рагбазеорз 1ез К-Ёатш1Шез еп 3 саззез: 165 зит/асез (К <пр—т), 
[е; сопягиепсез (°) (К =п — т) её 4165 сотрехез (Е > п— т). 


Гез уебейгз 10сапх Фипе АК-\4ашШе зопб 1=1№ оц = — - 
ЧИ (р, п=А, УТ 

Ропг 1ез уесцеигз 1, оп а Я’ипе таплёге апа1обие 1, = ^”. Ей з0Ъ- 
$ биапь сез уа]еигз 4е 1, дапз 1ез в6аиаМопз (*) поцз оБепопз 1ез рага - 
тёгез 1осаих 4’ипе Ё-{а1Ше соште {опсопв 4е ^Р. Рапз 1е 3-езрасе 
4ез Гогез рагеШез рошг р её а зопё 1ез {огтл]ез 4е Мапповейт её На- 
шоп (*1). 

5) Роиг 1ез сопетиетсез дез т-р1апз дапз А„ ор сопз\тиь [ез а]Нпеит$ 
юсаих $: № =08]: (4апз се саз сейме Гопомоп уесботаеЙе ез® Биииуодие 
её Ппва1ге) ауапф рог сотрозапиез см =» Си = № 1 = СР" ат). 
Гез аМтеигз с4 аёрепдеюь 4ез зит]асез @Ётесётасе$ 


РО (и) 


та1з Из репуепь &ге погтёбз аи шоуеп 4ез соп@1 оп си =0 (а> 0). 
Тез зигРасез Чтеси1сез ауес 1ез а птеигз сй погтёз 004 1ез зиг]асез 
тоуеппез 4е 1а сопстиецсе. Рог =2, т=1 сез аЙпеигз в0п6 4ез а1- 
пеигз де Кишшег (*?). 

Гез а}ртейт$ сара погтёз (а=0,..., ту рагтё 1ез4ие]; 1е 1епзеиг 
С1ра 65ё зутёетдие её роз} ав рпг деегтипетё ипе сопвтиепсе 4е т-рапз 
4ап$ ип п-езрасе & ип тоисететЕ еисПаеп, ргёз, $6 Гопа т п< (п— т). 
Се \№богёше езё раз Гог да’ап богёше 4е Уаспег (*) её (ропг 1а соп- 
отиепсе 4ез р]апз погтаих 4 ипе загЁасе) да’ап \Ввогёше 4е В1сс1 (**),(*°). 

Тез а щеогз сй регтемепь Че фтоцуег 1е Шей 48 роётё5 }осаих Ч’ 
т-р1ац 4е 1а сопогиепсе: 


Деб (с° -{ а" сё) =0. 


Сеще зиг/асе }осёе езь И6е ауес 1ез уес4ептз Фтесейтв погт6з ез 
зиг{асез г ее... 
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6) Оп аррПаие 1а вое А Чех саз рагисоИегв: @иф сопвтиепсез 
4ез атойез дапз ип п-езрасе её аит сопетиепсе$ 4е$ 2-рап$ раззептё раг ип 
ротё ле 4апз ип п-езрасе (с’е\-д-@те аих сопвтиепсез 4е$ 4тойе5 
4апз ип (п— 1)-езрасе еИридие). Га \Вбогле социепф сошите саз рагИ- 
сиЗегз 1ез \№богёшез 4е Зилик (1) 4е ВасЪеузКу (*°), 4е УУаспег (") 
(т=4) её де Е1ЪЫ-СочНаее (1) (т=2, п=4). Оп 4оппе 4ев сагаси6г1з- 
У Чаез еп аМшеитз 4ез сопротиепсез р6пёгаЙзать 1ез сопртиепсев 4ез 
дгойез 4’ип З-еврасе: 1ез сопргаепсез 2505торе, поттайе, 4е Сллевага- 
Рефоь (1), а’Арре!1-ВлапсВ: (:*) её 4е В1апсеЫ (=). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТ1М ОЕ ГАСАОЕМ!Е ОЕЗ ЗСЕМСЕЗ$ БЕ 1/9 8В$$ 


перия математическая 11 (1947), 209—326 Зее ша{пеётаНаче 


М. Г. КРЕЙН 
К ТЕОРИИ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


В статье исследуются целые функции, логарифм модуля которых 
имеет положительную гармоническую мажоранту как в верхней, так 
и в нижней полуплоскости. К этому классу функций принадлежат, 
в частности, целые функции /(2) с простыми вещественными нулями, 
обладающие тем свойством, что /"(2) разлагается в простую сумму 
элементарных дробей. Оказывается, что эти функции всегда не выше 
экспоненциального типа и обладают особой регулярностью роста. 


При построении теории эрмитовых операторов с индексом де- 
фекта (1,1) и ее приложений к обобщенной проблеме моментов (!) 
автору пришлось пользоваться различными положениями теории функ- 
ций комплексного переменного и, в частности, использовать ряд новых 
характеристик некоторых классов целых функций экспоненциального 
типа. 

Так как эти характеристики, возможно, сами по себе представляют 
некоторый интерес, а опубликование развернутого изложения полу- 
ченных автором результатов по спектральной теории эрмитовых опе- 
раторов по ряду обстоятельств затягивается, автор посвящает этим 
характеристикам настоящую статью. 


8$ 1. Функции класса (№) в единичном круге 


1. В дальнейшем нам понадобятся некоторые из результатов 
В. МеуапПопа [(?) и (*)] относительно класса функций, который опре- 
деляется ниже. 

Пусть С — некоторая односвязная область комплексной плоскости. 
Условимся говорить, что функция }(2) (2ЕС) есть функция класса 


у 
(№) в С, если она голоморфна внутри С и 105 |}(2)| * имеет в С гар- 
моническую мажоранту. Последнее условие означает, что найдется по 
крайней мере одна гармоническая в С функция 0(2), для которой 


105 |1 (2)|< 0 (2) (266). 


* 0ва= (|105 а|-- 08а) (а > 0). 
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Очевидно, при взаимно однозначном конформном отображении 
области С на некоторую область С’ всякая функция класса (№) в С 
перейдет в некоторую функцию класса (№) в С”. 

Как показал В. МеуапПипа, для того чтобы некоторая функция 
Е (2) (|2| < 1) была класса (№) в единичном круге, необходимо и до- 
статочно, чтобы она допускала следующее представление: 


Е (2) =зВ (2) ехр Е Е (0) (|< 1), (1) 
где |=|=1, с(й) (—п<{< п) —некоторая вещественная функция огра- 


ниченной вариации, а В(2) —функция Бляшке, т. е. конечное или 
бесконечное произведение вида 


— А Ц ®—2 | 21| Л 
ие БЫ (2) 
где натуральное > 0, а |«,|<1 (&=1,2, ...) и вслучае бесконечного 
произведения 
У (1-14, |) < ®. * (3) 
к=1 


Другим условием того, чтобы голоморфная функция Р (2) (|2| < 1) 
была класса (№) в единичном круге, является 
2 .. 
вар \ 108 | Е (е®) | 4‹ < ®. (4) 
0<г<1 р 

Мы будем также пользоваться результатом В. И. Смирнова (*) 
[см. также (*), стр. 102], согласно которому для того чтобы голоморф- 
ная функция Р (2) (26ЕС) была класса (№) в С, достаточно, чтобы ее 
вещественная (или мнимая) часть сохраняла в С знак. 

Заметим, наконец, что совокупность всех функций класса (№) 
в некоторой области образует линейное кольцо; при этом, если две 
функции входят в это кольцо и их частное голоморфно в С, то и это 
частное входит в кольцо. 

2. После этих предварительных замечаний докажем следующую 
лемму. 

ЛЕММА 1. Даля всякой функции Бляшке В (2) найдется воз раста- 
ющая и стремящаяся к единице последовательность положительных 
чисел {т,} такая, что равномерно относительно ф 

Пт (1 — 7») 105 | В (пе) |=0 (Оо). (5) 


Доказательство. Положим 
т (г) = па | В (те*)| (0<г< 1. 


0<з<2м 


* Как известно, условие (3) является необходимым и достаточным условием 
сходимости произведения (2). 


ЦЕЛЫЕ ФУНКЦИИ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА зат 


Так как 
2 
о" миа аа Ч (1 — аз) (1 - #2) - (== 2 
& — бр [1 — 242] 2 (@— а) г)? а—агу › 
где 


г= |2 |< 1, ак=| | (ат, 2. а), 
то, согласно (2), 


1— ам 
где 
В, (2) = Е (= 


1 
Рассмотрим, с другой стороны, функцию 


где 


Так как 


то Ф($) есть целая функция от © нулевого рода и, следовательно, мини- 
мального типа. Таким образом [см. (°)], при любом 6 (0<9<Жж} 


Пт зор 28 1 0 
р>с ф ` 
В частности, так как }(—р)>1 (> 0), то 


108 1 (—) О 
6 


и, следовательно, найдутся такие р, “р,<... (в, —> о), что 


= 110 


со 


Ни 105 ты 


С другой стороны, как нетрудно проверить, 


10 (и) | (). 
би 


а 5 — 
В, (= при =. 


Стало быть, полагая 


= ЕО 


— 
> 


По т-й 
найдем, что : де 
. бт ие р 
а аи ЭВ 


и так как 
. 102 г-- 108 | В, (г) | <10# т (г) < 108 | В (ге) | < 0 (О<р<2м, 0<г<\1), 
то лемма доказана. 
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ЛЕММА 2. Пусть В (2) —функция Бляшке, а Г— некоторый нека- 
сательный гладкий путь, идущий внутри единичного круга |2|<1 
в точку 1. Тогда 

Пт зар |1— 21| 10 | В (2)|=0 (2ЕГ). (6) 
2—1 

Доказательство. В самом деле, верхний предел, стоящий 
з левой части равенства, во всяком случае неположителен. С другой 
стороны, если {т„} — последовательность такая, что имеет место (5), то, 
определяя числа 2„ЕГ так, чтобы |2„|=т,„ (начиная с некоторого зна- 
чения натурального п), будем иметь 


[1—2 | 1— 


Ши | 1—2 [1051 В (2) |= Ш - Па (1—г,) 105 | В (2) | =0, 


мбо 
Пт 


п->о 


1—2 
ПЕ ен 0, 
Гв 


1-— 
где 0 =0(Г)—угол, образуемый касательной к Г в точке 1 с осью Х. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Е (2) — функция класса (М) в единичном круге, 
а Ги 0=6(Г) имеют вышеуказанный смысл. Тогда 


1 зар | 1—2 | 105 | Е (2) | =46030 (2ЕГ), (7) 
2—1 
2де число 4 не зависит от выбора пути Г. 
Доказательство. Согласно представлению (1), 


п 
= ей з 
и 


105 Е (2) =105 В (2) 


„@зь (#) #105, 


где 4—удвоенный скачок функции с (#) в точке 0 (24 =в(--0) —<(—0)), 
а с, (1) — соответственно измененная функция с (#). Таким образом, если 
положить 


Е, (2) =Е (2) | <В (2), 


то 
в 
а 
11—21 108, (2)| 4 И— 2+ 4608-Е 1—21Ве (} 5 СЕР о, (и), 
—1 
где ф определяется из равенства 


в=1— (-21 <+<т). 
Заметим, что 
фФф—0 при 2—1 (2ЕГ). 
С другой стороны, очевидно, что, каково бы ни было 8 > 0 (5 < *), 
мри = ЕГ 


пор а ( < Нм зар ) |= 


2—0 2—1 
5 
= Ш вир (1—2) |< от Аа, (= [в (8), (—8)], 


2—1 д 
_5 
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а так как последняя величина сколь угодно мала вместе с 5, то 


Ни | 1 — 2 |108 | , (2) | = 9 6086 (2ЕГ). 


Это равенство в соединении с (6) дает (7). Теорема доказана. 
Замечание 1. Из наших рассуждений нетрудно усмотреть, что 
предельное равенство 


Пр 108 | Р, (1 —рей) | = а соз 6 
Р}0 


имеет место равномерно относительно 6, изменяющегося в каком- 
либо интервале —1<0<1 (©<1<5) и, следовательно, относи- 
тельно тех же @ предельное равенство (7) имеет место равномерно 
сверху, т. е. для любого е>0иу (о у = =) найдется такое ре > 0, 
что 

р1ох | Е (1 —ре8) | < а соз@- е 


при О<р< фе и |8 |< 1. 
$ 2. Функции класса (№) в полуплоскости 


1. Пусть ](2) (=> 0)—функция класса (№) в верхней полу- 
плоскости. Образуем функцию 


Р(0=/(2), где 2= 1, (8) 


которая, очевидно, будет класса (№) в единичном круге. 

Заметив теперь, что преобразование (==((2) переводит всякий луч 
2 =ге® (0<т< оо) в некоторую дугу окружности, начинающуюся 
в точке —1 и кончающуюся в точке 1, где ее касательная образует 


с осью Х угол 6 (1) =5-—Ф, а также, что 


р (14—51[:12|)=2, 
мы получим из теоремы 1 для РЁ (0) первую часть следующего утвер- 
ждения для } (2): 
ТЕОРЕМА 2. Пусть ](2)—функция класса (№) в полуплоскости 
112> 0. Тогда существует вещественная константа р такая, что 
в любом секторе 8 <ф<т—8 (0%8<т) равномерно сверху: 


108 |1 (ге) | 
( 


Пт зар =рштф (0<9<п.. (9) 


Если, кроме того, функция ] (2) имеет ‘конечное число нулей внутри 
угла |Фф—Ф|<8 (0<8<ф<т), то в каждом внутреннем угле 
|Ф—Ф |< 8, (5, <8) существует равномерный по ф предел 


108 | 1 (ге) | 
Г 


Пи =рзшФ (|Ф—$|< 8). 


Т->со 
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Доказательство, Докажем вторую часть теоремы. Соответ- 
ственно разложению 


Е (9 =В (ОЕ, ($, 
тде РЁ, (<) — функция без нулей класса (№) в единичном круге, мы мо- 
зем написать 
1 (2) =6 (2) 1, (2), 
тде ], (2) — функция без нулей класса (№) в полуплоскости 1 > 0, 


причем 
Ле 
1 


2—2 


2—4) 


где {2.} — полная последовательность всех нулей функции }(2) в полу- 
плоскости [т2 > 0, 


Условие (3) теперь означает, что 


2 Го (:) 25. 


В силу замечания 1 о функции Р,, можно утверждать, что в каж- 
дом угле {<ф<*— 1 существует равномерный по ф предел 


. 1 1 г! ® ` 
то 91 те. (10) 


т—>со 


Так как по условию внутри угла 0, (|ф—$,| < 8) находится конеч- 
ное число нулей функции ] (2), то при достаточно большом № 


[8—2 |> 12% [зщ (8—8,) (2Е0ь, &>М), 


где И», — угол |Ф— $, |<8,, и, следовательно, 


? _ 2: Па 2 
С ыы 
(26еб., и >М). 


Таким образом, если для данного г > 0 выбрать № > 0 так, чтобы 
имело место (11) и 


в1п-* (8—8, у Ти (;-) <» 


М1 
то мы будем иметь 


п 


А=М-1 


2—4 
2—5 


(2 Е О»), 


а следовательно, при достаточно большом А, 
1 
1> [5 (2)|> К ехр( —в|2|) (260, |2|> 9. 


Этим доказано, что внутри угла О., равномерно по $ф 


Зала 10818 (ге | ео О 


тс 
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Это обстоятельство в соединении со сказанным относительно (10) 
дает второе утверждение теоремы 2. 

2. Для дальнейшего нам понадобится следующая 

ЛЕММА 3. Пусть }(=)—функция, непрерывная в полуплоскости 
Пп2>0 и голоморфная внутри нее. Если, кроме того, }(2) удовле- 
творяет условиям: 


ь КЕ о, 
2° Пт вор А! < с (Ш2>0), 
|2|->со : 


то функция ](3) есть функция класса (№) в полуплоскости Шаз>0. 
Доказательство. Обозначим через Кв полукруг, имеющий 

диаметром отрезок (—А, А) и лежащий в верхней полуплоекости. 
Рассмотрим гармоническую внутри Кв функцию 


обращающуюся в 0 при вещественных 2. Легко видеть, что 
а) Ок (2) > 0 при 2ЕКь, 
Ь) Пь (Ве) =1 (<<<), (12) 


о (в (== О (=) (у— 2). (13) 


Условие 1’ позволяет ввести в рассмотрение неотрицательную 
тармоническую функцию 


1051: @ 
Н (2) == \ 4 (2=я-+ и, у>0). 


— с0 


Эта функция имеет непрерывные предельные значения Н (5), а именно, 


Н (2) =108|7(2)| > 108|1(2)| (—® <#< в). (14) 
В силу условия 2°, найдутся константы А> Ти В > 0 такие, что 
|1 (2) |< Аехр(В|=|) (№2>0). (15) 


Нетрудно видеть, что имеет место неравенство 
105 | 1 (2) | <Н (2) + ВАО (2) +105 А (2ЕКь). (16) 


В самом деле, достаточно его проверить на границе Кв, состоящей 
из открытой полуокружности Гн и отрезка (— А, В). На Гь неравен- 
ство (16) есть следствие (12) и (15), а на отрезке (—А, А) — следствие 
неравенства (14). 

Устремляя в неравенстве (46) А к оо, мы, в силу (13), получим 


105 |] (2) <Н (г) += Ву +108 42а 580). 
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Так как справа стоит неотрицательная гармоническая функция, то 
лемма 3 доказана. 

`Заметим, что условие 2” леммы выражает свойство, близкое свойству 
функций класса (№), утверждаемому в первой части теоремы 2. Что же 
касается условия 1” леммы, то здесь следует отметить, что для всякой 
функции }(2) класса (№) в полуплоскости [т 2 > 0 сушествуют почти 
для всех хЕ(— со, с) по некасательным путям предельные значения 
1(х), которые удовлетворяют условию 1° леммы [см. ((°), стр. 81]. 


8 3. Целые функции клаеса (№) в каждой из двух полуплоскоетей 


1. Для таких функций имеет место 

ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы целая функция }(2) была функцией 
класса (№) в каждой из полуплоскостей ш2ё>0и 20, необлхо- 
димо и достаточно, чтобы выполнялись два условия: 


4° \ Ток | __ ах < о; 


2° функция }(2) — типа не выше экспоненциального *. 

Доказательство. Достаточность условий установлена в лемме 3; 
докажем их необходимость. 

Если ](2) есть функция класса (№) в верхней полуплоскости, то 
для функции Р (5), определяемой равенством (8) $ 2, найдется М < © 
[см. (*), $ 1] такое, что 


2ъ 
пов (тем) |< М (071), (17) 
0 
а тогда 
2% 21 2® 
тов | (она 6) 140 = (ложу (6) 149-< Виа | 198 (еб) | 48-< М. 
0 б Ме 


Таким образом, } обладает свойством 15. 
Умножая неравенство (17) на г4г и интегрируя в пределах 0,1, 


получим 
2ъ 


1 
\ пов (геёч) [таг ар тата 
90 


< 


Переходя от Ё к ], найдем 


108 | / (2) М 
) \ 1+2 249 <>. 


=> 
те: 


в= Им зар 981! @ | 7—2) | << 
|=|-><о |8] 


Если при этом # > 0, то будем говорить, что } (2)—экспоненциального типа. 
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Используя, аналогично, что } — класса (№) в нижней полуплоскости, 
получим для всей плоскости 


©о 


Оф бо 


-© -© 


Возьмем теперь произвольное комплексное $ (|5| > 1) и обозначим 
через Ку круг с центром в точке $ радиуса На 

Пользуясь субгармоничностью функции 105 17 ( 
ждать: 


2)|, можно утвер- 


108 |1 ЕЕ | 1081 (2) аа ау < 
К 


ааО а (1 


Е 10 | (2) | 42 ау 
= 


г = — 
Кс 


Следовательно, найдутся такие а, В > 0, что при любом 2 


|7 (2) | < аехр (8 | 2 |*). (18) 


© 


Пусть 0<5< -. ; введем в рассмотрение углы Из (8<аг<к—д) 


и У. (| аг2з |<). 

В угле Оз, согласно теореме 2, функция (2) имеет не более, чем 
экспоненциальный рост. Аналогичное утверждение справедливо, ко- 
нечно, и для угла Оз, симметричного с углом О относительно начала. 


т 
Что же касается угла Ть., то так как его раствор 24-5 и так как, 


согласно только что отмеченному, на его сторонах функция ] (2) имеет 
не более, чем экспоненциальный рост, то, учитывая (18), мы можем 
применить к (2) теорему Фрагмена-Линделефа и тогда найдем, что 
1(2) будет не более, чем экспоненциального типа и в угле Г.. 

Так как аналогичное заключение применимо и к углу Г., сим- 
метричному с ТУ. относительно начала, то теорема доказана. 

Как известно [см. (°) или (°)], всякая целая функция 7 (2) экспонен- 
циального типа имеет непрерывную индикатрису 


й (Ф) = 1 зар А (О<Ф< т); (19) 


Тт> со 


при этом для любого => 0 найдется В. > 0 такое, что 
г2108 | { (ге) |< В (Ф)-+е (0<ф< т, г> 5. (20) 


Для рассматриваемой функции }(2) индикатриса 1 ($) находится 
по формуле (9) в верхней полуплоскости и по аналогичной формуле — 
в нижней полуплоскости. 


318 М. Г. КРЕЙН 


Таким образом, в нашем случае 


озшфФ  (0«<ф<т), 
в =| (21) 
р’ [310$]! (О<Ф<т), 


‚а следовательно, диаграмма * функции }(5) есть отрезок мнимой оси, 
соединяющий точки уф и — 57 (в > — №). 

2. Мы предоставляем читателю доказать следующее предложение, 
обобщающее теорему 3 в ее главной части: 

Пусть функция ] (2) 
за исключением точки &. Пусть, кроме того, круг К разбивается 
с помощью аналитической дуги, проходящей через точку &, на две 
области, в каждой из которых функция ](2) класса (№). Тогда суще- 
‚ствует равномерный верхний предел 


1 зар 102 | } (а -{- ре?) | =# ($), 
р—>со 


причем # (Ф) будет опорной функцией некоторого отрезка. 

3. С помощью теоремы 3 немедленно устанавливается 

ТЕОРЕМА 4. Пусть }(2)—целая [функция, имеющая вещественные 
простые нула а, (Е =1,2,...), и такая, что при некотором натураль- 
‚ном р>0 


ее 1 
и 2 аряен < ® 
В—4 
1 1 2 
2) Я5= н+х я и [+ в - осы р’ (22) 


‚где В (2) — некоторый полином. 


Тогда }(2) есть целая функция типа не выше экспоненциального, 
‚удовлетворяющая условию 


со г , 
Св а 6 р 


—© 


Доказательство. Разложение (22) можно проще записать так: 


ПОР Х 55 (5 101 <). 


С другой стороны, всякая функция $ф(2) вида 


9 = Уи, 


К=1 


* Как показал Г. Полиа [(°), (?)], индикатриса # ($) всякой целой функции 
экспоненциального типа есть опорная функция к некоторому выпуклому контуру, 
который и называется диаграммой функции ] (2). 
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где р, >0 (#=1,2,...) принадлежит классу (№) в каждой из полу- 
плоскостей > 0 и шё< 0, ибо 


а 8 
1пф (2) / паё= У Ты > 0: 
В=1 
Так как сумму, стоящую коэффициентом при 22 в (22), можно 
представить, как 
Ф: (2) 2. (2) = 2 (=) Е фа (2), 


где функции $,(2) (К =1, 2, 3, 4) указанного выше вида, то эта 
сумма, а вместе с ней и функция }‘(2), принадлежат классу (№) 
в каждой из полуплоскостей (полиномы, очевидно, входят в линейное 
кольцо (М)). 

Но если }*(2) есть функция класса (№) в некоторой полуплоскости, 
то целая функция }(2)=1/}*(2)—также класса (№) в этой полупло- 
скости. ' 

Следовательно, утверждения теоремы вытекают из теоремы 3 *. 

Замечание. Очевидно, согласно теореме 3, теорема 4 сохранит 
силу в предположении, что в разложении (22) функция РА (2)—не поли- 
ном, а любая функция типа не выше экспоненциального, удовлетво- 
ряющая условию (23); при этом окажется, что А (2)—полином степени 
не выше р. Последнее утверждение станет ясным из рассуждений, 
которые следуют ниже. 

4. Для функций }(2), удовлетворяющих условиям теоремы 4, инди- 
катриса роста будет иметь вид (21). з 

Ниже мы приведем еще одну характеристику роста этих функций. 

Без ограничения общности можно предположить, что для функ- 
ции }(2) в разложении (22) В (2) =0, р=0, т. е., что 


- т у -- ) (24) 


где 


В самом деле, если имеет место разложение (22), то, полагая 


4 (2) = (8—8) -*. (8— 84), 


где 9 больше р и степени полинома В(2), а В <В,<... <Вв 


отличны от нулей а,, мы легко обнаружим, что для функции ], (2) = 
=0 (2) 1 (2) 


* В одной из своих последних работ по теории эрмитовых операторов и про- 
блеме моментов Н. 1. Нашрогеег (8) рассматривает целые функции /(2) с геще- 
ственными нулями, удовлетворяющие двум условиям: 

1) / (=) — целая функция конечного рода, 

2) для / (2) имеет место разложение (22) при р=0, В (2) =0. 

Согласно нашей теореме, условие 1) есть следствие условия 2). 
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а со 
= ь 
пои УЕ Е 
&—=1 =1 
где 


о 12% | < ©. 
в=1 
Пусть, теперь, м и в’ (> —в’)— числа, фигурирующие в фор- 
муле (21) для индикатрисы ] (2). 
Рассмотрим функцию ехр(—#2) ] (2), где 


ль (25} 
В силу (22), будем иметь 


— 2 


= № о + & (2), 


где 2 (2) —некоторая целая функция. 

Левая часть этого равенства, так же как и сумма, стоящая справа» 
суть функции класса (№) в каждой из двух полуплоскостей. Следова- 
тельно, по теореме 3, целая функция &#(2)—типа не выше экспонен- 
циального. С другой стороны, согласно (25) и (21), 

1 & (ге“) =0 при е® + + 1, 
Т=Фсо 
следовательно, в (2) =0. 
Из соображений непрерывности мы заключаем, что вообще * 
- со Е 
2-Й? сле Эа р 
Е Св 
В=1 


Заметим теперь, что индикатриса роста Й (х, }} функции 


/, +2) 1 (2) 


ЖЕ Е 
и вшф-й (в, = [1 |. 


имеет вид 


й ($, 7.) = 


* Из аналогичных соображений получается, что если индикаторная диаграмма: 
функции ] (2) не сводится к точке и содержит в себе ИиЕа раю диаграмму 
некоторой целой функции # (2), для которой 


> 


=1 


ск Е (2к) 
Ч 


< ®, 


то 


{®.®) 
Е _ заРо) 
% У 2—аз ° 
в—=1 ы 
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Но тогда в разложении }, (2) в бесконечное произведение 


(2) = сет? П (12). 


К=1 


Сы 


коэффициент 1 вещественен и, следовательно, 1: (2) может отли- 
чаться от вещественной функции только постоянным комплексным 
множителем. 

Таким образом, мы доказали, что если некоторая целая функция / (2) 
допускает представление (24) (или в более общем случае, предетавле- 
ние (22)), то она имеет вид 


7 (2) = С ехр (192) ], (2) (—© «у о), 
тде /], (2) — вещественная целая функция, допускающая представление 
того же типа. 
Предположим поэтому сразу, что }(2)—вещественная функция. 
"Гогда в =в’ и из (26) при Х =в находим 


ехр ( — в) 
7 (=) 


® 


[У | 


= (и= м 2). 


Таким образом, предельное равенство 


Пш 


т>со 


7$` . 
Е (0 < |Ф| < =) 


можно дополнить неравенством 
|1 (2) > [у |ехр (#191) (у=гмаф= а 2). (27) 


о Распределение нулей целых функций экспоненциального типа, 
удовлетворяющих условию (22), изучалось многими авторами. В част- 
ности, №. Геущзоп (*) показал, что для таких функций 

о и, (28) 
Т—>со Т—> со г 2 
где п, (г) и п, (т)— число нулей функции, не превосходящих по модулю г 
‘и лежащих, соответственно, в правой и левой полуплоскостях. 

Для функций ](2), допускающих предотавление (24), мы можем 

добавить к (28) следующую оценку снизу для п (т) = п, (г) | п, (т): 


"2 4> > 2" 105+ С, 
О 


которая немедленно вытекает из (28) и формулы Якоби-Иенсена: 


2® 


и: == \ 1ов | { (те'з) 4—5 108 [/ (0). 
0 0 


[2 
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$ 4. Обобщение теоремы 4 
И 


Если оторосить в теореме 4 условие вещественности нулей х,. 
Же. 


), то она будет неверна. В самом деле, если, например, для 
некоторой функции ] (2) экспоненциального типа имеет место разложе- 
ние (24), то также * 


1 


ТМ: 


ее Е И . 29 
КЕ) а а Г. 


вместе с тем } (2°) 


уже не будет экспоненциального типа. Ввиду этого 
представляет интерес следующая 

ТЕОРЕМА 5. Пусть } (2) 
(К=4,.2,. 


целая функция, имеющая простые нули &. 
..), для которых 


| аз, || 2 | 
ааа 


(3|<-) 
то ](1)— 


типа не выше экспоненциального и для |(3) выполняется 
условие (23). 


Доказательство. 


< ©5. 
Если при этом 


(30} 


ео = 


б& 
а 


(31) 


Разобьем правую часть (341) на две суммы: 


с’ ы 
К 
о а 
К=1 К=2 
где 
тах >0, око 
Положим 
со . у 
2— ак — ЯК 
5 (2) = — 5 
Ен 2-Я — К 


Га 


Ск 


——7 =, (2) 8, (2), 
як 


в силу (30), это произведение будет сходиться. Если мы теперь пока- 


жем, что функция Ё (2)/] (2) —класса (№) 
этим самым будет показано, что и функци 


ция ] (2), —класса (№) в верхней полуплоскости 
Заметим теперь, что функция Ф(2) вида 


| 
=, 


$ (2) 


* Отметим кстати, что из разложения (29) 
(22) или в (24) все х„>0 (%=@1,2,...), то 
о 108 |1 (2) | 
И 1[=1 


Ио зар —2— 


15|-> со 


в полуплоскости Га > 0, то 
я } (2)[6 (2), а значит, и функ- 


(32) 


и теоремы 4 вытекает, что если 
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где р, >20, ШВ < О (6=1;2,. Ув | | < со, есть функция клас- 
са (№) в верхней полуплоскости, ибо 
бь Га (2—8) 
—1аФ(2)= У т. о — 0. 


Так как функция $, (2) очевидным образом может быть представлена 
в виде линейной комбинации четырех функций $; (}=1, 2, 3,4) ука- 
занного типа, то в, (2), ас ней и 6(2) в, (2), класса (№) в верхней 
полуплоскости. 

Для исследования произведения 6(2)е,(2) предоставим каждый 
коэффициент сх в виде суммы 


ск = с(1) — с) -|- 463) — 164 (&=1, 2). ом 5} 
где 
с) с) =0, с@) с =0, 76" (а) >0 * (#=4, 2,...; 71=1, 2, 3,4); 


соответственно этому разбиению будем иметь 


ва (2) = 828) — 5 (2) 8 (2) 0 (2), 
20 
80 (2) = У Не 0=1,234) 
к=1 
Покажем, что каждая из функций 20) (2)6(2) (]=1, 2,3,4) есть 
функция класса (№) в верхней полуплоскости. Для этого положим 


— 


Ь, (2) = ^^. (п=40,...) 
К= 


2— ак 7—9 


и представим каждый коэффициент ск (=1,2,..., п) в виде суммы 
с. = < —сФи®—@ (=62,..., п), 
где 
3 В г)’ 
0 00-0, о0Ы (>20 г 
(=1, 4, у П; 71=1, 2, 3, 4). 
Пусть 
а + 
р 7 
=. (1 =1, 2, 3,4; Пе ыы 
К=1 
Так как 
и 5% @) =’ (вк) (=1,2, }\. 
П—со 
то 
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Ншой ор (&=12,...; 762,34). 


Учитывая, что 


[< <|е,| (&=1,2,...; ]=1, 2, 3, 4) 


[60 [< с, | (&=1, 2, ...) ПУ 7=% 2, 3, 4; п=1, 2, ря .), 
мы получаем 
Им &Ф (2) = (2) (1 =1, 2, 3, 4; 9; К=1,2,.. .), 
а следовательно, 


Ни 6, (2) 80 (2) =6 (2) 80 (2) (]=1,2,3,4; ш=>0). 


С другой стороны, 


® 


Ь, (2) 80 (=) =» 


К=1 


с (2, 
2—9 


и, следовательно, согласно (33), того же типа, что и функция ф (2) 
вида (32). Таким образом, при шё>0 


Го (6, (2) 807 (2)) <0—(п=1,2,...; |=1,2, 3,4), 
а значит и 


(02) 09—6= 234 20) 


Отсюда функции 6(2) 20 (2) (]=1,2, 3,4), а с ними и функции 
Ь (2) в, (2), Ь (2) в, (2) (2) в, (2) =6 (2)// (2)—класса (№) в верхней полу- 
плоскости. 

Мы доказали, что }(2) есть функция класса (№) в верхней полу- 
плоскости. Аналогично показывается, что }(2)—класса (№) в нижней 
полуплоскости. После этого остается вспомнить теорему 3, чтобы убе- 
диться в справедливости теоремы 5. 


Поступило 
22. Х[. 1946 
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М. КВЕГХ. [А СОХТЮВОТтОМ ТО ТНЕ ТНЕОВУ ОЕ ЕХИВЕ ЕОМСТОХ5 
ОЕ ЕХРОМЕМТТАГ ТУРЕ 


РОММАВУ 


Негеп аге олуеп зоше сВагасфег1: 16$ 0ЁР а с1азз о! епыге Рае 010$ 
0Ё ехропепыа1 фуре, \ВлеВ \уеге изе4 Бу Фе апбог ш Ше сопзигас яой 
о! Те Меогу о! НегтИлап орегафогз мИБ Чейслепсу-14ех (1,1) апа из 
аррИсайоп №0 фе сепега12е4 шошепё ргоет. 

А Гапсйоп }(25) апа!уйс т ап ореп гес1оп С 13 за1 $0 Бе о! Ще 


с азз (№) ша С И Ме Гапейоп 108 | { (2 )| Ваз а Вагштопле та]огапв1т С. 

ТНЕОВЕМ А. [п отаег Фйаё ап епите рипсйоп |(2) зпош4 6е ор айе 
с1а58$ (№) т еййег орайе йа]- Рапез Ш >0 от Шз< 0, # #5 песез- 
загу ап4 зи рсзетё Фйаг: 


1) Пт зар Е < © 
[2 | --5оо 

С 108 | / (2) [42 

Не . Е 


Твеогет А Баз Ше ГоПо\ия согоПагу: 
ТНЕОВЕМ В*. [Ге](2) 6е ап епйте уипсйоп зисй 


<®) я 
%фреге 


* п а гесепё рарег Н. 1. Нашригеег (8) соп$Аегз а150 ш соппесНоп \мИВ фе 
{Веогу о{ Негш! ап орегафогз мп аейс1епсу-ш4ех (1,1) {пе еп ге Рапс101$ МИВ 
ошу геа1 2егоз, ог усВ (*) Во]45 ап увлев аге гедлигей {0 Ъе о! Шпце огаег. 
Оиг {Теогета зНоуз {Ва Те зесопа сопа!Ноп 1$ а сопзедиепсе о! Фе Йгзё опе. 


2? Известия АН, серия математическая, № 4 
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2йеп | (2) завез @йе ито соп@ёопз о} Шеотет А. 
'ТЬеогет В гета1тз фгие 1! (*) 13 гер]асе Ъу 


-а= в+25 те (5 <<), 


\Веге А (2) 13 а ро!упоплта1. 
боше сВагасёег1:1603 {ог {Те огомёВ оЁГепйге ГапсИопз ](2) зая уте 
Те сопа!0пз 0{ Феогет В, аге элуеп. 


СА 
, 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУГЬЕТ!М РЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ РЕ [08В$$ 


Серия математическая 11 (1947), 327—344 56ме татётайЙдие 


М. Л. НАЙМАРК 


ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ СИММЕТРИЧЕ- 
СКоГо ОПЕРАТОРА 


(Представлено академиком (С. Л. Соболевым) 


В статее рассматривается критерий экстремальности спектральной 
функции и некоторые его применения. 


Настоящая статья * является продолжением ряда работ автора по 
теории спектральных функций [см. (*), ‚(°), (“), (°)] и предполагает 
знакомство с этими работами. 

Напомним, что функция В (^), определенная для любого действи- 
тельного ^, называется спектральной функцией [данного симметриче- 
ского оператора Н, если выполнены следующие условия: 

1° для любого действительного ^ В()) есть ограниченный повитив- 
ный оператор; 

2° для любого элемента } гильбертова пространства '$, в котором 
рассматриваются Я и В\(^), (В (^) |, |) не убывает при возрастании /; 

3° для любого {Е В\(\.) | есть непрерывная слева в смыслё нормы 
элемента функция ^; 

4° для любого || 69 `В (\)]—0 при ^-—>—< и В\(\) |[>} при 
^—>-+ с, причем эти предельные соотношения рассматриваются 
в смысле нормы элемента; 

5° для любого конечного интервала Д = (я, В) и любого элемента 
{Е элемент 


В (4) /=В (В) /—В (=) ] 
принадлежит области определения И° и 
Н*В (А) {= \ лав (^) 1. 
4 
Спектральная функция называется ортогональной, если В\(\») есть 
проекционный оператор при любом действительном значении ^. Если 


оператор Н — самосопряженный, то он имеет только одну спектраль- 
ную функцию и эта функция ортогональна. 


* Краткое изложение результа тов этой статьи дано в С 
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Обратно, всякая ортогональная Функция однозначно определяет 
самосопряженный оператор Н. 
Если же оператор И несамосопряженный, то он имеет неортого- 


нальные спектральные функции. 
Как было показано в (*), все эти спектральные функции можно 


получить, расширяя оператор Н до самосопряженного оператора Я’ 
в некотором гильбертовом пространстве %’, содержащем исходное про- 
странство %, и проектируя ортогональную спектральную функцию такого 
расширения на исходное пространство. 

При этом можно ограничиться минимальными расширениями, т. е. 
такими операторами Н’, которые не приводятся ни пространством %, 
ни любым его подпространством, отличным от (0). 

Спектральные фунищии данного симметрического оператора обра- 
зуют, очевидно, выпуклое множество. Это означает, что если В, (^), 
В, (^) — две спектральные функции симметрического оператора Н, то 
функция 

В (№) =вВ, (^) 8, (^) 
при условии в >0, в,>0, р-р, =1 также является спектральной 
функцией этого оператора. 

Пользуясь геометрической терминологией, можно сказать, что при 
фиксированных В, (^), В, (^) функция В (А) пробегает отрезок, концами 
которого являются В, (\) и В, (^), а внутренние точки которого полу- 
чаются при р, > 0, 6, > 0. 

Спектральную функцию В (^) оператора Н назовем экстремальной, 
если она не является внутренней точкой никакого отрезка, т. е. если 
ее нельзя представить в виде 


В (^,) = в В, (^) Е В, (^), 
где р, > 0, р, >0, а В, (^), В, (^) различные спектральные функции 
того же оператора Н. 

Целью настоящей статьи является получение некоторых критериев 
экстремальности спектральных функций в терминах самосопряженных 
расширений. Эти критерии применяются затем в качестве примера 
к так называемым конечномерным расширениям. 

Кроме того, отсюда получается один результат для неопределенного 
случая степенной проблемы моментов в интервале (— со, со). 


$1. Общий критерий экстремальности спектральной функции 


Согласно данному выше определению, спектральная функция В (^) 
данного симметрического оператора не является экстремальной, если 
она представима в виде 


В (=ЬВ, (№) +В, (%), 


где р, > 0, р, >0, р. в, =1 и В, (^), В, (1) — различные спектральные 
функции того же оператора. Следующая теорема показывает, что это 
условие можно ослабить. 
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ТЕОРЕМА 1. Если при р, > 0, в, >0, и» =1 функция 
В (^) г р, В, (^) - Р.В, (^) 


есть спектральная функция симметрического оператора Н и если 
В, (^), В, (^) —операторные функции, удовлетворящие только условиям 
10 —4° определения спектральной функции, то В,(^), В, (\) — также 
спектральные функции данного симметрического оператора Н. 
Доказательство. Пусть Е(^), Е, ().), Е, (\) — ортогональные 
спектральные функции в пространстве $5’ —) %, проекции которых на ® 
равны, соответственно, В ().), В, (^), В, (\), так что, обозначая через Р 
оператор проектирования в 9’ на %, для любого /Е% имеем: 
В (^)1=2Е (^)}, В, (\) | = РЕ, (К), В, (\) {= РЕ, (\) }. (1) 
Пусть, далее, Н’, Н,, Н,-— самосопряженные операторы в ®’, 
спектральными функциями которых являются, соответственно, Ё (^), 


Е, (^), Е, (^). 


Для любого ДЕ Ф(Н) сходится интеграл 


и юа(Е (А) ьр= ке (Е (1, РА = м (РЕ (А), В = 
= во р=ь ла УРР+ь | ма(в, б.р 
= Чит Е, Э-ь ЕЕ, (2) 
а ЗН а 
зав, 69, в, 


следовательно, элемент | принадлежит области определения Н, и Н,. 
Ёроме того, 


евр р=иР, цв, р=НЫР, 
ав, Мл =НУ 


поэтому равенство (2) перепишется в виде 
НР = | НИР | НВ, |. (3) 
С другой стороны, для ДЕ Ф(Н) имеем: Н/ Е. Поэтому 


со со со 


Н!=Н’}=РН’}=Р лав соу= \ ^ав (+) /= в, \ лав, (^) 1+ 
1 лав, ®)1=Р [ь , Е, буу+ь | ^аЕ, 9] = 


=р.РН/-Е-РН.], . (4) 
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где интегралы следует рассматривать в смысле сходимости по норме 
элементов в %`. 


Из (4) следует, что 


[Не = | РН, - вз|РН,} |* - рр. (РН, РН„}) 
+ рр: (РНз/, РН!]). (да) 


с другой стороны, принимая во внимание очевидные равенства 


[ РН} -1(1— Р) НН} =| Н.П, 
[РН Р-+|(1—Р) НУР =| НУР, 


мы можем переписать (3) в виде 
| НУР = | (1—Р) НУ -р.|(1— Р) НУР - р. [РНУР-рь| РН» |“. (5) 
Вычитая из (5) равенство (4а) и пользуясь соотношениями 


0, — 01 = (1 — 1) = рир», 0. — ра =. (1— р.) — 0:6р., (6) 
получим 


0=р,| (1 —Р) Н.А, [(1—Р) Н,} | раб» | РН} | вар. | РН, — 
— 15» (РНу, РН») — ри» (РН.У, РН,]), 


т. е- 
р | (1—Р) Н./ |" - о, | (1—Р) Н,} | - ра. |Р(Н, —Н,) {*=0. 


Отсюда следует, что порознь 


(1—Р)Н/=0, (1—Р)Н,}=0, Р(Н,-—Н,)}=0. (7) 
Первые два равенства в (7) означают, что 
ВНа= НЫ РН =НЫ, (8) 
т. е. что Н./Е®, Н,/Е У. Тогда третье равенство в (7) дает 
Н,/=Н.]. 


Подставляя в (4) Н,} вместо .РИ,} и РН.]}, получим 
Н/=вН/- Р.Н. } = (2, + р») Н.7= Н\], 


т. е. Н, есть расширение оператора Н. Аналогично, Н, есть также 
расширение оператора Н. Но тогда [см. (*), теорема 5] В, (^) и В, (^) — 
спектральные функции оператора Н и теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть В (\) — спектральная функция спммет рического 
оператора Н в пространстве % и пусть оператор Н’в пространстве 
5’—5 есть минимальное самосопряженное расширение Н, определя- 
ющее В (\^). 

Функцию В (\.) можно представить в виде 


В (^) т о, В, (^) +В, (^), 


где р, > 0, р, >0, и р, =1, а В, (\), В, (\) различны и удовлетворяют 
условиям 1°—4” тогда шв только тогда, когда существует ограничен- 
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ный позитивный эрмитов оператор Ав %,, коммутирующий с Н’, 
неприводимый пространством $ и удовлетворяющий условию 


(АГ, 8) = (Х, 8) для всех }, 86$. (9) 


Доказательство. Пусть имеет место представление 
В(\) =, (^) р. В, (1), 


где р, >0, р, > 0, и- р, =1, В, (\), В,(^) различны и удовлетворяют 
условиям 15° — 40. Из условий 1°и 2” следует, что для любого интер- 
вала А 


(В (4) }, Л =ё (В, (4) , 1) р, (В, (А) }, ) > (В, (А) |, 1), 
следовательно, 


(В, (А). д < (ВА) р. (10) 


Пусть ЕЁ (^) — спектральная функция ИН’. В силу минимальности НУ’, 
пространство 5’ есть замыкание совокупности всех конечных сумм вида 


1= У Е(Ал) 1, (11) 


В=1 


в которых ДА, — произвольные непересекающиеся интервалы (конечные 
или бесконечные), а /»› — произвольные элементы %. 
Для двух таких элементов 


п 


{= У Е(Аь) 1, 8 = У Е(Аь) Еь 


В=1 в=1 


путем раздробления интервалов Д, и введения элементов ]», &х, равных 
нулю, мы можем добиться того, чтобы в обеих суммах интервалы Д,, 
были, соответственно, одинаковыми. Тогда для их скалярного произ- 
ведения (}, <) имеем 


% 


(1, 8) = (Е (А») 1, Ек) = > (Е (4») /ь, Рак) = $ (В (4, ) №, 8к)- (12) 
#—1 ®=1 &=1 
Положим для этих элементов |, # 


т 


(7, в), = № (В, (Ак) №» 8). (13) 
=1 
В силу неравенства (10), 


п 


(. р. = У, (Вы (а, ь во < У (ВА, < ФВ, (49 


В=1 К=4 
следовательно, форма (}, 8), не зависит от выбора представления (11) 
для [ иЕ, 
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Из неравенства (14) следует также, что форму (}, $), можно по 
непрерывности доопределить на все }, 69’, причем неравенство (14) 
будет иметь место также для всех ], 86%’. Но тогда существует огра- 
ниченный позитивный эрмитов оператор А в % такой, что 


для всех |, Е’. 
Для 
1= Е (4, ) /,, 8=, Е (Ак) Е» 1 869 
2—1 В=1 
имеем 
(Е (4) }, =. (Е (АА, }ь, 8%) -2 (В (АА, },., 8к), 
#—4 = 
следовательно, 
(Е (А) т, 8), = № (В, (АА, Те 8к) (16) 
= 
и, аналогично, 
(7, Е => (В, (АА, к, 8). (17) 
1 
Поэтому 
(1, Е (А) 8), = (Е (А) {, 8). (18) 


По непрерывности это равенство имеет место для всех }, оЕ® и, 
в силу (15), его можно переписать в виде 


(А, Е (А) 8) = (АЕ (А) }, 8), 


(Е (4) АР 8) = (АЕ (А) |, 8). (19) 


Это означает, что Е (4) А=АЕ (А), т. е. что 4 коммутирует со. всеми 
Е (А). Поэтому А коммутирует также с Н’. 

Пусть /, &69. Полагая в (16) п=1, р=ра=е, А =(— оо, оо), 
получаем 


(Е (4) Л, 8), =(В, (4) , 8), (20) 
и, следовательно, в силу (15), 
Е (А) }, 8) =(В, (4) |, 8). (21) 


В частности, при Д = (— 5, <) получаем 


(АУ, 8) = (Т, 8) для всех р 8ЕЪ. (22) 


Если 9 приводит А, то из (22) следует, что А=1 на %, откуда, 
в силу (21), 


= 
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(6, (А) р 8) =(Е (МР 43) = (Е (А) |, в). =(В (А) }, 8) для всех 2 Е®. 
Это равенство означает, что В, (А) =В (А) в противоречии с условием 
теоремы. 


Таким образом, существование оператора А, удовлетворяющего всем 
перечисленным условиям, доказано. 


Пусть, обратно, такой оператор А существует. Так как А и Е ().) 

коммутируют, то равенство 
(ВБ =(АЕЬ 8) (1,865) (23) 

определяет позитивный ограниченный эрмитов оператор ВБ, (^); легко 
видеть, что он удовлетворяет условиям 41°, 2°, 3°. Что касается усло- 
вия 4°, то оно легко получается из аналогичного свойства Ё(^) и 
равенства (9). 

Пусть М — верхняя граница А. В силу условия (9), М = 1. Пусть, 
далее, М’ — любое число, большее М. Положим 


’ Л / 
А == М1 (М =—= 4). 


Оператор А’ также позитивен, коммутирует с Н’и для }, <ЕЭ 
, 1 р 1 , 
(А) = реа ИИ (р, (АВ врем" 4, 9, 81 =, 9), 
т. е. .4”’ также удовлетворяет условию (9). Поэтому равенство 
(В, (^) 8) =(АЕ(МЬ 8) (|, 8Е5) (24) 
определяет функцию В, (\), удовлетворяющую условиям 1°—4°. 
Положим теперь 


1 М’—1 
И 


Очевидно, 0, > 0, р, >0 и р-р. =1. Для }, ВЕ® имеем 


ра (В, (0%) 9-Е. (В, = (АЕ О) О МИАЕЙЬЯ= 


(АЕ И" (ЗЕМ) =ЕОЬ = 


= (Е (^) р, Р8) = (В (®) }, 3), 


откуда 
: Р.В, (В, (^) = В (^). 
Остается доказать, что ВР, (^) В (^) п В, (^) = В (1). 
Пусть, например, В, (^) = В (^). Тогда для 


= У Е (А) [», 8=У, Е (Ак) 8х 
®—=1 


[2] 


имеем 
п т 


(1,8), =» (В, (А) №8) = У (В (В, д) =( 8, 
В—=1 К 
откуда следует, что А==1. Но тогда, конечно, % приводит А, что 
противоречит условию. 
Таким образом, В, (^) = В (^) и теорема доказана. 
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Следствие 1. Пусть Н, В(*), %, Н’, 5’ — те же, что и в тео- 
реме 2. Функция В(\) экстремальна тогда и только тогда, когда 
всякий позитивный эрмитов оператор А, коммутирующий с Н’и удо- 
влетворяющий условию (А}, #) = (р, а) для всех }, 8ЕЭ, приводится про- 
странством 9. 

Это следствие является простой перефразировкой теоремы 2. 

Следствие 2. Если 9’=%, то В (1.) экст ремальна. 

В самом деле, тогда А— оператор в %, а потому тривиальным 
образом приводится пространством %. 

Замечания: 1. Для оператора А, удовлетворяющего условиям 
следствия 1, приводимость пространством © эквивалентна равенству 

==4. 

В самом деле, если это равенство выполняется, то, очевидно, © 
приводит А. Обратно, если ® приводит А, то из (9) „следует, что 
АЁ= т к лы Но тогда для |, ЕЯ 

ЮО =(АЕ РЯ =(Е О) АР -=(ЕЬВ=(В0 1, 9), 


В, (^) = В (^). 

Отсюда, как и в конце доказательства теоремы 2, следует, что 
(1, 2), = (}, 2) для всех }, 869 и, следовательно, А==1. 

2. Из существования ограниченного оператора А, коммутирующего 
с Н’, неприводимого пространством. $ и удовлетворяющего условию 
(9), следует существование ограниченного позитивного эрмитова опе- 
ратора А’, обладающего теми же свойствами. 

В самом деле, если А коммутирует с Н’, то А” также г. 


т, е. 


с Н’, следовательно, эрмитовы операторы А, = Ея и о 
также коммутируют с Н’. 
Далее, если (А/, 8) -=(], 8) для }, Е Е$, то 
(4*], 8) = (|, Ав) = (Ав, )=(8, ) =( 8). (25) 

Отсюда 

(Ава [А (АТ, 8] =, в) (26) 
и 

(А.Л, в) = эр (ал, в) — (АА, 8)] =0. (27) 


Операторы А,-+4А, и А,—А, также оэрмитовы и коммутируют с Я’; 
кроме того, в силу (26) и (27), 

((А.+4,) $, &) = ($, 8), ((4, — 4.) р, в) = (Т, 8), (28) 
т.е. 4, + А, и А, —А, удовлетворяют условию (9). 

Наконец, по крайней мере один из операторов А, { А,, 4, —А, не 
приводится пространством %. В самом деле, если % приводит оба эти 
оператора, то оно приводит также Д, и А,, а значит и А=А, | &4,, 
что противоречит условию. 

Итак, существует ограниченный эрмитов оператор (4, ЕЛ, или 
А, —4А,), также обладающий всеми перечисленными. свойствами. 
Обозначим этот оператор через А. Пусть М— верхняя граница А. 

) 
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1 
тогда, очевидно, оператор и-г.МЬ—4) позитивен и обладает теми 


же свойствами, что и оператор А. 


$2. Случай конечномерных расширений 


Пусть Н—замкнутый симметрический оператор в %, И’ — самосо- 
пряженный оператор в $5’-—% и пусть Н’— расширение оператора Н. 
Это расширение назовем конечномерным, если ортогональное допол- 
нение $, = $’— 9 конечномерно. 

В этом параграфе мы рассмотрим те спектральные функции, кото- 
рые соответствуют кенечномерным расширениям. 

Докажем сначала следующую лемму. 

ЛЕММА. Если Н’-— конечномерное минимальное самосопряженное 
расшигрение оператора Н и Х(Н’).$, = (0), то Н’ определяет экстре- 
мальную функцию оператора Н. 

Доказательство. Согласно общей теории расширений, в слу- 
чае ® (Н’).5, = (0) [см. (°), теорема 3] область определения Н’ состоит 
из элементов вида 


[=8—ф, + Уф, - Г, Фа Е И, 1$: Е Г.Ф, (29) 


где з6Е%(Н), 3, Ф, — произвольные элементы дефектных подпро- 
странств 9}, 9%, оператора Н, а | Ул |, к—1, »— матрица из операторов, 


которая задает изометрический оператор И, отображающий 3. +5, на 
3%, + $:. 


При этом из У,.ф, =0 следует Ф,=0, так что У,, отображает %, 
взаимно однозначно на некоторое замкнутое подпространство 3}. 


Введем обозначения: 


9%. =7,,®,, 3; =9% —9%. (30) 
Очевидно, У!,%, =0, следовательно, для ] Е У) имеем 
И" =УШ-Уи/ =, (31) 


т. е. У” изометрически отображает % на некоторое подпространство 
3... Ноложим 


Аи = ок За 
\.-=7 №. 3. = 956. Х. (32) 
Очевидно 
У: =. (33) 
Оператор И, рассматриваемый только как отображение %\. на %№, 


определяет замкнутое симметрическое расширение Н оператора Н. 
Оператор Н’, в свою очередь, является, очевидно, расширением опе- 


ратора И; поэтому в дальнейшем вместо Н можно рассматривать Н. 
Очевидно также, что дефектными подпространствамия Н будут 


9 и А: 
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Для размерностей подпространств мы имеем, в силу (30), 
Фит 9%, — Чо ©, . 
Кроме того, очевидно, 
Чт (3). $,) = аа (9% Е $,). 
Таким образом, в силу конечномерности %,, 
а 9%. = ий 9%, = (5). (34) 


Из (30) следует, что также 


у: = $.. (35) 
В частности, 
из И!0, =0, $, ЕД следует $, =0. (36) 
Докажем, что 
из Уф, =0, ФЕ УС. следует ф, =0. (37) 


Нусть Идо =0ф, ЕЖУ - Тогда из 
Уф, = Инф, + И.Ф, = ИФ, 
следует, что Уф, Е. 
Положим $, -=Иф,, следовательно, /*”ф, =Ф,. Мы имеем тогда 
"$, = И: = У, = Уз, 
следовательно, И1,ф, =0. В силу (36), $, =0, а значит и ф, =0. Дока- 
занное соотношение (37) вместе с (34) дает 
У.) =— °., ая =— 9. (38) 


Пусть, теперь, И’ — трансформация Кели оператора Н’. Тогда О’ — уни- 
тарный оператор в %’, коммутирующий с А. Операторам ПО’ и А соот- 
п О» 


ветствуют матрицы: 
йо А т ' - В й 
О, и В С 


0’ — 
где Ц ;. — оператор из Эх в %,(], =1, 2; &,=5), 1— единичный опера- 
тор в $ [см. условие (9)], В — оператор из ©, в 9, С — оператор в %,. 
Из условия коммутативности (’и А найдем, в частности, что 


Я ск 0..6“ а а = Во 


т. е. что 

0, .В* = ВИ,л. (39) 
Так как на $, оператор И” совпадает с И, то на +5, опера- 
торы ПО,, и (,, совпадают, соответственно, сИ,, и Г,,. Аналогичное 
обстоятельство имеет место и для Ил, И!., У\, У. 


Применим теперь обе части равенства (39) к 3%.. В силу (38) и 
только что сказанного, получим 
рее 
С.В}. = $», 
следовательно, 


В. 2%. (40) 
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< 
<] 


Далее, возьмем * от обеих частей (39); мы получим 
ВЫ = Б*. (41) 
12 21 


Применяя обе части (41) к 9%, и учитывая (35), придем к равенству 


В$, =0',В 9, 
откуда 
В$, С 9. (42) 
Из (40) и (42) следует, что 
в, се - 95. (43) 


Но 3}, и 9):, как дефектные пространства симметрического опера- 


тора Н, линейно независимы, так что их пересечение = (0). Поэтому (43) 
означает, что В =0. Таким образом, матрица А приобретает вид 


и 
| с 
т. е. 5 приводит А. 

Итак, всякий ограниченный эрмитов оператор А, коммутирующий 
с Н’и удовлетворяющий условию (9), приводится пространством %,. 
В силу следствия 1, спектральная функция, определяемая операто- 
ром Н’, экстремальна. 

ТЕОРЕМА 3. Всякое конечномерное расширение Н’ замкнутого 
симметрического оператора Н определяет экстремальную спектраль- 
ную функцию. 

Доказательство. Пусть Ар— ограниченный эрмитов оператор, 
коммутирующий с Я’ и удовлетворяющий условию (9). Оператор ИН’ 
можно, очевидно, считать минимальным. Требуется доказать, что $ 
приводит А. 

Согласно общей теории расширений [см. (*), теорема 3], область 
определения М’ состоит из элементов | вида 


1 = . Ой НУ фа И.Ф» Неа ы а тн И те ИФ (44) 
РА РА 
где / ЕЭ(Н,), Е Э(Н’)%,, ФЕ, ФЕ) и 9%, — дефектное под- 
пространство оператора Н, в %,, определенного в ®(Н’) .%, и рав- 
ного там Я’. 
Далее, ||У;ж||;,к-1,э—матрица из операторов, определяющая изомет- 
> 2 
рическое отображение 3}; 3); на 3%. 
При этом из И,,©, =0 следует, что ф, =0. Положим 
2 ыы 
Зы =У „ЭХ, 3, = № — 3%. 
Рассуждая так же, как в начале доказательства 'леммы, получаем 


и" 2 С; 


поэтому, полагая 


У =, = -9, 
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имеем 


С 9 и УЗ: =... 
Оператор У, рассматриваемый только как отображение 3%: на %,, опре- 


деляет симметрический оператор Й в %, который является расшире- 


нием оператора Н и имеет дефектные подпространства $; и 9}. При 


этом И’ является также расширением НЫ, так что в дальнейшем вместо 


Н мы будем рассматривать ИН. 
2 2 
Из конечномерности $, следует, что Зе,, 4; также конечномерны. 


Поэтому из определения 3}, следует, что 3}, конечномерно. Кроме 
того, в силу равенства 


91 (9): + 9%.) = 9 (90-90% ), 


\;- также конечномерно. Другими словами, НЫ — оператор с конечным 


индексом дефекта. Но тогда все степени И” (п =4, 2,...) определены 
на многообразиях, плотных в % [см. (°)], и являются замкнутыми сим- 
метрическими операторами [см. (7), теорема 2]. 

Оператор Ё”” является самосопряженным оператором в %’и рас- 
ширением оператора И”. 

Легко видеть, что 


Ф(Н“") 5, =®(Н!). (45) 


Далее, очевидно, что 
ъ (НЯ) >%9(Н)5® (8... (46) 


В силу конечномерности $5. существует п, такое, что 
$ (Н"°) => (А,"*!). (47) 


Очевидно, ®(Н”°) (конечномерное) подпространство $,. 

Обозначим его через %, и докажем, что %, приводит Н’. В самом 
деле, пусть /Е%Ъ,. Тогда равенство Н’/=Н,} имеет смысл. Так как, 
с другой стороны, {Е ®.(Н”°*'), то равенство Н"®Н’} = Н®*\} также: 
имеет смысл, т. е. Н’}Е%Ъ,. Это и означает, что %, приводит Н’. 
В силу предполагаемой минимальности И’, это возможно только тогда, 
когда 5%, = (0). 

Итак, 


®(Н’””) . $, =Э, = (0), 


Н'" —самосопряженное расширение симметрического оператора И”, 
А коммутирует с Н’, а следовательно, и с И’ и удовлетворяют усло- 
вию (9). 

Согласно доказанной лемме, Н””° определяет экстремальную спек- 


тральную функцию Н”°, следовательно, © приводит А, что и требова- 
лось доказать. 
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Применим доказанную теорему к формуле 


Гав (») 
\ а =(Н—^1)-! [в«— (2, 991Ь-—— (в, $) 5: 
1 б-Эф,ЮРФ- 4-94 в) 
ео о (48) 


4—4 (0—1) (+ Е) -М (а, 9 


определяющей все спектральные функции В (\) оператора Н с индексом 
дефекта (1,1) [см. (*), теорема 2]. Здесь $ — нормированный элемент 9}, 
п ^ . Ш), <0, а ЁЕ().) — произвольная функция ^, аналитическая 
в /^-полуплоскости Пал - Ши, <0 и удовлетворяющая там условию 
1Ё (0%) |< 1. 

Из построения Ё (^) легко следует, что в случае конечномерного %, 
и только в этом случае ГР (^) — рациональная функция. 

Таким образом, мы получаем 

Следствие 3. слив формуле (48) Е (^) есть рациональная функ- 
ция, то спектральная функция В (\) экстремальна. 

Частным случаем формулы (48) является известная формула Неван- 
линна (*) для решений проблемы моментов в неопределенном случае. 
Поэтому следствие 3 применимо, в частности, к Формуле Неванлинна. 


5 3. Применение к степенной проблеме моментов 


Как известно, степенная проблема моментов в интервале (— со, ©) 
заключается в нахождении неубывающей функции с (в), удовлетворяю- 
щей условиям 


ты } в" (в) (п=0, 1,2, ...), (49) 
где 


К (50) 


— заданная последовательность действительных чисел. 
Необходимым условием существования решения является, очевидно, 
позитивность всех форм 


п 
№ раба. (=0,1,2,...). (51) 
р,9=0 
Пусть условие (54) выполнено; рассмотрим совокупность всех поли- 
номов Р(ь) с комплексными коэффициентами и положим для 


Р(в) = У ск 
К=о0 


5 (Р) = У сиб» (52) 
к=0 


(Р, 9) =5 (Р0), (53) 


где 0 означает полином с комплексно сопряженными коэффициентами. 
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В силу позитивности форм (51), (Р, Р)> 0. 

Будем считать Р^0, если (Р, Р)=0. Тогда совокупность всех 
полиномов образует неполное гильбертово пространство со скалярным 
произведением (53). Пополнение этого пространства обозначим через . 

Пусть Н — оператор в %, определенный сперва на полиномах 
равенством 
НР (р) =ьР (р). (54) 
Очевидно, И — эрмитов оператор, следовательно, его можно замкнуть. 
Замыкание Я снова обозначим через Н. Легко видеть, что Н либо само- 
сопряженный оператор, либо симметрический с индексом дефекта (1,1). 

Пусть Р (№) — спектральная функция Н; положим 


5(#) = (В) 1, 1). 


Тогда с (в)—неубывающая функция и 


в"аа (в) = вла (В (в) 1, 4) = (Н"Ч, 1) = (ат, 1) = 


= (2,1 =5 (2) =5,, (55) 


т. е. с(№) является решением проблемы моментов *. Таким образом, 
позитивность форм (51) является также достаточным условием для 
разрешимости проблемы моментов. 

Пусть теперь, обратно, с (в) — какое-нибудь решение проблемы мо- 
ментов. Обозначим через 1) гильбертово пространство всех функ- 
ций } (5), измеримых по мере 45 (ь.) и удовлетворяющих условию 


$174) 42 () < += 


со скалярным произведением 


Ф®= \ 145) 43 (%). 
Очевидно, $ С 1%. Пусть, далее, И’ — оператор в ЖА, определенный 
на всех функциях 1 (2) Е Г, для которых в] (в) Е Г, равенством 


Н'’/=ь] (в). (56) 


Тогда Н’р— самосопряженный оператор и, кроме того, расширение 
оператора Н. Это расширение минимально, ибо 1 является циклическим 
элементом Н’. 
‚ Пусть Е (р) — спектральная функция Н’, В (р) — соответствующая 
спектральная функция Н, так что для [6% 
РЕ (в) }=В (в) р, 


* Кроме того, с (№) пронормирована так, что < (— 5) = 0 ис(}н) непрерывна слева. 
В дальнейшем мы считаем все решения проблемы моментов нормированными таким 
образом. 
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где Р— оператор проектирования в [4 на $. Очевидно, 


к) при. = 


0 при в >ь 
и поэтому 


=> ра 


(В (6 9 =(® (в) 6 0-= \ Е.) 142 (2) = \ 45 (4) =5 (5). (57) 


— © со 


Отсюда следует, что все решения проблемы моментов определяются 
спектральными функциями Н. 

Обратно, все классы эквивалентных минимальных самосопряженных 
расширений Н задаются решениями проблемы моментов (49); именно, 
каокдое минимальное расширение Н эквивалентно оператору (56) 
8 т где < — некоторое решение проблемы моментов (49). 

Проблема моментов является определенной тогда и только тогда, 
когда Н имеет только одну спектральную функцию, т. е. когда Н— 
самосопряженный оператор. 

Рассмотрим. случай неопределенной проблемы моментов; здесь Н — 
симметрический оператор с индексом дефекта (1,1). 

Решение с(р) проблемы моментов назовем экстремальным, 
если его нельзя представить в виде 


б (в) рот (в) + 2.5, (=), (58) 
где р, > 0, р, >0, в, + р, =1 и о, (в), с, (в) — решения той же проблемы 
моментов, отличные от с (р). 

Пусть В (ь)—спектральная функция Н, определяющая с (») по фор- 
муле (57), и пусть имеет место равенство 


В (в) =р.В, (5) +. В, (в), (59) 


где р, >0, р. > 0, и + р, =1 и В, (в), В, (в) спектральные функции Н, 
отличные от В (в). 

Тогда из (57) следует, что равенство, аналогичное (58), имеет место 
также для с(»), так что с(») не экстремальна. 

Пусть, обратно, с(р) не экстремальна, так что имеет место (58). 
Тогда для любых двух полиномов Р (р), О (р) имеем 


(В (в) Р,0) = \ Р(>0 (в) 43 (в) =: \ Р(2) 0 (в) 4, (в) + 


ра 
+в \Р(») (5) 43, (в) = в (В, (вы) Р, @)-вь (В, (ва) Р› @), 

где В, (2), В, (в) спектральные функции Н, определяющие соответ- 
ственно . а, (№) и с, (р). 

Таким образом, имеет место (59), т. е. В(») не экстремальна. 

Итак, решение °(») проблемы моментов экстремально тогда 
и только тогда, когда соответствующая спектральная ‘функция опе- 
ратора Н экстремальна. 


3 Известия АН, серия математическая, № 4. 
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Найдем теперь условие экстремальности в (}.). Если с (р) не экстре- 
мальна, то исоответствующая спектральная функция В\(}.) не экстре- 
мальна. 

Согласно теореме 2, существует оператор А в 70, коммутирующий 
с Н’, удовлетворяющий (9) и = 1. 

Так как А коммутирует с Н’, то А есть оператор умножения на 
функцию а(»), ограниченную почти всюду относительно с (№), и так как 
А = 1, тоа (№) + 1 на множестве положительной меры относительно с (в). 

Наконец, условие (9), примененное к полиномам Р (в) и О (в) =1, 
дает 


0= (4-1, 9)= \ (@()-0Р (2) 42 (). (60) 


Обозначим через Г, пространство всех Функций | (в) так"тх, что 


ИУ) 14 (1) < < 


с нормой 


со 


= 126 14а (в). 


—©< 


Так как а(„)—1-20 на множестве положительной меры, то из (60} 
следует, что совокупность всех полиномов Р (№) не плотна в Ё. в смысле 
нормы в Г.- 

Обратно, если совокупность всех полиномов не плотна в Г., то 
существует функция а (№) —1=0 на множестве положительной меры 
и такая, что (60) выполнено для всех полиномов Р ()). Подставляя 


сюда вместо Р произведение РО, получаем, что для любых двух поли- 
номов Ри 0 


(А-1)Р, 0)= \ (а()—1Р(+) 0 (2) 43 (в) =0. (61) 


Из (61) следует по непрерывности, что условие (9) выполнено для всех 
Е 9. 

Итак, А удовлетворяет всем условиям теоремы 2, следовательно, 
с (р) неэкстремальна. 

Таким образом, доказана 

ТЕОРЕМА 4. Решение с(») проблемы моментов является экстре- 
мальным тогда и только тогда, когда совокупность всех полиномов 
Р(».) плотна в [. в смысле нормы в 1... 

Можно дать другое доказательство этой теоремы, которое не опи- 
рается на изложенную здесь теорию *. 


* Это доказательство нашел И. М. Гельфанд, после того как автор доложил 
результаты этой статьи, 
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Именно, пусть с (») — неэкстремальное решение проблемы моментов 
и пусть 


$ (в) = рав, (в) + р.с. (в), 


где с, (№), °, (в) — решения той же проблемы моментов, существенно 
отличные -от с (№). 


Тогда функционалы 


со 


Р(р= } 1) 43 (5), Р, = да, (9) 


—со — со 


ограничены в ГЁ.. Действительно, 


18 (дЕ< 1764) = 


|, (0 |< наььй < ея = =. 


Поэтому разность 


В. ()=8(])-—Е,()) 


есть ограниченный функционал в Г., отличный от тождественного нуля 
и равный нулю на всех полиномах. Следовательно, совокупность всех 
полиномов не плотна в Ло. 

Обратно, пусть совокупность всех полиномов не плотна в Г... Тогда 
существует функционал Ё, (/), ограниченный в Г., отличный от тожде- 
ственного нуля и равный нулю на всех полиномах. 

Пусть норма Р, (]) в Г. равна единице. Положим 


Е, (= ()-Е.(), Е, )=ЕФ-+Е. (0. 
Функционалы Ё, (}), Р,(]) позитивны. Действительно, если ] (№)—не- 
отрицательная функция, то 


со 


[РУ 19 4 (9 =2 (0, 


— © 
поэтому и 
РЕ, ()>0 
Кроме того, РЁ, (]), Е, (1) и Е(Р принимают одни и те же значения на 
всех полиномах и существенно различны. Следовательно, Р’, (]), Е, (}) 
определяют решения той же проблемы моментов, существенно отлич- 
ные от РЁ ([) и 


в()=- Е, (+, (11. 


Это означает, что с (№) есть неэкстремальное решение проблемы моментов. 


Теорема доказана. 
р д Поступило 


25.УП.1946 
3* 
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3. И. ХАЛИЛОВ 
КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
(Представлено окадемиком И. П. Петровским) 


В работе рассматривается общая линейная краевая задача для 
эллиптического уравнения второго порядка с двумя независимыми 
переменными, где производные, входящие в граничные условия, имеют 
любые порядки. 

Строится эквивалентное интегральное уравнение и определяются 
условия, при которых краевая задача имеет решение; устанавливается, 
что оно есть мероморфная функция параметра, входящего в коэффи- 
циенты уравнения и граничного условия. 


$1. Постановка задачи. Пусть 5-— конечная односвязная 
область плоскости комплексного переменного 2=х-- у, ограниченная 
замкнутой простой кривой Д.. 

Пусть дано однородное линейное дифференциальное уравнение 
второго порядка с двумя независимыми переменными вида 


92 92 д 5 © 
Ри) = аз + А (2, у; №) 5. +В (2, у; „+С (а, у; №) и=0, (1.1) 


где коэффициенты А(х, у; ^), В(т, у; ^), С (1, у; ^) — заданные вещест- 
венные функции вещественных переменных 2, у в области 5 при любом 
фиксированном значении параметра ^ из некоторого заданного интер- 
вала ДЛ (^,, ^,) вещественной оси плоскости комплексного переменного ^. 

Очевидно, (1,1) является уравнением эллиптического типа. 

Далее, пусть дано линейное граничное условие 

: 
и о [едьь |.=8 Х, (1.2) 
0<р+а<м 

где ЛМб— произвольно заданное натуральное число, большее или 
меньшее двух (порядка уравнения (1.1)), или равное двум, ара ($, ^) 
(р,9=0,1,..., №)—взаданные функции $ (дуги контура Г.) при любом фик- 
сированном значении параметра ). из того же интервала Л (^,, ^,) и под [ ]; 
понимается значение функции, указанной в скобках, в точке 5 контура С. 

В настоящей работе рассматривается следующая краевая задача: 

при заданном значении параметра ХЕА(\,,^,) найти в области 
5 вещественную функцию и = и (х, у), удовлетворяющую уравнению (1,1) * 
в области 5 и граничному условию (1.2) на Г. 


* Не ограничивая общности, мы рассматриваем однородное уравнение (1,1). 
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Как известно, к частным случаям этой краевой задачи приводят 
многие задачи математической физики, например, краевые задачи 
теории изгиба и колебания двумерных упругих систем. 

В дальнейшем эту краевую задачу будем называть задачей 5\. 

Если 6 (5, ^) =0 на Г, то задачу 9% будем называть задачей 9. 

Множество значений параметра ^, каждому элементу которого 
соответствует по крайней мере одно нетривиальное (и == 0) решение 
задачи 9[°, будем называть спектром задачи % или задачи 3 и 0бо- 
значать через $}. 

Каждое число множества 3} будем называть фундаменталь- 
ным числом задачи %, а соответствующие этому числу линейно 
независимые решения задачи 5, фундаментальными функ- 
циями задачи 9(, соответствующими данному фундаментальному числу. 

Число фундаментальных функций, соответствующих данному фун- 
даментальному числу, будем называть рангом этого фундаменталь- 
ного числа и обозначать через г. 

Настоящая работа имеет целью выяснить признаки существования 
решения задачи 9%, определить характер зависимости решения задачи 
%{ от параметра Х и установить некоторые свойства множества $}. 

Ради простоты будем считать, что параметр ^ меняется в одном 
интервале А. Как будет видно из дальнейшего, наши результаты 
окажутся годными и для случая, когда А представляет собою сово- 
купность интервалов. 

Для исследования вышеуказанных вопросов мы в этой работе 
пользуемся, главным образом, работами И. Н. Векуа [(“), (*) и (°)]. 

Пусть (1) — какая-нибудь функция точки & контура Г, принимаю- 
щая, вообще говоря, комплеконые значения. 

Функцию /({) будем очитать принадлежащей классу Н (ЕН) 


и называть кратко Н-функцией, если она удовлетворяет условию 
Но]4ег”а: 


|1 (е,)-— (2,1 < А, 


где &,, [, произвольные точки контура Г. и А, д (0 < «<1)—некоторые 
вещественные положительные числа. 

Будем говорить, что данная функция произвольного числа аргумен- 
тов принадлежит классу Н, в некоторой области, если эта функция 
вместе со воеми овоими производными до порядка ь удовлетворяет 
условию Нб]4ег’а в указанной области *. 

Пусть ь— какое-нибудь натуральное число или нуль. 


Мы скажем, что функция ф(2) является Н,„-голоморфной в обла- 
сти ©, если: 


1) $(2) голоморфна в области 5; 
2) Ф(2), $’ (2), ..., $* (2) — непрерывны в области 5 -- [; 


* В дальнейшем самую функцию будем считать производной нулевого порядка, 
так что обозначения Ну. и Н имеют один и тот же смысл. 
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3) функции $ф(#), $’(1), ..., (1, где 
$ (#) = Вт $0 (2) (К=0,4,...,в), 


2 
при произвольном стремлении точки 2 изнутри области 5 к точке 
контура #, представляют собою функции класса Н на [.. 

Если | (М, ^) —функция некоторой совокупности точек М и пара- 
метра ^, то будем ее называть Л (\)-аналитической, если она является 
П-функцией относительно каждой из точек М соответственно в ее 
области изменения и аналитической относительно ^Х в некоторой 
области В. 


Отметим, что методы, примененные в настоящей работе, позволяют 
исследовать более общую краевую задачу %, когда, например, область 
5 многосвязна, а коэффициенты аа ($; ^) кусочно-регулярны. Но для 
простоты в данной статье мы ограничиваемся рассмотрением краевой 
задачи при следующих ограничениях: 

1°. Коэффициенты уравнения (1,1)—целые вещественные функции 
переменных х,у при каждом фиксированном значении параметра ^ 
и аналитические функции Х при любых 4х, у.* 

2. Коэффициенты граничного условия а, (5, ^) (р, а==0,1,..., М) 
вместе со свободным членом 6(5,^) являются Н-функциями дуги 
5 на Г. при любом фиксированном значении параметра ЛЕЛ (^,, ^,) 
и аналитическими функциями параметра ) в интервале Л(^,,^.) при 
любом фиксированном значении 5Е Г. 

В дальнейшем нам будет необходимо придавать Х^ комплексные 
значения. Отметим, что при вышеуказанном условии существует такая 
связная область В плоскости комплексного переменного /, содержащая 
интервал ЛД, что каждая из функций А(х, у; ^), В(т, у; ^), С (5, у; ^) 
является целой функцией относительно х, у при каждом ЛЕЛ и вместе 
с частными производными по х, у любого порядка является аналити- 
ческой функцией параметра ^ в области В при любых 1, у. 

Очевидно, при этом условии функции а, а ($, ^), 6 (5, ^) являются 
Н-функциями относительно 3 при любом ЛЕВ и аналитическими 
функциями ^ в области В при любом $5ЕГ.. 

3°. Граничные значения коэффициентов уравнения (1.1) и коэффи- 
циенты граничного условия (1.2) удовлетворяют некоторому условию, 
называемому условием нормальности задачи %, которое 
будет оформулировано в $ 3. 

Под [ |]; мы будем понимать предел‘выражения, указанного внутри 
скобок, когда точка (х, у) изнутри области 5 по любому пути стре- 
мится к точке #(5) контура Г. 

4°. Контур Г. имеет непрерывную кривизну **. 


* Это условие принято для удобства и может быть значительно смягчено. 
** Исследование можно обобщить для контуров с угловыми точками, пользуясь, 


например, методами, примененными в (7). 
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Предположим, что точка 2=0 находится внутри области 5. Напра- 
вление Г[Г., оставляющее область 5 слева, будем принимать за положи- 
тельное направление Г. 

В этой работе мы рассматриваем краевую задачу %: при заданном 
значении параметра ^ из интервала А найти в области 5 вещественную 
функцию и (х, у), непрерывную вместе со всеми ее частными производ- 
ными порядка <2, Нн-регулярную в области 5 -- Е и удовлетворяю- 
щую уравнению (1.1) в области $ и граничному условию (1.2) на Г. 

Непрерывную функцию и (5, у), имеющую в области 5 непрерыв- 
ные частные производные порядка <2 и удовлетворяющую уравне- 
нию (1.1), будем называть в дальнейшем регулярным решением 
уравнения (1.1). 

По условию 1°, всякое регулярное решение уравнения (1,1) является 
аналитической функцией переменных х, у в области © (*). 

$ 2. Вспомогательные теоремы. Дальнейшее иселедование 
базируется на некоторых тесремах, которые для удобства чтения 
настоящей работы приводятся ниже (без доказательства). 

ТЕОРЕМА 1. Сумма и произведение двух Н-функций есть Н-фуниция, 
причем, если а, и, — соответствующие показатели Нб14ег’а данных 
функций, то показатель Нб\4ег’а и суммы и произведения равен 
тт [%, %,]. 

ТЕОРЕМА 2. Если А (5, $) есть Н-функция относительно & в области 
5 при любом © и непрерывная функция © при любом 3 в области 5, то 


А (2, О 4ЕН, 


а О 
2—5 


где интегрирование произведено по любому кусочно-гладкому контуру, 
соединяющему точки з,, 5, и находящемуся в области 5. 

В дальнейшем, при отсутствии 060бой оговорки, если пределы 
интеграла не указаны, то будем предполагать, что интегрирование 
производится по всему контуру Г. 


ТЕОРЕМА 3. Если К (Е, 1) есть Н-функцая на Г. относительно 
камсдого из переменных & &, то 


К ($, 
у. р. аа, 


есть Н-функция относительно & на Г.. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть Г.— кусочно-гладкая линия. Предположим, что 
А (Е, ^) при любом фиксированном \ из некоторой связной области: В пло- 
скости комплексного переменного \ есть непрерывная функция перемен- 
ной Е на Ги при любом :ЕГ. является аналитической функцией пара- 
метра № в области В. Тогда каждый из интегралов 


4, 1) 4ё, о (0<,< 1) 


представляет аналитическую функцию переменного \ в области В. 
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Утверждение теоремы 4 справедливо также для интеграла 


22 


(С, ^) 45, 


.—. 


21 
где ] (<, ^) —непрерывная функция $ в области 6$ при любом ЛЕВ 
и аналитическая функция ^ в области В при любом СЕ5, а интегри- 
рование производится по любому кусочно-гладкому пути, соединяющему 
точки 2,, 5, и находящемуся внутри 5. 
ТЕОРЕМА 5. Пусть [— гладкая линия и функция А (ё, ^) (ЕТ, ЛЕВ) 
есть Н (^)-аналитическая. Тогда и 


ть (ба, 


есть Н (^)-аналитическая. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть функция К(ЬЬ;^) (6 ЫЕГ.) есть Н (^)-ана- 
литическая. Тогда 

К ($, 8; ^)—К (6, #; 1) _ А (8; 4) 

Ты НЫЕ 


(< 1, 


где функция А( в; ^) (ЕГ, ВЕГ, ХЕВ) является Н (^)-аналитической. 
ТЕОРЕМА 7. Если А, (Вы; ^), А’ (ЬЬ;^) (БЕГ, ЛЕВ) суть 
Н (^)-аналитические функции, то 


к АА (Е, 8; 4) р ВЫ; 1) (<< 1< 1, 


В 


где функция В(ь Е; ^) (4 ЫЕГ, ЕВ) есть Н (®)-аналитическая, причем 
у<у, + у, — 1. 
ТЕОРЕМА 8. Пусть функция А(ЬЬ:^) (Е ЫЕГ.) есть Н (\)-анали- 
тическая. Тогда * 
аа р в 


где функция В(ьь; ^) (Е ЫЕГ, ЛЕВ) есть Н (^)-аналитическая. 

Отметим, наконец, что если Г. — гладкая линия, то всякая функция, 
удовлетворяющая условию Нб]4ег’а относительно дуги $, удовлетво- 
ряет тому же условию относительно {*—аффикса контура Г. и наоборот. 

$ 3. Приведем задачу % к краевой задаче для одной голоморфной 
функции одного комплексного переменного. Для этого используем 
общее комплексное представление всех регулярных решений уравне- 
ния (1.1) при помощи одной голоморфной функции одного комплексного 
переменного 2 =4--й/, определенной в области 5. 

Упомянутое представление принадлежит И. Н. Векуа (") и является 
обобщением известной формулы Э. Гурса для бигармонического уравне- 
НИЯ. 

В дальнейшем нам будет необходимо считать ^ меняющимся 
в области В. Следовательно, в соответствующем месте будем считать, 
что \ взято из области В. 
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Пусть, теперь, и==и(х, у) регулярное решение уравнения ЕТ, 
вещественное при вещественном /, ЕЛ. Тогда из вышеупомянутого 
вытекает, что оно определяется равенством * 


2, у)= (т, ^)ф (2) а" (2, №) (2) + 


В" (2, $) Ф(9) %, (3.1) 


а, 


т В(, 3 
0 


где ф(2)— голоморфная в области © функция, 


а (2, №) ==4 (2, 2; ^)=ехр [ — а (а, с; ^) 4 | ы 


0 
ЕЕ р (3.2) 
= 5 5 2—5 . 5 5 2—3 
дабы А (Е, В) В (2, 5"), 
В (2.5; ме, вЫСл) а5 (3.3) 
0 


(болт (С СЛ) ехр [ АО 4, | 


1 
о 0 А =. за, 21) 
= (2, 5; ^) = 929- а (5, 2; ^) а 
= = дз (2, 2; А) о. == , 
а" (р) с (1,2; Ка (а в), (3.4) 
5 


о. 
4е (2,1; )=С(. р ="; 


Интегралы, входящие в (3.1), распространены по кусочно-гладкому 
контуру, соединяющему точки 0,265 и находящемуся целиком 
в области 9. 


Очевидно, если ^ вещественное и взято из А, то 
и (2, у) = 28е [ (в ^) 9 (2+ 826 ^)90%]|. — (34) 
0 


Таким образом, функция @&(2,^) определяется непосредственно, 
а для нахождения функции В(2,5; ^) необходимо иметь функцию 
Г (2, 2;5,3;^), которая определяется как решение задачи Гурса по 
условиям (3.4) методом последовательных приближений. 


* Здесь и в дальнейшем через $ (2) будем обозначать функцию, комплексно 
<опряженную с $ (=), а знак* над характеристикой функции будет иметь следующий 
смысл: 2* (2, 1) =2 (2, А), 
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Наоборот, функция (2) выражается функцией и(х, у) при помощи 


равенства 
2 


—5 #0. 0)ежр {4 [«(5,2:^)-#(+,5:)] «}. 65 
0 


Если принять условие 


Пт ф (0) =0, (3.6) 


то формула (3.1) установит взаимно однозначное соответствие между 
множествами регулярных решений задачи 9% и голоморфных функ- 
ций $Ф(2). 

Введя комплексные переменные 2=5-й/, 2=х—4у, можно гра- 
ничное условие (1.2) преобразовать в равенство * 


ом Л 
‚ ть,\М-тк-К Ки 


в _ 7 бм-к-1,1 (8; ^) Е 0 5-7) 


где 
0, ра 0,4 


В о 


и т, (Е =0,1,..., №) некоторые натуральные числа, получающиеся 
в результате вышеуказанного преобразования и обладающие свой- 
хтвом: 


<т.<М-Ь, (3.9) 


так что Ти =тн=0. 

Из (3.8) видно, что все коэффициенты 6,., Р+49=^, определя- 
ются только и только коэффициентами а,., р+9=Ё. Нетрудно по- 
казать и обратное, причем если а„.=0, р-{а=№, то 6,4а=0, 
р-+9= и наоборот. 

Заметим, что при ^ЕА коэффициенты а» граничного условия (1.2), 
если их расположить по строкам с номерами у = р-|- 4, х=М,№М—1,...,0 
образуют либо симметричный, либо несимметричный «треугольник» 
(коэффициенты, равные нулю, не выписываем). Но коэффициенты 
граничного условия (3.7) при указанном расположении всегда дадут 
форму симметричного «треугольника». 

Теперь мы можем сформулировать условие нормальности краевой 
задачи 91. 


* В дальнейшем, при перестановке переменных $ и # характеристику Функции 
менять не будем, т. е. будем считать $ (= (5). 


т 
** В выражении (3.8) принято, что (=) —=0, если п > т. 
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Если коэффициенты уравнения (1.1) и граничного условия (1.2) 
таковы, что для всех чисел №, удовлетворяющих условию 


М№М—т—&=мМ (М=шах{М—т,, М-т—1,...}), 


величины АД, Д*, где 


=> Вмтьм (5 №) буть (Ь №), (3.10 
Выуу = Вву; (2, ^) 2 ЕЕ 7 
в [20.1 сло 


отличны от нуля на Г. при любом ^ЕВ, то краевую задачу % будем 
называть нормальной *. 
В настоящей работе задачу 3 всегда будем считать нормальной. 
Любопытно отметить, что нормальность задачи 9% определяется, 
в частности, не только коэффициентами старших членов граничного 
условия (1.2). Легко привести пример, когда нормальность задачи % 
определяется одними коэффициентами младших членов граничного 
условия. В самом деле, если 
ли 
04? 04? 918 913 
то, очевидно, А =ий.. 
Нетрудно убедиться, что если наивысший порядок производных, 
входящих в граничное условие, не превосходит единицы, то выше- 
приведенное замечание не имеет места, ибо в этом случае 


Ту-1= Ти =0. 


Для полноты отметим, что если М =0 (задача Дирихле), то число’ 
М также равно нулю. 

Теперь, пользуясь общим представлением (3.1) регулярного реше- 
ния задачи %, составим граничное условие для функции Ф (2): 


М 
У Ра, 9 (0+ Р; ($9 @] + 


5—0 


обеозюжно оО Ж-ЬЬХ, — (3.12) 
0 


* Значок * над характеристикой функции в этой работе имеет следующий 
смысл: а* (2, 4) =а(2, 4). 

Отметим, что в общем случае из условия: / (1, А)==0 не вытекает условие: 
(Ь^) 0. Например, если /(1,4) =Е-1-Е0 на Г при любом ЛЕВ, то /(&,4}; 
обращается в нуль при ША = Паф, если Вел = Веё =0. 
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где 
ЬМ 0,мМ- ь 
Р;(&, ®) = Хх я 8 (Е, №) быу (&, №), 
ь--У 
ОЕ = У А 
аи 9#* 02% 
Нетрудно показать, что 
А==РЬы. (3.13) 


Таким образом, мы приходим к следующей краевой задаче теории 
Функций одного комплексного переменного: при заданном ЛЕЛ найти 
в области 5 голоморфную функцию $(2), удовлетворяющую условию 
{3.12) и условию нормировки Гпф (0) =0 

Эту краевую задачу в дальнейшем будем называть задачей 9%. 
Соответствующую однородную задачу (Ъ(#,^)=0) будем называть 
задачей У. 

Легко видеть, что задачи % и %, вполне эквивалентны, т, е. вся- 
кому решению задачи 9% соответствует единственное решение задачи 
%{; и наоборот. 

В самом деле, первая часть утверждения вытекает из вышепри- 
веденного рассуждения. Теперь предположим, что ф(2)— решение за- 
дачи %,; тогда, так как оно предотавляет собою голоморфную в 5 
функцию, то ему по формуле (3.1) соответствует регулярное реше- 
ние и, которое в силу (3.12) удовлетворяет граничному условию (1.2). 

Если принять во внимание условия регулярности 1°, 2°, 4° ($ 1) 
и соответствующие теоремы $2, то можно утверждать, что функции 
Р(ё,^), О(Е, С ^) (Е6Г, СЕЗ-Е, ХЛЕБ) суть Н (^)-аналитические. 

$4. Приведение задачи %, к интегральному урав- 
нению. Для решения краевой задачи %, построим сингулярное 
интегральное уравнение, пользуясь интегральным представлением 
Ну-голоморфной в области 5 функции, принадлежащим И. Н. Векуа (?). 

Тогда решение задачи % можно искать в виде 


(в = [(1-2) ш (1—4) +1 (2) 45, (4.1) 


где $ (1) —вещественная Н-функция на Г. и под ш (1—=) понимает- 


ся главная ветвь, т. е. ветвь, удовлетворяющая условию 


р 


Между совокупностями Нуи-голоморфных в области 5 функ- 
ций $(2), удовлетворяющих условию нормировки, и вещественных 
Н-функций $ (1), определенных на Г, существует взаимно однозначное 
соответствие. 

Пользуясь представлением (4.1), приведем функциональное уравне- 
ние (3.12) к следующему сингулярному интегральному уравнению: 


Г ($) = А (6, оо ИЕР, еек), (4.2) 
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где 
А (&, Е - а Ри |, (4.3} 


о = > [2,К, ‚+ РК Яе+ 1 
+боевь [о ры += ра 
ее ем [(#-:) в (4-4, $ (4.4) 
0 
ею о 
НЫ Ни} (1=0,1,...) М), 
Км ($, 8) = р НОВ о ) 


Аналогично может быть получено интегральное уравнение задачи 
9 при М=0 (задача Дирихле) *. 

Нетрудно установить, что А ($, ^) (16Г, ЛЕВ) являетоя Н (^\)-ана- 
литической функцией. 

В самом деле, по условию, накладываемому на контур Г, очевидно, 


что | есть Н-функция на Г. С другой стороны, функции Ри (ё, ^), 


Рм (&, №) (ЕЕГ, ХЕВ) —Н (\)-аналитические, откуда следует вышеука-- 
занное утверждение. 

Также легко видеть, что К (8; ^) (Е, В ЕГ, ЛЕВ) есть Н (\)-ана-. 
литическая функция. 

В самом деле, _ мы отметили выше, Р,); ($, ^) (1ЕГ, ЛЕВ, 
1=0:4,. ‚ М)—Н )-аналитические функции. Далее, в силу того, 


что функция се у 1 (1— +) > 1) есть Н-функция относительно. 
каждого из переменных $, & на Г, то все функции 
Ку (в, &,) #—#.) (]=0,1,..., М-—14) 


суть Н-функции относительно каждого из переменных. 
Нам остается исследовать функцию 


Фра; ^) = ОЕ») (1 и. (1- г) ас. 
0 


Очевидно, Ф (1, &,; ^) (1, &ЕГ, ЛЕВ) есть Н (^)-аналитическая функция. 
В самом деле, мы указали выше, что О(ё, С; ^) (16 Г, СЕ5+ Г, ЛЕВ) 
есть Н (^)-аналитическая функция, а тогда, в силу замечания к тео- 
реме 4 $ 2, при М>1 получается справедливость нашего утвержде- 


* На этом случае особо не останавливаемся. 
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ния относительно функции Ф ($, 1; ^). Что касается случая М =1, то. 
для него вышеуказанное утверждение вытекает из преобразования 


Ко, в (1- )ж-офью ва, ь) — (в, 0 299, 


0 


Вы о = 5) 4 =(#—в) т (1- 5). 
0 


Покажем теперь, что сингулярное интегральное уравнение (4.2) 
вполне эквивалентно краевой задаче %\.. 

Из вышесказанного вытекает, что всякому решению ф(2) задачи 5, 
соответствует решение ф({) уравнения (4.2), представляющее Н-функ- 
цию на /[.. Покажем обратное. Пусть $ (1) есть решение уравнения (4.2), 
представляющее Н-функцию. Тогда по формуле (4.1) ему соответствует 
решение задачи %,. 

Сингулярное интегральное уравнение типа (4.2) было предметом 
исследования многих авторов. В этой работе мы пользуемся резуль- 
татами И. Н. Векуа (3). Наше интегральное уравнение (4.2) удовле- 
творяет всем условиям регулярности, требуемым в вышеупомянутой 
теории. Нам остается только установить нормальность сингулярного 
уравнения (4.2). Рычисления показывают, что 


А? (#, Х) + п*В* (Е, ^)=4(М-— 1)! 2 2а-№ РРи, (4.5) 


®—.- 


где 


где В (1, ^)=К(ЕХ. 

В силу нормальности рассматриваемой краевой задачи 5 и на осно- 
вании формулы (3.13), 4? (&, ^) { "*В° (Е, ^) при любом ^ЕВ нигде на 
Г. не обращается в нуль. Следовательно, уравнение (4.2) нормально 


при любом ^ЕБ. 
Таким образом, интегральное уравнение (4.2) удовлетворяет всем 
условиям вышеупомянутой теории сингулярного интегрального урав- 


нения. 
Далее, нетрудно установить, что индекс уравнения (4.2) опреде- 


ляется формулой 


шаЁ=п (>) = 


1 А-В (А _ 
[1 А. )-=В а, |= 


м+4 = [ Ры а (4.6 
= Г г 
эт | ЕР) ) 
где под [1], подразумевается приращение величины, находящейся 
внутри скобок, при полном движении точки # по контуру Г. 

$5. Исследованае краевой задачи. В этом параграфе 
мы приводим теоремы, которые устанавливают некоторые признаки 
для разрешимости проблем, поставленных в $ 1 настоящей работы. 
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Сначала приведем основные теоремы, которые были частично дока- 
заны в предыдущих параграфах. 

ТЕОРЕМА 1. Краевая задача З\ вполне эквивалентна краевой за- 
даче 9%, т.е. всякому регулярному решению и задачи % соответ 
ствует единственная Ну-голоморфная функция $(2), представляю- 
щая решение задачи %; и, наоборот, всякому решению Ф(2) задачи %;, 
соответствует единствениая функция и, представляющая регуляр- 
ное решение задачи \, причем эти решения связаны равенством (3.1). 

Доказательство вытскает из $ 3. 

ТЕОРЕМА 2. Краевая задача %, вполне эквивалентна сингулярному 
интегральному уравнению 


15=5, (5.1) 


т. е. всякому решению $(2) краевой задачи % соответствует един- 
ственная вещественная функция $ (1), представляющая решение инте- 
грального уравнения (5.1), и наоборот, причем эти решения связаны 
равенством (4.1). 

(Здесь ‘и в дальнейшем под решением уравнеиия (5.1) понимается 
его непрерывное на Г решение, которое по виду самого уравнения 
(5.1) является Н-функцией на Г.). 

Из этих двух теорем непосредственно вытекает 

ТЕОРЕМА 3. Е раевая задача вполне эквивалентна сингулярному 
интегральному уравнению (5.1). 

ТЕОРЕМА 4. Однородная краевая задача 9%° вполне эквивалентна 
однородному интегральномл; уравнению 

[4 =0. (5.2) 

В самом деле, на основании (3.1) и (4.1), всякому нетривиальному 
(тривиальному) решению %° соответствует нетривиальное (тривиальное) 
решение (5.2) и наоборот. 

Если ^— фундаментальное число краевой задачи 5% с рангом, рав- 
ным 7, то оно является фундаментальным числом уравнения (5.2) 
с тем же рангом, т.е. г=[, где [—ранг фундаментального числа 
уравнения (5.2). Следовательно, спектры краевой задачи и уравне- 
ния (5.2) совпадают. 

Для формулировки остальных теорем введем очень важное число, 
характеризующее с некоторой точки зрения краевую задачу %: индекс 
интегрального уравнения (*) (5.1) будем называть индексом соответ- 
ствующей краевой задачи % и обозначать через п (п = 4%), опре- 
деляя этот индекс по формуле (4.6). 

Отметим, что индекс краевой задачи 9% есть функция параметра ^, 
который непосредственно определяется коэффициентами уравнения (1.1) 
и граничного условия (1.2). Следовательно, 

119 %( = 104 %°. 
Для облегчения чтения настоящей статьи мы приводим ниже одну 


теорему, имеющую существенное значение для теории сингулярных 
интегральных уравнений (°): 
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ТЕОРЕМА А. Если шаГ,=п>0, то уравнение 


[$ = А в\ Иа, =ь (5.3) 


разрешимо для любой Ь и решение дается формулой 
ф= Быб-РаРь в; 
если оке п<0, то уравнение (5.3) имеет решение тогда и только 
тогда, когда соблюдены условия: 
ое") ЕО ., в 
причем решение в этом случае единственно и определяется формулой 
Ф= В. 

Однородное уравнение ГФ=0 имеет п линейно независимых решений 
при п > 0 и не имеет решения при п<0. 

В этой теореме Р,_,({) обозначает полином (п— 1)-ой степени 


< произвольными комплексными коэффициентами (Р,„_, (1) =0 при 
п=0), 


Вуеаф + ь Вар, 
А В 


— ее» б—анревот> 


—е т й А (Е) 1 В) „лан 

ак Инне р (№ О: | з 

Из теорем 4 и 5 второй работы (*) вытекает 

ТЕОРЕМА 5. Если гта %>0, то задача % вполне эквивалентна 


регулярному интегральному уравнению Ф редгольма * 
Е У (5.4) 


а 


где 


[= А(ь и ПЕРУ) 46 (5.5) 


и ВЕ) =К(ЬЕ:^). 
Если та%<0, то задача % вполне эквивалентна регулярному 
интегральному уравнению Ф редгольма 


ГГ обе, (5.6) 
где 

Гар ЕУ (5.7) 

ТЕОРЕМА 6. Если па %>0, то задача % вполне эквивалентна 

однородному регулярному интегральному уравнению 

оО; (5.8) 
т. е., если \ есть какое-нибудь фундаментальное число задачи 9% 
с рангом, равным т, то оно является также фундаментальным числом 
уравнения (5.8) с тем же рангом и наоборот, причем соответствую- 
щие фундаментальные функции 9% и (5.8) связаны формулой (4.1). 


* Под регулярным интегральным уравнением будем понимать как регулярное, 
так и квази-регулярное интегральные уравнения в смысле определений И. И. При- 
валова (*). 


4 Известия АН, серия математическая, № 4. 
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Доказательство теоремы получается из представления (4.1) и из 
того, что по условию теоремы ш@ 1, < 0 (°). 
Отметим, что если ш@ 5° < 0, то краевая задача 35° не вполне экви- 


валентна уравнению 
=: (5.9) 


В самом деле, мы знаем, что если и есть решение (нетривиальное) 
задачи 95°, то ему соответствует решение (нетривиальное) (5.9), кото- 
рое определяется равенством (5.7). Но здесь 104 [., > 0. Следовательно, 
ф соответствует не одно единственное решение уравнения Г. хХ=ф, так 
как [,/=0 имеет 114 Г, нетривиальных решений (см. теорему А). 

Таким образом, спектры задачи %° и уравнения (5.9) не совпадают, 
и спектр 9° принадлежит спектру уравнения (5.9). Далее, если г— 
ранг некоторого фундаментального числа ХЕЛ для задачи 3, то 
г<г,, где г’—ранг того же числа ^ относительно (5.9). 

Наконец, имеет место 

ТЕОРЕМА 7. Краевая задача % вполне эквивалентна регулярному 
интег ральному уравнению 


(1. Г.) (Г. Г)ьр=Г,6, (5.10) 
где 
([, Ё)ьр=ф, (5.11) 
#-- й 
С ура (5.12) 


(1., Г.), — характеристическая часть оператора Г. Г., а— число, удовле- 
теоряющее только условию &,--а = 0 на Г, Ё-— целое неположительное 
число, удовлетворяющее только условию ша Г-+ЁК< 0 для всех ЕЛ. 


В самом деле, легко показать, что ша [, = *; так как по усло- 
вию к — неположительное число, то уравнение (5.1) вполне эквивалент- 


но уравнению Г., .® =Г.,6 (см. теорему А). 
С другой стороны, 
114 С, 2. =109 2, -- ша Ё=А-- шаЁ<0 


и, следовательно, применима вторая часть теоремы 5, которая приво- 
дит к (5.10). 

Применим теперь результаты теории сингулярных интегральных 
уравнений типа (4.2) (°) к исследованию краевой задачи %. 

ТЕОРЕМА 1. Каждое фундаментальное число \ краевой задачи 5% 
имеет конечный ранг. 

Справедливость этой теоремы вытекает из теоремы 3 настоящего 
параграфа и первой теоремы ГР. М№оефег”а. 

ТЕОРЕМА П. Для разрешимости краевой задачи 5% при заданном 
ЛЕЛ необходимо и достаточно, чтобы удовлетворялись условия 


С Л о п.) (5.13) 


7й 


* См. первую часть формулы (4.6). 
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где $ф,,ф,,..., Фь — полная система линейно-независимых решений соот- 
ветствующего союз!ого одно родного интегрального уравнения 


1./Ф=0, (5.14) 
где 


Г ф=в АХ) ф(И- \ ОР 9 (1) а. 


Справедливость этой теоремы вытекает из теоремы 3 настоящего па- 
раграфа и второй теоремы Мое®ег”а (°). 

ТЕОРЕМА 11. Если при заданном ЛЕА 119 №>1, то» всегда 
есть фундаментальное число краевой задачи %° и его ранг не меньше 
10а 9°. 

Справедливость этой теоремы вытекает из теоремы 3 настоящего 
параграфа и третьей теоремы Г оеШФег”а. 

Из этой теоремы непосредственно вытекает 

ТЕОРЕМА ТУ. Ранг г данного фундаментального числа \ краевой за- 
дачи 3 равен 114 9%, если соответствующее союзное уравнение (5.14 
при указанном ). не имеет решения ( нетривиального ). 

Из третьей теоремы М№еег’а следует также 

ТЕОРЕМА У. Если ^ не есть фундаментальное число союзного 
уравнения и ша %<_ 0, то » не является фундаментальным числом. 

Далее, имеет место 

ТЕОРЕМА УГ. Если ша9%°=0, то задача % всегда разрешима 
и имеет единственное решение, если соответствующая задача %\° имеет. 
только нулевое решение. 

Справедливость этой теоремы вытекает из теоремы 3 настоящего 
параграфа и второй и третьей теорем Моефег”а. 

Из вышеуказанных теорем усматриваем, что классическая альтер- 
натива в нашем случае, вообще говоря, нарушается. Например, если 
индекс краевой задачи 5 больше нуля, то одновременно могут иметь 
решение (нетривиальное) как неоднородная краевая задача 51 при любом 
Ь(#, ^), так и однородная задача 91°. В самом деле, пусть Г=0, тогда 
неоднородная задача 9 имеет решение при любом 6 ($, ^). 

Далее, так как по условию п >> 0, то [> 0, т. е. соответствующая 
однородная задача 3 также имеет решение. 

Классическая альтернатива нарушается также в случае п < 0. 

В самом деле, если Г = 0, то может оказаться, что краевые задачи 
9{, %{° одновременно не имеют решения (для %° понимается нетривиаль- 
ное решение). 

Перейдем теперь к теоремам, устанавливающим характер зависимос- 
ти решения краевой задачи 9% от параметра ^. 

ТЕОРЕМА УП. Если индекс нормальной краевой задачи % равен 
нулю для всех ЕЛ, то или неоднородьая задача % ве имеет единст- 
венного решения для всех Ь(з,^) при любых ЛЕЛ, или же, если она 
имеет единственное решение для всех 6($,\)) по крайней мере для 
одного значения параметра ЕДА, то она имеет решение при любом. 


4* 
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Х, за исключением, быть может, счетного множества значений ^ 
с точками сгущения, есля они существуют, на концах интервала А. 

Доказательство этой теоремы вытекает из предыдущих результатов 
и одной теоремы Я. Д. Тамаркина (5) [см. также (°)], которая устана- 
вливает характер зависимости решения интегрального уравнения с ядром, 
аналитическим относительно параметра ^. 

ТЕОРЕМА У!Ш. Если индекс нормальной краевой задачи % равен 
нулю для всеф ХЕА, то или она не имеет единственного решения 
для всех Ь(5,^) при всех ^ЕА, или же всякое решение % есть меро- 
морфная функция параметра ^Х в том же интервале для всех 
(т, УЕ -Е Г. 

Справедливость этой теоремы также вытекает из вышеупомянутой 
теоремы Я. Д. Тамаркина. 

ТЕОРЕМА 1ШХ. Если индекс краевой задачи % не отрицателен, 
то спектр однородной задачи %° или непрерызный, т. е. совпадает 
синтервалом А, или же дискретный; в последнем случае фундаменталь- 
ные числа определяются как вещественные нули функции 0 ()\), где 
О (^\)—знаменатель Фредгольма ядра интегрального уравнения (5.4): 


0 ‚о |) ь 
№ (—@)”" 1, 6-9 бт. 
р0)=УС! \ г \^ Пн, ^) 45, 45,... 4, (5.15) 


РИ К (са ь. 6 (бо В) 
а Е - = те 7%) ча Ка) 

В, В»... 
и К (5, 5$; \) — ядро интегрального уравнения (5.4), записанного в виде (*) 


(= К (4,4; (45+ 1. 


В случае, если индекс краевой задачи % отрицателен, то на осно- 
вании теорем 1—5 настоящего параграфа можно утверждать, что 
некоторые нули функции О(®) ядра уравнения (5.6) могут не быть 
фундаментальными числали соответствующей краевой задачи %. 


К (ал; №)... Е. 
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2. 1. КНАТОТХ. ЗОВ ГЕЗ РКОВЕЁМЕЗ АОХ ММПЕЗ РОО БООАтТОМ 
ЕРТТООЕ 


ВЕЗОМЕ 


Папз сеё агисе пойз сопз14ёгопз 1ез ргоётез аах ПшЦез Ппбалгез 
ге] а {3 & и 41 6гепиее: 
Ри Не НА (у; В (а, уз) Су и=0, (1.1) 

я ду? , РУ ) 9) ду 9 2 

ой А=А(х, у; ^), В=В(х, у; ^), СЕЕС (+, у; ^) зопь 1ез {опсйопз епиётея 
еп х, у 4апз ип Чдошаше злашре 5 Ишиё раг ип сошюойг Г. роззё- 
Чапё еп сБадие ро1пё ипе соигЬиге; 1ез ГопсЯопз А, В, С зопё 4ез {опе- 
Иопз апа|уйдаез ге]айуетепь ай рагашёте Х 4апз ип ицегуаЦе А 
(1, ^,) 4е Гахе гее] 4и р|ап 4е 1а уамаШе сошр]ехе ^ 

Зиг |е сошоиг Г. поиз ауопз 1а сопа1Яоп эмуаже: 


В (и) = в ара (551) [ евдут |= (8, №), (1.2) 


ой М езё ип пошфге ииёсга| роз! дит езё ршз огап4 ой р\из рем 
ие Гогаге 4е Г’6диамоп (1.1). 

№18 заррозопз ие 1ез {опс@0пз ара (5, ^), 6 (5, ^) золепь 1ез ГопсЙопз 
апа!уйдиез ди рагатё ге ^ дапз Г1щегуаПе А зай {а1запёз & 1а сопа1ов 
4е Нб14ег раг гаррог6 & 5 Е Г. 

№ из с0пз1А6гопз 1е ргоёте 9 зитуапё: 66а 4оппбе ипе уа|епг 4е 
ЛЕЛ, \топуег пе {опсМоп гбеПе еб гёои!16ге и=и (5, у), Чай зайз{аззе 
& (1.1) дапз 1е аоталте 5 аизз1 Б1еп 4а’а 1а сопд1оп (1.2) заг 1е соп- 
фоиг Д. 

Те ргоБ ее Бошозёпе (Ь (5$, ^) =0) езь 46з1еиё раг %. Папз се 
агыс]е поиз с013146гопз 1ез ргоёшез погта!з (Уо1г сопаоп (3.40) 
де Гагйс]е рг6зеп%). 

Рапз себ агЫс]е пойз сопзгизопз & Га14е 4е дие]4иез гёзаЦа4з 4е 
ЕПаз Уесопа (*), (?), (°) апе 6даайоп 1146 рга!е ззтби6ге затуаще: 


АЕ ав =Ь Ц», (4.2). 
Г 


Г. ($) = 


ой 1ез !опемоз А(&,^), К(БЫ;^) з’омеппепь 4ез Тогилез (4.3), 
(4.4); 6 (1) =6($,^); $ (#) езё ипе Гопсаоп гвеПе, з1 ЛЕА. 
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Зошиов 4и ргоёте % ез% 
и (2, у) =2 Ве [ а (2, (+В 2,;^) 20) & ], (3.4°) 
0 


$ (2) её 1с1 ипе {опсИйоп Во|отогрье Чапз 1е дошаше 5, абегилибе 
раг |’ехргезз1оп 


$ (2) = \$ (6) [а-) ‘в (1-5) +14, (4.1) 
Г 


ой М езё ип пошЬге пи 6ога|! роз < М. 
Роиг 1е ргоёше % 1е пошьге 
п==п(^) = шаЁ=2М + 5 >. [а | (4.6) 
Чи! з’арре!е ’1п4ех ди ргоёше %, ]оце ип гб]е ттрошапё. 

Епзице, & 1’а14е 4е 1а Ш 6огле 4ез 6даайопз 11{6ота]ез затей ёгез 
поиз Абтогигопз дае!диез ‘вогёшез да! базе 4ез соп4лопз ройг 
Тех1\епсе её ип1сИё 4ез зо]аИопз 4и рго 6 те %, дае]аиез ргорг16 63 
4и зресте Чи ргоёште 95° её Пе сагасёёге 4е 1а аёрепдапсе 4е 1а зо]а- 
Яоп 4и ргоБ!ёте 1пвошосёпе %\. 

Гез Шбогётез ипрогёапёз зопё 1ез зи1уапёз; 

ТНЕОВЁМЕ 1. Ге гапз 4е сфадие потёге опаатета1 аи рто6те 
$ езё пи. 

ТНЕОВЁМЕ П. Роиг дие 1а зошноп 4и ргоб6те % ехёзе роит ЛЕА 
оппё, И ]аиё её И за | де Гоп ай: 


оч @=0 И) (5.13) 


7й 


ой ф,,ф,,...,Фь 5016 [е $у5ёте сотеё 4ез ропсшопз оп4атетлайе; 4е 
Гедианоп 

| ф=0 (5.14) 
её Г.” езё Горёгайеиг аззос6. 

ТНЕОВЁМЕ 11. 5 рошг ипе ощешт Х оп а п= та @> 1 а410гз ^ 
25ё ип потбте [оп4датета[| 4и ргоёте %® её 50п тапе её > п. 

ТНЕОВЁМЕ У1. 5#1па 9% =0, 1е ргоЫёте % а ипе зошоп, 5 1е 
ргоёте %° соттезропаапё пе роззёае дие 1а зошйоп толще (и == 0). 

ТНЕОВЁМЕ УП. 5 14 %=0 роиг 101 ЛЕА, а10гз % п’а раз ае 
зошоп роиг Ф0иё 1ез 6($,^) аъес 10$ [е5 ХЕЛ, оц Шеп сфадие зоиоп 
4и ргоёте 9% езё ипе [опсйоп тётотогрйе 4е 1а зама е \ роиг 10и$ 
(т, у) Е Г. 

ТНЕОВЁМЕ Х. 5 ша %> 0, а10т$ 1е зресёте 3 езё сопипи, с’езё-а- 
Фёте ди’И созпез4е аъес ГущегоаЦе А, ой ЫШеп Ц езё а15стеё. Рапз [е $е- 
соп4 саз [е зресёте езё сотрозё 4ез з6тоз 4е 1а рюпеноп 0(\^), аш езё ав- 
- фегтатёе раг 1а рюттше (5.15). 
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Н. Я. ВИЛЕНКИН 
ОБ ОДПОМ КЛАССЕ ПОЛНЫХ ОРТОНОРМАЛЬНЫХ СИСТЕМ 


(П редставлеко академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе изучаются полные ортонормальные системы, возникающие 
из мультипликативных характеров нульмерных компактных групп. 


Пусть С— некоторая компактная абелева группа со второй аксиомой 
счетности. Тогда, как известно (*), с группой С связано счетное мно- 
жество функций, вепрерывных на С и удовлетворяющих уравнению 


ф (+ у) =$(2) $ (У). 


Эти функции называются мультипликативными характерами группы 
С и образуют полную ортонормированную систему функций на С, которую 
будем обозначать через Х.. Отметим, что все свойства системы Х рассма- 
триваются относительно меры Хаара (*) на группе С. 

Из полноты системы Х следует, что для любой функции } (х) Е [° ряд 
Фурье © (]) относительно системы Х сходится в среднем. Более тонкие 
результаты, как например, результаты о сходимости почти всюду, о сумми- 
руемости ряда Фурье и др. рассматривались лишь для того случая, 
когда группа С является группой вращения окружности. В этом слу- 
чае Х есть обычная система функций е?“"х (п=0, +1, +2,...; 
и). 

В настоящей работе мы показываем, что система мультипликативных 
характеров нульмерной компактной абелевой группы со второй аксио- 
мой счетности обладает рядом свойств, аналогичных свойствам системы 
тригонометрических функций. 

Как показал Фрейденталь (*), существует отображение любой компакт- 
ной группы со второй аксиомой счетности на отрезок [0,1], сохраня- 
ющее меру. Поэтому все результаты настоящей работы могут быть 
истолкованы как результаты, относящиеся к ортогональным системам 
функций действительного переменного, образующим периодическую 
счетную абелеву группу по умножению. Напомним, что группа характе- 
ров нульмерной группы периодична. 

Частным случаем систем, изучаемых в нашей работе, является 
система Вальша (3). Эта система есть система характеров группы С, 
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являющейся топологической прямой суммой циклических групп второго 
порядка. 

В $1 мы вводим в счетную периодическую абелеву группу Х упо- 
рядочивание. Применяя этот порядок к характерам компактной нульмер- 
ной абелевой группы С, мы получаем упорядоченную полную ортонор- 
мированную систему. 

В $2 оцениваются ядро Дирихле и функции Лебега системы Х (°). 
Так же как и для тригонометрических систем, мы получаем, что функции 
Лебега постоянны на С и растут, как шп. 

В $3 изучается сходимость рядов Фурье для системы Х и «симме- 
тризованной» системы СВ группу С вводится порядок, определяются 
функции ограниченной вариации и доказывается аналог теоремы 
Дирихле. Для примарных групп доказывается аналог признака Дини— 
Липшица равномерной сходимости рядов Фурье (*). 

$4 посвящен вопросу о суммируемости рядов Фурье методом 
Фейера. Доказывается теорема, аналогичная теореме Фейера. 

В $5 исследуется абсолютная’ сходимость рядов по системе Х. 

В $6 доказывается теорема единственности. 


5 1. Упорядочивание счетной периодической абелевой группы 


1.1. Пусть Х—счетная периодическая абелева группа. Тогда суще- 
ствует возрастающая цепочка конечных подгрупп 


ПЕС С (1) 
такая, что 
ПХ. 
п=0 


Очевидно, цепочку (1) можно выбрать так, чтобы все фактор-группы 
Х,|Х,„-—: были циклическими группами простого порядка р». Обозна- 
чим р, Р.Р. ...Р, через т». 

Упорядочим теперь элементы группы Х следующим образом. Поло- 
жим Хх, =0. Пусть уже упорядочены все элементы подгруппы Х»: 
РР Выберем в Х,.,\Х, элемент у, имеющий наименьший 
порядок среди элементов из Х„,.\Х», и обозначим его через х„„. Для 
всякого К такого, что т,<А < т,‚.:, положим 


Тк — а„„- Хь› 
где 


К о а а 


Тогда упорядочиваются все элементы подгруппы Х,... Продолжая 
далее этот процесс, мы пронумеруем все элементы группы Х. 
1.2. Введем «каноническую запись» целых чисел: 


Е=ат, ат, +... ати, 
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где О<а, < р.:; т,=1. Тогда, как легко показать, 


т 
Хк= № Чт, 
0 


1.3. Если р, + р, при 2<&< и, то элементы а 
группы Х образуют подгруппу. В самом деле, тогда подгруппа Х, является 
максимальной примарной по р, подгруппой в Х„, а потому есть пря- 
мое слагаемое в подгруппе Х,. Отсюда следует, что в каждом смежном 
классе группы Х„ по Х,, не совпадающем с Х,, найдется элемент, 
порядок которого не делится на р,. Тогда, в силу выбора элементов 
Хт1? Хт,? --` Хто? ИХ порядки не делятся на р,, равно как и порядки 
элементов У, Хор,» --- Х"„-р’ Так как эти последние представимы 
т 
в виде оз Ч Порядки же всех остальных элементов из Х„ делятся 


на р,, так как они имеют вид 
=ах - а 0. 
> 


Поэтому элементы г. (&=1,2,...,т,.—41) образуют подгруппу 


группы Х,„, состоящую из всех элементов, порядок которых не делится 
ва р. 

1.4. Пусть теперь С—нульмерная компактная абелева группа со 
второй аксиомой счетности. Тогда, как мы упоминали, группа мульти- 
пликативных характеров Х будет дискретной счетной периодической 
труппой и к ней применимо все вышеизложенное. 

Аннулятор Х,„ мы будем обозначать через 


[С; Х,]|= С». 
Очевидно, С„ есть открытая подгруппа в С индекса т,„. Так как 


со со 
Пх, =Х, то ПС, =0. Легко видеть, что С, > Сна. 
п=0 п=0 

Отметим некоторые свойства системы Х. 


1.41. Если д-р при ]<[ то у„„ принимает лишь значения 
ЕР 
е 1 (0<К< р). В самом деле, из того, что р, взаимно просто с т, 
следует, что подгруппа Х,_, является прямым слагаемым в подгруппе Ху}, 
а потому в Х, \ Х,. содержится элемент порядка р,. Но тогда и поря- 
док х„,, равен р; и значит у„ может принимать лишь вышеуказан- 
ные значения. 

1.42. Если функции системы Х рассматривать лишь на подгруппе Св, 
то значения двух характеров, принадлежащих к одному смежному 
классу по Х„, совпадают. Поэтому система функций /› Хи,» +. Идти. 
образует на С„ группу. Эта группа изоморфна фактор-группе Х [| Х». 

1.5. В дальнейшем систему Х с заданным в ней вышеописанным 


образом порядком мы будем обозначать через Х. 
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Наряду с Х мы будем рассматривать и «симметричный» с ним 
порядок {., Хх, ...› х.,..., полагая х=х„.. Очевидно, что Х„=Х,. 
Упорядоченную таким образом группу Х будем обозначать через Х. 


8$ 2. Ядро Дирихле и функции Лебега 


2.1. Напомним, что п-м ядром Дирихле ортонормированной системы 
функций ф, (г), $, (1), ...,Ф.(1)... называется выражение 


р» (2, 9) >= уу $: (1) $: (и), 
1=0 


а п-й функцией Лебега называется функция 


Г, (у) = 1, (2, у) а. 
с 


^ 
Для ортонормальной системы Х имеем 


Дь (в, у)= УХ, (#—5). 
0 
Поэтому 


.и-ЙУ и аи [а== | Уж аа 
& 1=0 С {=0 


(в силу инвариантности меры Хаара) и, следовательно, для систем 
Х можно говорить не о функциях Лебега, а о константах Лебега. 
Будем обозначать их через Га. 

2.2. Обозначим ДО, (х, 0) через Д, (5х). Тогда Ди, (1) =т,‚ при ЕС, 
и О, (5) =0 при х6С,. В самом деле, 


ть-1 ея —Хт 1 (=) 
Дт, (1) = № Хе 9-П (5 мт (=))= п О 
{0 1=0 


Пусть ЕС, С: и Хи: Е Ха Хы Тогда ХЕ Хь, откуда 
# 


дм (1)=1. С другой стороны, Хт, (т) = 1, так как иначе при УЕС, 
м Хт, ЕХ, мы имели бы Хи, (у) =1. Поэтому 


1—Х„, (2) =0 при 26 Сы 
1—1 (2) =0 при 2ЕС.. 


Итак, О» (2)=0 при 26Сь. 
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Если же хЕСь, то Х, (1) =1 при &<т,—1 и Пи, (2) = ть. 

к к 
2.3. Пусть т = У а,т,. Обозначим У ат, через [,„, Ё—#— через {' 
#=0 + 


и положим [,=0. Тогда 
2» 9-5, и с и 1 (2). 


В самом деле (ради краткости опускаем аргумент х), 


к 1-1 
ре У У Хи 
==, 
+ а -1 аа оть-1 ар-1 (тт -1 
р у — » № и эУ > Жи, == 
}п=И-1 г=0 = -тт р, т=0 в=гт, 
а -1 т: 1 а}'—1 а;' 
> а ВАТ 
В Хот, Хо ЕС Л т; т ы- а тр Й —УХт : . 
т=0 п=0 т=0 : 
“Таким образом, 
К — уг к ыы # 
Е т; т 
О .= >, Жи ба——= У Рм,1 Же 1- 
#=0 ов 1-0 


2.31. Но так как при любом # 
а 
Хт У Ха, : о, 
то 
1—2, 


К 
и ен : — ба, ° 


„Заметим, что вне С, Ри, =0, а на С, все Хи, =1 при [<2. Поэтому 


7 а 

Е Ри, 1 — Хм, 
Е а; ХХ. . 
1=0 Хм, + 


^ 
Мы получили выражение для ядра Дирихле системы Х. Очевидно, для 


‹истемы Х ядро Дирихле имеет вид 


т а 
= — В» 1—9 
{ + 
Вт = Хит о Ре 
1—0 т, т, 


Мы будем в дальнейшем рассматривать систему 


х=Х., Хх, 9 Киз оО 


368 Н. Я. ВИЛЕНКИН 


где х„=Вех,. Для этой системы 


К а 
: Вт о. 
= в ф 

ОР = Ве ая а у 
1=0 т; 12 


2.4. При любом простом р имеет место неравенство 


2вКа. 
р-1 Н 


р-1 
Ф-1 Е ты те 
Е ое 
== У |. ы я вт ^А о 
к=0 р К=1 р 
[2 . Ка т— . тКа 
ли эт р 
> [2 1 | 
К=1 м А 
р - 
Заметим, что 
. Ка 
а 
Я” — ох 
зш — — 


. о 4 
Далее, при 0<:<^ зшх> =" и поэтому при 1<Е<Р 
5 = У пр 


2 
. кКа 
ть р 
ЖК < ЗА 
эВ —= 
Р 
Следовательно, 
И 
; Я 
]р, <а-2 (а [2] +2 я = < 2р-+-> шас <- [ша+:], 
к=[Р] +1 


где С—постоянная Эйлера. 
2.41. При любом р>2 


Р-1 51 мое 1) и : 

В АИ Е 

. Е > п 2 
9 ——= 


> 
й 
> 


самом деле, 


(2) 
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ы ®Ё жк ) Жк : 
21| зп (3 -= = 9 5 60 — БЕ о 9 
т -> | 2р. 2 2р 
р К ре о И Е 
к=0 $11 ты? К—0 2 т В 0$ —— = 
2р 2р 
пе о: а де. ) р—1 } т 
— — Ее : СР РОВЕР 
2 а кк а ®А => 9 22 | д жК |> к У Е > из Ра г 
2 р К=0 р к=0 


2.5. ТЕОРЕМА 1. Если Г,„—п-я константа Лебега системы Х 
то =0 (шп). 


Доказательство. 


г а 
=] 1, ве | 42 У, ти "| аз. 
т, га 1=0 С, т 
Но 
та 1 
ее 1 Ра Й о 
+ =% = х 
) ее У 2вй |* (3) 

. 1=0 1 — её 


В самом деле, если хЕС,;, то р,..5ЕС,,, и потому 


ха (7) = т, (Ри :2) = "— 1, 
откуда 
24511 
Хт, (2) = рт } 


легко видеть, что для любого [ такого, что 0<1< р:41, множество эле- 
211 

: 21-1 

ментов ЕС; таких, что Хш, (1) =е 


1 
‚ имеет меру ——. Отсюда и 
Та 
следует равенство (3). 


2тта 1 
Итак, я 
ЕЕ 
Безе Х |1 -тыи |< 
И Тут 21511 > 
1=0 =0 1—е +1 


К 
1 5К 
< = У (14-5) < > Пра, + шт,]+ > =О (шп). 


Положим 
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т 
где а: = Рана" при ри. 2 и а, =41 при р. =2. Тогда 


2 
К — 972 
^^ п а 1 р 
0 ть, зе 


Так как при [>г Ри, (1)=0 если хЕС‚, то (ради краткости опу- 


скаем аргумент #} 
$ 
Р» 
12, (а1= [УХ 


мет 
{=0 т, 1 — м: 


а 
4 —- 2+ 
т. ; 


при 26 С Сы з, 
Поэтому при ХЕС,, С, 11 


1 О уе 
2+ то; 
12, |> |2» > | И 
0 1=0 т, =. 
Но 
8-1 Ри хе 8—1 
+ | 
| й я => ать, 
1=0 ИА —% + =0 
и значит 
5—1 4—2! 8-1 
1 1 
О», а аг< ды №. @зть.. 
Е Туз Тазат & 
=0 бб, 1 =: „„: 1=0 


Если 2ЕС,,..\С,..„, ТО при &<$ Х„,(т)=1 и, следовательно, 


$ 
т 
[В,|= Ханты = — > 
1=0 
Телерь 


\ 12,145 > т,, \ ре "|4 =. . ) Ханты 
+=0 


бо був 1 боба 1 


и 
\ 4 1 . 
Ретах = ( — ) ИОНЬ 
а "| Тав+1 Тоз+2 2 8—8: 
Но 
4—2 1—2 
т т 
ин. а 
РА т 2341 
с..\а 
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Следовательно 
\ Рие- \ реф о |раа> 
ба бб: Е 
1—8 
>т, \ ее 42+ (= —) ат С 
$ Аа И. ТЗ 2 м 87 Тоза1 
28 
21а, 
Роза й у 1 
т.. —е` 25+ о 1 1 4 
НЕА, | 28—1 в Е 5 
Тозл1 р тт {7 2 Тр Тозо 2 разл “ 


= 222841 


1 1 1 


Я 
> Ш === Е 
7” * Раз+1 — Р2з 2 роз Роза 1 Роз 2Рьз+ > И 2 


при р... >2 (см. 2.41) и 


1 1 
“Розов Р2з+2 


И ны 
вх Р2з 


28+2 


при р,.,, = 2. 


374 


(4) 


Легко проверить, что выражение в правой части (4) положительно 
при всех значениях р,., Р,..1, Р.... И эквивалентно пр,.... Поэтому 


существует такое 4, для которого 
[2.141 > Аш р,,„1. 


бб, 2 


Отсюда получаем, что 


Е 
>» (\ 10. > АХ р, 
#=0 ©“ 8=0 


23+2 


Почти не меняя рассуждений, получим 


к 
Ги Ур, 


$=1 


при 
Е—1 
== р @ лил. 
1{=0 


Я ок! 
Но так как п< зт‚.: и Шт, = > п р., то 
5= 


Ш: 
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Итак, 


2.7. Из доказанного легко вытекают следствия: 


Следствие Т. Если ряд У а? шп сходится, то ряд У арх, (1) 
= п=9 1—2 
сходится почти всюду. 
Следствие Ш. Существует непрерывная функция | (5) такая, что 


при х==0 ее ряд Фурье по системе Х расходится. 


$ 3$. Коэффициенты Фурье и сходимость рядов Фурье отноеительно 
систем Хи Х 


3.1. Пусть } (5) —некоторая функция, заданная на С и принимаю- 
щая комплексные значения. Число 


ен = ( (2) 1. (2) аз 
б 

назовем п-ым коэффициентом Фурье функции (5) относительно 
системы Х. 

Если }(5) принимает лишь действительные значения и Же ) 

т 

то с, =ст. Поэтому с, =с»’ где с„’ обозначает п-й коэффициент Фурье 
функции ](х) относительно системы Х. 

РЯ 


6()= У сих, (=) 


п=0 


называется рядом Фурье функции ](5) относительно системы Х. Вы- 
ведем формулу для его частных сумм, которые будем обозначать 
через 5, (5). 

3.14. Очевидно, что 


п-1 п 1 


5, (2) = Хек = У о @и= 
в=0 а 


К=0 


п 1 п-1 
= У \ о @-да= У ад а= 
К=о С К=п а 
=\/@2-02, (а. 


[@ 


Аналогично для системы Х 


$, (2) = \/(#+1) 2, (64. 


а 
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В дальнейшем мы будем рассматривать «симметричные» частные 
суммы, т. е. 


8. (2) = [5, (2)+ 85, (2)]. 
Для них имеем 


$. (2) =5 \И(2+0+/ (2—1 2,0 = (2+9 5, (а. 


а с 


3.2. Выберем для каждого Ё в С/С, элемент 2, так, чтобы 


2 


Хин (в) =е”" (5) 


Возможность подобного выбора очевидна. Любой элемент хЕС может 
быть записан в виде 


со 
$ = р Ч: й 
+=0 


где для всех # О<а, < р... Эта запись, очевидно, однозначна. 
Упорядочим теперь группу С лексикографически, полагая х<у, 
где 


Я = > 2, бы р.ь, 
1=0 


если а, =6,, а, =В,, .-., @к= бк, @к а < бл. 

Разумеется, подобное упорядочивание группы С не однозначно 
и зависит от выбора элементов х%., 2, х., .--, Ял, .... 

Пользуясь внесенным в группу С порядком, мы можем определить 
вариацию функции ]/(5), заданной на С, считая 


уаг / = зар я [7 (2)) — (а) |, 


1=1 


причем зар берется по всем системам 2,, 5.,..., 2. таким, что 
2, < 2.1. Если уаг] конечна, то мы говорим, что } имеет конечную 
вариацию. 

3.24. Заметим, что понятие вариации мы могли бы ввести иначе. 
Как мы уже упоминали, можно отобразить группу С на отрезок [0, 1]. 
Это отображение можно выбрать так, чтобы сохранялись мера и поря- 
док почти всех точек. Обозначим это отображение через $. 


5 Известия АН, серия математическая, № 4 
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Всякой функции }(2), заданной на С, соответствует функция 
[9-1 (2)], заданная почти всюду на [0, 1]. Легко проверить, что если 
}(2) имеет конечную вариацию, то ][$`*(2)] эквивалентна функции, 
имеющей конечную вариацию. 

3.22. Обычным способом показывают, что всякая функция ограни- 
ченной вариации есть разность двух монотонных функций. Для функций 
ограниченной вариации можно дать оценку си, а именно, если уаг } =И 


У 
и т <п<т,,., то [сп| > 
В самом деле, 
Ут (2) = 0. 
х-Сь 


Поэтому 


Те, [= |742), @)42 =| У \ ох @ | < 
а С:Ск х-@к 
< У 00 (1246) <>, 
С:Сбк . ь 


где р означает, что сумма распространена на все смежные классы С 
Ск 
по Су, а 036 (]; х--С,) обозначает колебание }(5) на х+ С». 
3.3. вир|/(х,)—/(х,) |, где х,, х.6С и 4.—2,ЕС, назовем п-ым 


модулем непрерывности функции ]{(5) и обозначим его через 0, (]). Для 


непрерывных функций и только для них 08, (/) —>0. Если 0, (7) < а 
т : 


ъ 
то мы будем говорить, что ]}(5) удовлетворяет условию Липшица 
порядка & и писать ДЕ11ра. Отметим, что из }6!ара не следует, что 
1 [9 (2)] ЕТара, но обратное имеет место. 

Для всякой функции }(т) имеем 


[Ст | < вк (1), если тт < ти. 


В самом деле, 


[|< У пр 08 (3 2+4) < в, (1. 
С:Ск 


3.31. Коэффициенты Фурье всякой интегрируемой функции стре- 
мятся к нулю; это следует из того, что |» (2)| =1. 

3.32. Пользуясь порядком, введенным в группу С, можно опре- 
делить /(1-+0) и /(х—0), причем если точка х— крайняя справа или 
слева, то полагаем ] (2-0) =] (5—0). 

Очевидно, что для функций ограниченной вариации в каждой точке 
существуют }(х--0) и /(х—0). Если назвать средним значением 
функции /(х) в точке у 
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а т, \ 1(2) аз =Т(у), 
у @$ 


то для функций ограниченной вариации в каждой точке 
7 1 
(2) = 5 [1 (#0) + /(2—0)]. 


Отметим, что для интегрируемых функций }(х) существует почти всюду 
и почти всюду равна ](х). Более того, почти для всех точек ЕС 


ео ео (1). 


С 


8 


Такие точки назовем точками Лебега функции } (5). 
3.4. ТЕОРЕМА 2. Если в точке у существует (и) и функция 
1(2) ЕЁ, то 


Пи 5, (у) = 7 (4). 
Доказательство. В самом деле, 


5х (у) = \ Ри, (© уфд=т, } уфд@ = 
[а Ск 
=т, \ Дд@=Те+о(4. 


Ськ-у 


Из теоремы 2 вытекает, в частности, что если }(х)— непрерывная 
функция, то всюду би, (у) — (у). При этом легко показать, что эта 
сходимость равномерна. 


3.5. Обозначим разность (]у)—1(у-Е#) через 0(у,#). Тогда при 
к 


п= У ат, имеем 
о 


КУ — 5» (у)= \ (02.0 = 
с 


„(0 Ри, (01-х 0] 
8 ь а 
ё С, О, ©] 


А 

=0 4; т, (© И — т; (] 

1 а, 
ХИ, 0] 

о ооо 
1=0 Су: Ча Ут, (6) [1 =Хн, 
. 1— Хи (6) ь 
Ге (у, О 8. 
К 
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В силу того, что у„, постоянно на 2+ Са 


1х @) 


Е-1 
1(у)—5, (= Ут, У \ 6 (у, #) Хн (#) 4+ 


а 
50  @:@а Я (2)1 +5... 


О 


ое 


ГИ 
Ты КО) 
С, 


и потому 


1 
5. (< У ти У | \ (у, 0х, (04| + 


1=0 С}: бт. 2.1 
к-1 | 
та, | 6 (у, 014 < У) та У | \ ион Фи| + 
Су 1=0 Су:@, 2+4» 
+ та, \ 10 (у, 2) [4#. 
бь 


Но так как \ х„( &=0, то 
Ск 
К-—1 


5 < Уи Х ово [в (у, 9; бы + 


1=0 С1:С, 


+ тьах | |6 (у, 2) | 46. 
С» 
Положим 


пшаах ово [0 (и, 2); # + С] = пах ово [/ (у); + би] = в (р. 


Тогда, так как 0 (у, 0) =0, то 


К-1 


[1(у)—5» (9) [< > а, в, (7) + ак в, (7) -ы ФУ а. 


1=0 1=0 


Предположим теперь, что группа С примарна. Тогда все а< ри 


| 71(У)— 5» (у) |< 28» (1). 


Поэтому, если 8, (=. (+) ‚ то ряд ©(]) сходится к [(у). Легко 


видеть, что эта сходимость равномерна. 
В частности, если группа С примарна и }ЕТлро, то 


«= -=9 (+) 


и ряд © (]) равномерно сходится к }{ (у). 
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Отметим, что А < шп и потому наше утверждение аналогично прн- 
знаку Дини—Липшица равномерной сходимости ряда Фурье. 


3.6. Докажем некоторые свойства ядра И (:). Отметим. что свой- 
ствами 3.61, 3.62 и 3.63 обладает и ядро р, (г), для которого они 
и будут доказаны, так как из справедливости их для О,„(Р) вытекает 


справедливость их для п (). 
3.61. Если хЕС\С,, то при любом [ имеем 


|2: (2) | «т». 


К 
В самом деле, пусть [= У а,т,. Тогда, в силу того, что В», (1) =0 
#=0 


при # > п, имеем 


1 п-1 
Ри; (=) 1— хм, (2) | 
ЕЕ > ат, <т 
ея (2) . т (=) | +=0 ? 


п-1 
|2.) 1=| > 
е 


=0 
3.62. При любом [1 


|2; (2) | 42 < т», 
66» 


что вытекает из утверждения 3.61. 
3.63. Каково бы ни было целое А и интегрируемая функция }(х), 
имеем 


1 ( 1(2) О, (2) аз =0. 
ен 


Для доказательства заметим, что при п > тки ё ЕС\\ С, 


Ри: @) 1—4 (6) 
Хи: (© 1—ш; (2) 


73 
р (2) = Хл (2) » 
#=0 


Если [==р (шо4 т,), где О<р< т,, то 


хф-ь® = 92) 
и поэтому 
142) Рик» (2) 42 = | /(=) Вр (а) урн, (а) аа, 
С\бь С\ ба 


откуда (см. 3.31) 
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а значит и 


Заметим, что из свойств 3.61, 3.62 и 3.63 следует, что для системы Х 
выполнен принцип локализации, т. е. сходимость и расходимость ряда 
Фурье в точке у зависит лишь от поведения функции в окрестности 


точки у. 
5 


3,64. Под 142) 4х будем понимать интеграл, распространенный на 
а 
множество всех элементов ЕС таких, что а<е<6. Тогда при любых 
х и п имеем 


х 


\ 2.) а а 


0 
где С не зависит от фи п. 
Обозначим 


Ри, (6) 1—521 (9) 
57 (#) 1—ж,® 


Хи (Е) 


к 
через Ди, (#) и пусть п= Уа,т,. Тогда 
т=0 


К 
В, (г) = Уи, (8. 


Пусть ЕС. \С1.1. Если г> 1-1, то (см. обозначения 2.3 и 3.22) 


х 
Ве ) О. 4: = Ве | р,„„4= 
= т, Ве м \ — 


Ка 1—у 
Су: Стал Чу 


а 


г 
"к 6. 
ту 


Но при всех у величина 


1—0 (0) 
1 т, (2) 


постоянна на С,., + у, а 


Поэтому при г> 1+1 
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Ве \ 2, (1) @=0 
0 
Если г<1—1, то 


а т, 


О». ($) 4 =а, т, тез [0, д] < ——^ 


Е 


и, следовательно, 
ы 1 
Ве \ р. (да < Уа,т, <. 
0 


Рассмотрим теперь 


х м 
Ри, (#) 1 — ии © 
= $. 
Ве \ Ри,1 (1) & во о м .@ и [0 


Пусть 


со 
1 = У Ь, 2, 
#=1 


где О<Ь, < р,.,. Тогда 


И е 


\2 (6) Я== \ р, 1(9 4+ \ 2.1 (6) ф= А-В. 
0 0 


1х1 


Но так как тез [5,, 2; 2] < ы и |Р, (|< та, то 
ВЯ. 


Если п >. 1. то, как легко видеть, А =0. 
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(6) 


Пусть теперь т, < п < 7,1, п=вт, |9, 9 <т.. Тогда, так как 


Хи = Ут, Ха и /4==1 на Сь, то 


р ау, @) 
Ве \ 2, „(0 & = т, Ве \ о 
0 


0 


Но подинтегральная функция равна @; на С1., и равна 


2тла 
я, 

2151] 

21-1 
1—е е 


на ]2. С... Поэтому 
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2. 


тол 7 
6х, | : РНЕ 
2 т ЕО РЕ 
0 Г 1 21-1 
| | ее: 
а т ов 2 7 
Е 141 141 ] —- 
жи - а = - - — 
Р1+1 [ ‚+; р п] 
9== 
741 
(22а, —1  (2а1—1 
7 А т ) \ 7 ее с ) 
1 1+1 1+1 
=> 4+5 +1) | < 
Ра , 2 > т! ) и -х вт 7 
Ру 1 1:1 
3.641. Нам осталось оценить 
 (2а.—1 
Я зп 7( ) 
М = Рлна 
* т] 
Е т —— 
141 
2—1 
Обозначим для краткости ба = через «. Тогда 
1+1 
=. 9 
а а с-1 сов 1 а—с03 _ а ь 
. . т 
зп ] в = — >= < — = 
х [22 [22 & 
1=е те 1—4 2 511 5 51 к 
Но 
г | 
р) 
эт 71а 
М <?р,,, +2 х п] 
ро РТ 
ат, 1 
: ы Рут 
Так как при 1<]< . 
+1 
ыы | р 
7+1 1+1 
то, по теореме Абеля, 
[25] 
р 
Я 2 2 
эп 7а 1 Рухт п 2а).—1 "Ру. 1 т 
м мс к 9—1 <> п 2—1 — Рилз* 


ее 
Рыа В 2—1 


(7) 
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В результате получаем 
о (8) 


Соотношения (6), (7) и (8) доказывают утверждение. 
3.65. Отметим, что при доказательстве свойства 3.64 мы пользовались 


лишь свойством (5) элементов х,, 1,,...,2,,... И потому оно имеет 
место при любом выборе элементов т,, 1,,...,2.,..., удовлетворяющих 
условию (5). 

3.7. ЛЕММА. Каковы бы ни были элементы 1..1, ....2/,..., опре- 
беляющие порядок в группе С и удовлетворяющие условию (5), для 
любого элемента уЕС найдутся элементы т, т,,...,1,,... такие, что 


К 
а) у= », ал, б<а<р,, 
=0 


6) для х.,,т,,...,1„,... выполнено условие (5), 

в) почти все х.= ть. 

3.71. Для доказательства заметим, что каковы бы ни были целое 
число 6$ и элемент 2ЕС, всегда найдутся элементы 2, и 2, такие, что 
=62,|2,. При этом 


141 


„= У ам (0<а<р,), 


где из с, +0 следует, что ВБ делится на Р,.1- Чтобы показать это, заме- 
тим сперва, что сравнение 65 =4 (то Р,,,) разрешимо при любом целом ф 
если 6 = 0 (то4 р,, 1). 
Пусть 2=с,5;. Тогда найдутся элементы 2, и 2, такие, что 2, ЕС;.1, 
со 
и а 0) 27° 0 
2. =01; и 2=62, |2, Поэтому, если 28 а) т, где все а) < р, 


1=0 
И Е, — первый индекс такой, что В не делится на Рик, > то 


аби (2 
ак, тк =620-- 20), 


[®.®) 
где 2 = У а‘) т; и поэтому 
1 
1=Ка--1 


со 
ды я аж: 624), 
1—0 


— (1) 
причем 441) =0 и все а‘? <р,.. 
Пусть уже построены элементы (1), 201, ЗА м такие, что 


п-—1 со 
У до У 4-9 
1=0 


1=1 


382 Н. Я. ВИЛЕНКИН 


где все а("-№=0 (1=1,2,....п—1) и все а" < р. Пусть — 
первый индекс такой, что Ё, > Ё и В не делится на РКО Тогда 


_1 ‚Е 1 2 
ео, ыр+ ие, 


(©.®) 
’ 
где 22) = У а") х; и поэтому 
т=Ки-1 


у со 
2» хо», 47) 2ь, 


2—1 2=1 
где все ат) =0 (1=1,2,..., п) и все а) < р, ,. Продолжая этот процесс 


со 
по индукции и замечая, что ряд У 2) сходится к некоторому эле- 
1 


менту 2,, так как 21) —>0, а также, что а®+ =а(9 =с; при &< Ё, 1, 
2 2 
получаем 


со со со 
8=6 р мон» = У ет, 
И! 1—0 0 


где все с, < р,‚, причем из с; == 0 следует, что 6 делится на Ра: 
Вернемся к доказательству леммы 3.7. Пусть 


со 
У= У 49) х:. 
1=0 


[2 ®) 
Тогда, согласно 3.74, у=а® ж,- 2, где 2, = У 40, причем из 40 
1=1 


следует, что 4%) делится на Р, .. Легко видеть также, что 2х. Ех.--С.. 
Пусть уже построены элементы 2, 2,,..., Хи и 


Кл-1 


9 > а; 2-Е 21 й 
:=0 
где 


а а ЗЬ (9) 
=Ки-1-+1 


а.=а® приё=Ни а, =0 приё Е № (1<п—1). При этом из 4" = 0 
следует, что а делится на р, .. Пусть 4®) — первый, не равный нулю 
коэффициент в (9). Тогда 


(п) 
5. = аки, ки Е Зы, 
где 
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со 


а (в-1 й 
па = р а; ; 
1=АКп--1 


и из 4”) +0 следует, что 4» делится на р,.. 


Положим х,=: для всех & таких, что Ё,. << &.. 
Тогда 


Ки со , 
— +0 
у= Ха, № Я о 
2=0 ВЕКЕ 


(п--1 
Но так как всегда 4; р, то наш процесс оборвется на 


конечном шаге, номер которого обозначим через т. 
При # == А полагаем 5; =4;. Имеем 


Кт 
Ее > а, т, 
2—0 


причем при любом п х.6х„-|С,., и потому для элементов х., т,,..., 
...2„›... выполнено свойство (5). Далее, почти все 2; = 2:. Лемма 3.7 
доказана. 


3.72. Заметим, что из и, ЕСш,з, И, Е Сша, и, < и,, 6 = У а, 1, следует, 
0 
что би, <Ь-и,, а потому, если [(5) возрастает на 6+С 
1(х-Н5) также возрастает на Си. 1. 
3.8 ТЕОРЕМА 3. Если }(т)— функция ограниченной вариации, 


пыл» ТО 


то Ри (1) стремится в каждой точке у в (и) (см. 3.32). 


Пусть порядок в группе С задан элементами +, х,,...,5и,... Так 
как \ О, (Е) @=14, то 
{Е 


5® (У)—7 (у) = \/(у+ 0—7, (0) 46. 


С 


Очевидно, нам достаточно доказать теорему лишь для функций, воз- 


растающих на С. Выберем элементы х,, х,,..., 2, ... согласно лемме 3.7, 
примененной к элементу у и элементам 2,,2,,...2”,... Обозначим 
упорядочивание группы С, заданное элементами х,, %.,..., Х,, ..., 


через С.В силу 3.72, 1 (у-+#) возрастает на Си., при упорядочивании в. 
Имеем 


$, (У) —7() = и о-Р р. 94+ 
С 


+ \ Го+о-Лу2 фе =Ь А, 


св 
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При упорядочивании С у является крайней слева точкой и потому 


д =Ку-+0)=К(у—0). 


Следовательно, при достаточно больших $ и &ЕС, зар [] (у+—7 (4 
будет сколь угодно мал. 


Так как функция /(у-- 2) —/(у) возрастает на С, при $ > т, то к /, 
применима вторая теорема о среднем значении, легко переносящаяся. 


на С, и мы имеем 
ь 


1, < ар (+9 —ЛУ \ 5, (0) 4 < С зар [у 9 —7 9), 
Е С; 164; 


а 


где, в силу 3.64, С не зависит от а, 6 и п. Поэтому найдется такой 
номер $, что Г, < =. 

В силу 3.63, при фиксированном $ Г, стремится к нулю при п—> ©. 
Отсюда имеем 


та [5 (у) — 1 (9)] =0. 


$ 4. Суммирование рядов Фурье для сиетем и 


Мы ограничимся в этом параграфе лишь (С, 1)-суммированием. 
4.1. Выведем формулу для ядра Фейера системы 5. т. е. для 


п-1 


Т.(у=-> УР, (9). 
К=0 


Положим 


ПТ» (у) = Ка (9). 


Очевидно, что 
п- 1 


И — р (п—^) а 


К=0 


Рассмотрим Ки,. Если ЕС, Сь, то при # > 


т 1 
В 1 ту т-1 
Кики) = У (т—Ю = Хо У (ттт ,= 
К=0 К=0 т=0 
т _ 1 
т т,-—1 
== У Х кт, > (т. — г) Х»- 
К=0 т=0 


Последнее равенство вытекает из того, что 
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т}—1 т,-1 
Ут —@-+ ту х, =[т,— (+1) т] У х,=[т, — (#1) т] Бы =0. 
т=0 т=0 
То 
СЕ а 
2 (т‚—г) Кг = р № (т—Ат,— 5) Хкту В 
К=0 з=0 


и. 


> ж У (и— т.к. 
1—1 


5=0 - К=0 
На С;_, все Х,==1 при 5 “т, а 


2151] 


х„,(=ей (0<7< р. 


Поэтому 
аа: отёк М ОАО 
К”, (= Х У(трфе м —т. у Е РА 
=0 К=0 5=0 К=0 
Далее, 
р.-1 ВИК 


> е № =0 
к—0 


и, следовательно, 


2-1 эЖИК 
2 р 
К (р) =— т], У, Ее й . 
К=0 
Так как 
р 
1 т Ё = — рей и ре" ФР — ее х 
х — аня 
> @ (1 —е=)? ) 
К=0 
то 
2-1 экик 
р 
РНЕ 1 
У Ке т 251] ? 
о Е 
так что 


Перейдем ко второму сомножителю. Легко видеть, что 


ть 


т 


ы Хкту = п [4 ан ов т П 


а=1 


И 


Е и, 
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Таким образом, при ЕС, С 


ПА Ра+1 
рт? И 
К, (= П 
р т 
Хт} ат та 


4.11. Выведем теперь формулу для К,(2). Пусть ХЕС.,\С, 
к 


и п=Уат,; тогда (см. 2.3) 
0 


г: 1:1 


К 
№, (2) = У (п-т) и= У, > (п—т) Хи. 
т=0 


1—0 7 =1, 


Рассмотрим (как обычно, опуская аргумент 5) 


1,-1 а,,-1 1; ака+от,,-1 
я (пт) ут = > > (пт) и= 
т, _1 т=0 т=1,_а+Тт,, 


а,-1 т,,-1 


= Хе -т—ту у, = 
0 м0 
а,,-1 т, 1 


=х_ Ух, Хит, -ту= 


т=0 т=0 
а,,-1 


=, Хит Ри, + 
=0 
. а,” 1 т 


р Мест 


т=0 т=0 


Вторая сумма равна 


а,,-1 Ре 
т 
7 К й — К й В . 
В т,, 2... 2... а 1 — шт, 
пй= 


Юсли Ё’ > $, то Рт,' (1) =0 и первая сумма равна нулю. Если же Ё’Х $, 
то Хи, (2)=1, Ри,,=ть и первая сумма равна 


ав 1 
— 


А=тЬК,_ а [с —й.)—ть 


2 
3т? 


Отсюда следует, в частности, что при # < $ |4|<- 


. В самом деле, 


1/ 


п. = м акт. < 2авти, 
к=0 


З з ь 
|4] < 541, < 5 т. _ (40) 
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Вернемся к К, (1). Если ХЕС,,\С., то 
1 — бл 8—1 


К 
К, (2)=У Аа - 
1=0 


а,, |1 
2 


о 


4.2. Перейдем к изучению свойств ядер К, и К,. Покажем, что 
существует такое С, не зависящее от й, что 


Ик,» (2) 1аё < С. 


( 
' Ра „ 
Заметим, что уи,(ЙЕХа., и потому а, (Р)]ЕХа принимает постоянное 


значение на каждом смежном классе по Са. 
Рассмотрим один из таких смежных классов х--Са и разобъем его. 
на смежные классы по подгруппе Са, 1: 


Раза! 


#+Сба= П (Х;- Са. ). 
1—0 
Очевидно, что значения, принимаемые Хи: (8) на х-+ Са, будут 
от 21 (ру. 1) 
мы ВАХ 


При этом 2, выбрано так, что при всех А 


ак 
| 1 — Ут (То) | < 1 — Хт; (т) еР4+1 |. 


4.21. Оценим 


Ра: 1 пр. .9 
4+ 
аы= У | 


зав ( и + 
К=0 1 -) 
Ра 


Легко доказать, что А(%) принимает наибольшее значение при 


Ра, 
Ра: 1 
Ра: 1 о 
1 о 1 к 
х о бе вая 
К=0 $1 п к—0 Эт с 
Ра, 2 Ра, 
р р —4 21 1 
-] ы 
1 1 
=2 2+1 Н: о 2-14 = 
о Эщ Р+1-1 $1 — п 
Ра ^-| —* |+ Раза 
1 Ру 
г [Разл т Раз + Ра.л ==] = НЕ (т Раза ых 1). 
Поэтому 
11 Хта (20) 
1 — уРаза (Е) а( Ы) ) р р 
та а ре ть — и: 4+1 п 1 я ЕЛИ, 4 
) | 1 — и, (0) | Тат Ио и Ран1 + ) ` Та 
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4.22. Далее, заметим, что 


= 0 
п. „© |4 < 


т. (2) О 


< то. [лохи Е т п. | ИО о @< 


у) 
1—7.4*1() 
< р., п ра. ‹ Шах Г] о |4, 
=: 1 а 


где максимум берется по всем смежным классам по подгруппе С4.,, 
лежащим в 2-+ С:. 
Отсюда имеем 


в- р 
141—124: (1) 1 
о Пе НИ <; ПШ ри. 
4.23. Оценим теперь при # > [ 
\ |К„,|&= У \ | Аш, [46 
1“, ха 7 


где сумма берется по всем смежным классам по подгруппе С., лежа- 
щим в С, С. Заметим, что на каждом таком смежном классе Хи, (#) 
имеет постоянное значение и потому 


Рут дней 2 ее (0) 
\ | Ки (= \ По Ги 
й = Е ИС 
=) а х+ а) зы ) 
откуда 
р.-1 
т 1 
\ |, (6) 14 < П рае у < 
С“) а=1-+-1 1=1 А 
Я в в 
< ЦП рав, = ть Ди Рь (12) 
а=1 а=1 
так как 
р—1 
м. <шШр 
1=1 ма — 
Р 
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Эту оценку получаем и для 
\ | К, (#) | 4. 2) 
6,1\6; 


4.24. Существует случай, когда оценка (12”) может быть уточнена. 
Пусть элементы Х., А ин тр ++ Х тт образуют на С,_, подгруппу. 
Тогда при ХЕС;_, 


К ЕЮ 
и потому при ХЕС,, С 
Ри 
Р ы 
тар 
Кт, = ©) № Хм (2) 
=0 
Но 
пои 1 


и. следовательно, при ЕС, С: 


. р р р 
Ки, (в) = т} р У (2) и \ Ки, (в) аа<т ] шрь (43) 
= 6 ,\6 а=1-+-1 


4.25. Теперь мы можем оценить \! Ки (2) | 45. Пусть р; > р, 1+1< 
{е. 
<< й. Тогда по 1.3 элементы Хь, Ир а ть образуют на С;, 
подгруппу и потому мы можем при ЕС, ,\С; применить к К, (2) 
оценку (13). Таким образом, 


ик», о \ Ки, (2) [42+ \ К», (2) [42 < 


© = С, 5, 6, 


м. т; п №+ > полеты 


—} а=у-1 


И 


изу, < 1 п оч. 


ме 1-1 


причем первая сумма распространена на такие ], для которых р;> Рь 
й>Ё> р, а вторая—на все остальные }. 


6 Известия АН, серия математическая, №4 
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Но теперь 


А В 
7 


Е шр 
— П [вр П — 


а=1-1 а—=}-+1 


шр й 
и так как и. < 5 ‚ то первая сумма меньше единицы. 
> 2 
Рассмотрим вторую сумму. В знаменателе каждого члена второй суммы 


12° Ру 
найдется такое ри, что р > р, но так как — <1и шр<№Ш Ра 


41 


то 


в | * 
Ш, ’ щР.; 1 
1% Р; П р = П Р, =. 9—1 


ао” а= р 


и вторая сумма также меньше единицы. Итак, 


4.26. Если группа С примарна, то мы можем дать оценку и для К»? 

а именно 
1 
ть 


\ [Ки (2) [42<2 > шр. (14) 


г 


Эта оценка непосредственно вытекает из того, что тогда т; = р и 


Заметим, что формула (14) справедлива и тогда, когда группа С 
разлагается в прямую сумму конечного числа примарных слагаемых. 
В этом случае 


В ры - 
=) | К», (1) [4% < 2 > в р. 
6 


4.27. Если грунпа С примарна, то при любом п 
4 м р р у 
> \ К, (2) 42 < С. 
е 
Г. 
ы = 
В самом деле, пусть = Хат,. Гогда по формулам (10) и (14) 
1= 


имеем (так как т, = р») 


* П’ распространено на все 4, кроме 4.. 
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2. 
К- 1 Е 1-й 


в \ У 42 + 


Далес, при #’> $ имеем по формуле (12) 


фи 


С @: 


а;' 
Хр ат < р (т ру". 
7рЕ | 


Если же {’< $, то на С,_, имеем 
Е 
К ре = < 


и потому 
\ еж 
в, 15, 


Наконец, в силу того, что п < р"*!, 


Ода < ре! 


р. 
и потому 
КА 3—1 К ем 
о [ Ур 21- + У ри (м р | +5» рае ре! — 
8—4 #=0 С $=1 


К-Е1 
э 
< УР ру] $ ор фри < 


8—1 


Тор 
= ЗрА+з + рк+? = Арк 13 
Отсюда следует, что 
\ [А (2) [45 < 4р”. (15) 


С 


ге ® 
Разумеется, такая же оценка имеет место и для К», (2) и для К„ (7). 
Это утверждение справедливо и для групп, разлагающихся в прямую 
сумму конечного числа примарных подгрупп. 
6* 
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4.28. Если группа С примарна, то при любом $5 


Ш -- \ |; (2) | 4#=0. 
со сЗа. 


В самом деле, в силу формулы (12), имеем при А > 5 
$ 
\ ки =» \ Кр 


ха, 1-1 4, \С, 
8 


<У Е 


1-1 


Если же й < $, то 


\ | Кл (6) 14 < Ук» 4 < Р^ шр. 
Са; а 


` К 
Поэтому при п= Ха’ имеем (см. 4.11) 
= 


к в (#} 191 < = о } кг (0+ 
х 


б\а. 1-04 


Зр? {Ра 
| К 14 -5— {| р тр 
ве 1-0 


ие ь 3 р? . 
+2 Ур | < {ТР ар 
1—5 


‚ты 


ры 


‚ га Зри 

+2" (пр), 0. 
Нетрудно показать также, что при любой группе С 
Ще \ | их (2) [4% =0. 


со ть 
сха. 


4.29. Какова бы ни была точка ЕСМ С, 


2 
г 1 Е 


1 
= Ка (2) | < и 


4 
и потому —|К, (2)| ограничено в совокупности на С\\ С. 


к 
В самом деле, пусть п= Жат, и ЕС... ХС, 
=0 
Тогда 


Е Пе К 
3 Хан, | 
К» (2) |< + У | Кии < + Уч Кии< 


1=0 
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К И 


Пл ЛО 1) 
41 


= {=0 


и потому 


Вт 


1 К | 37; ` 2т7 ^ 1 
= ее ь х («Пи 


1=1+1 


1-1 
Но так как |] ра < ть, то 


а=1 
к #1 

> “Пра <пв 
1144 ° а= 


7т? 


> | К, (@ 2)! <. ЕТ. 


4.3. ЛЕММА. Пусть дано множество М С-С и последовательность 


измеримых на С функций $, $,,..., 9)... таких, что 
1) функции Ф„(х) ограничены в совокупности на М и 


2) Пи \ фа (4) 14 =0 
т-—со у 
Тогда, какова бы ни была суммируемая функция: }(1), имеем 


Нм \ 1 (2) Ф, (2) 42 =0. 
>С Хх 


Доказательство опускаем, как тривиальное. 
4.31. ТЕОРЕМА 4. Пусть ](1)—суммируемая функция на С и 


в точке у существует 
7 - +0-+/(у-—й 
(у) = В (и+0 о я 
1>0 
Тогда 
Пм [@и„ (у)—/(у)] =0 


Если группа С примарна или является прямой суммой конечного 
числа примарных подгрупп, то 


ша (©, (9) —7 (и) =0 


394 Н. Я. ВИЛЕНКИН 


Доказательство. Так как 


\ Тил (2) 4х = \ Т, (2) 4 =1 
а 


| 


6, (у) = Дуо т, (ди = \ Ито.) 46 
(6. 


[Е 
10, полагая 


Ку++ (9-92) = Ф (у, 0, 


имеем 
6, ()—7 (и) = (т, (04. 
С 
Зададим =>0 и найдем такое 5$, для которого при ЕС, 
[9Ф(у, Й!<.е. Тогда 


ео. фи = у | < Ишь | ФОТ, (д (16) 


й @, Се © аа. 


и, в частности, 


оби 2) Ги (< АР, ОЧЕН Фи) Г, (0 46. (17) 
63 СХ 6, 

В силу 4.25 и 4.26, первый интеграл в (17) не превышает =С при 
любой группе С и первый интеграл в (16) не превышает =С, если 
группа С есть прямая сумма конечного числа примарных подгрупп. 


Вторые же интегралы в (14) и (15), в силу 4.3, 4.28 и 4.29, стре- 
мятся к нулю. Теорема доказана. 


$ 5. Абеолютная еходимоеть рядов по сиетеме Х 


5.1. Теоремы типа Лузина—Данжуа для системы Х не представляют 
интереса, так как |у„|=1. Но можно ввести систему 


Ф= $. (2), $, (2), 9, (2), ...,› Фи (2), Фи (2), . 


к 


где 
Уп (2) = фи (2) - Фа (2), 


и изучать вопросы, связанные с абсолютной сходимостью рядов по 
системе Ф*. Заметим, что система Ф образует полную ортогональную 


1 
систему функций, причем норма ф,„ (5) равна 1 или > в зависимости 


от того, имеет ли место равенство /„(52)=$ф,(х) или нет. Через Ф 
мы будем обозначать пронормированную систему Ф. 
Большинство теорем этого параграфа мы оставим без доказатель- 


ства, так как они доказываются аналогично соответствующим теоре- 
мам о тригонометрических рядах. 


* При этом, разумеется, из элементов у„(2) и У! (2) принимается во внима- 
ние какой-либо один. 
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5.2. Из сходимости ряда 


со 


У! а Фн (2) |+ |6, Фи (2) | 


я=0 


на множестве положительной меры или на множестве второй категории 
следует сходимость ряда 


У [а, |+ 16|. 


п=0 


Как и в случае тригонометрических рядов, обе эти теоремы являются 
следствиями следующей: 
Если ряд 


У чп (2) + б.н (2) 


= (0 


абсолютно сходится на множестве Т, являющемся базисом, то ряд 


314 1+8, | 


п=0 


сходится. 
При этом под базисом группы С подразумевается такое множе- 
ство Т, что любой элемент ЕС может быть записан в виде 


п 
Е ®) з Е ^ 
и.» их, жЕГ, 


=1 
где &.,..., и„—целые числа. 
5.3. Абсолютная сходимость рядов Фурье по 


системе Х. 
Имеет место теорема, в точности совпадающая с теоремой Берн- 
штейна: 


ТЕОРЕМА 5. Если }(51) Е ра, в и С примарна, то ряд © (]) 


абсолютно сходится. 
Доказательство. Отметим, что здесь мы можем рассматривать 
разложения по системе Х. Пусть ДЕ 1ро. Тогда 


[(&- 1) — 1 (=) ^ аул (2) [/. (#) — 1}, 
\ И(&-+) —1@®ИА/-2-=-К-2)]ат= 
а 


=» |4. |, (#) 1 < С [пез (0, 1)". (18) 


п=0 
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Положим в формуле (18), чло ЛЕС, С, 
имеем 


‚ тогда при рой р""—1 


ис 
[к (#) —1[> эт >. 
и ноэтому 
а 


Е 


тп=р® 


Применяя неравенство Шварца, получаем, что 


ра 1 № не 
Е. 
т=фт 


и значит 


У < Хр и а: 


$ 6. Теорема единственности 


6.1. Если комилексные числа 9, %,,..., Я, таковы, что У %.=0, 
те 
то какова бы ни была прямая, проходящая через начало координат, 
по обе ее стороны найдутся числа из ©, 9,,..., 9. Утверждение 
очевидно. 
6.2. Пусть 
Зв 


Яке=Ве В (А=0. 1, 2,.... 2— 
и р— простое число. Тогда, каков бы ни был многочлен 
1 (<) =а,х - а," + Зе ар 21, 


точки / (%,), /(%,),..., /(%,) разделяются любой прямой, проходящей 
через начало координат. 
В самом деле, 


р-1 т 2-1 43 


ы АЕ 2 Раз Ув? лье 
р -1 эфФ-Птй 


р-1 р ый 
@ 18 х е =0, 


а потому наше утверждение рн: из 6.1. 


ТЕОРЕМА 6. Если ряд Уи (+) сходится в нулю в каждой 


п=@ 
точке, то все его коэффициенты равны нулю. 
Имеем 
со т 1 
Хе, +х У ва. 


1=0 п=т, 
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Ноложим а, += 0. Тогда либо Веа, = 0, либо Тт а, = 0. Пусть Веа, > 0. 
Рассмотрим 


ти - 1 р1-- 1 
(у) = я а, (у) = — вул (9). 
п=1 1 


Так как 7, (1) принимает постоянные значения на смежных классах по 
эти: 

С, и эти значения суть е 2: (А=0,1,2,..., р,—1), то по лемме 6.2 

найдется такая точка 7:, для которой Ве /(у,) > 0. Поэтому для всех 

точек 26 у, С, 


о 


Ве [4 У а (2) | > Веа,. 


ЕЙ 


Пусть уже доказано, что для всех точек ЗЕ, -- С: 


ТЕ т 1-1 


Пе [2 ани (2) | > Веч.. 


5=0 п=5 
Рассмотрим 
"Пу: 1 Е т,-1 
& ый -/Ё - 7 
р АЛ (=) Га № т (2) > Ат | п/п (=). 
п=т, ИИ п 0 


Так как при п<т, /,„(2) принимает на у -+С; постоянные значе- 
ния, то 


ту ,1-! Ру! 
и ея У 
п-т К=1 


Й 


где через 6. обозначено 


т,-1 


о @ Лт) п Ин (2). 


п=0 


Так как значения, принимаемыс /т, (2) па + С, суть 


та 


Уиа(ур) "8  (4=0,1,..., ры —1), 
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то, полагая Хш (у) =В, имеем 


тт 1 Ре ты Е 
У (ве ":) 
п=т К=1 


1 


По лемме 6.2, найдется такая точка у..6у-+С, что для всех 
ЗЕ: Са 


т. 1-1 


Ве У, а,/„(2)>0 


п=т, 


т т;,-1 


Ве [«+ У У 4. (2) | > Веа, 


$5=0 п=т. 


Продолжая строить по индукции точки 1:,..., У,»..., найдем, что 


? 


со 
в точке уЕ |] (у, ЕС,) 


$=1 


Ве [+ У а.» (9) ] > Веа, > 0, 


п=1 


что противоречит равенству 


@ Е: ра Чт (у) =0. 


й—1 


со 
Если же а, =0 и а,„-0, то применяем те же рассуждения к ‚рае. 


Поступило 
25. УП. 1946 
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М. УШЕХЕХ. ОХ А СГАЗУ ОЕ СОМРГЕТЕ ОВТНОХОВМАЕ ЗУЗТЕМ$ 
БОММАВУ 


Те С Ъе а созшрась аЪеПав отопр \ИВ Ше зесоп соящаЪИшу ахзош. 
Т® 13 Кпо\п Шар фе шоирНеаМуе свагасбегз оЁ С !огт а сотр!е 
огФопогтла| зузет о{ Рапе10пз оп С. 

ПН С 13 1его-дпяепз1опа1, еп Фе зе оЁ сБагасйегз 15 а рег1о41с епитег- 
аЪ]е афеПап отопр Х. \УМе ог4ег Х ап@ сопз1дег Ше Еоагтог земез МИ 
тезресе ю Х. 

шт $ 2 ме езйтае РичеШее’з Кегпе! ап@ Терезеие’; Гапсйопз оЁ Х. 
\У\Уе ргоуе {Ваь Герезсие’з Гласыопз Г, о’ Ме зубет Х аге сопзвапб. 

ТНЕОВЕМ 1. Г, =0 (шп). 

Г6 15 а!з0 звомп а С, + о(шп). 

т $ Зац ог4ег 18 иигодисеё ш С. \\е дейпе Рапсйопз оЁ Боцпдеа 
уамайоп УВ гезресь $0 15 ог4ег. 

Тье отоир Х Ъешх рег1о41с, 1 сап Ъе гергезеие@ аз Фе зита оЁ ап 
эзсепа1та сваш оЁ ИпЦе зифогопрз 


а 


П т, 13 Це ог4ег оЁ Х,, С, 1$ Фе апп Паюг оЁ Х, апд 


(у) = Ша т, \ 1 (2) ат, 
[оо И 


ТВеп ме Бауе 
ТНЕОВЕМ 2. // } (2) Е Г апа Т(у) е2(5ё5 аё (Ие рот у, еп 


тю та (9) = Я (у), 


«уЙете 8, (у) 1$ Ме п-& рагиа ит ор Ше соггезропйтв Коитег зетёез. 

Уе афег ргоуе Ма И \Фе отопр С 13 ргипагу, Мец а Шеогева 
Во|аз \Ъ1сЬ 13 апа!осоиз 40 фе Птю! —ТГлрзсви и 1е56 оЁ ипИоги соп- 
уегоепсе оЁ Коиглег зеглез. 

Ап апа1осае о! РичеШер’з {Теотет 15 ргоуе4 {ог ГапсЯолз оЁ Фоиид- 
е4 уамайоп. | 

$ 4 4еа18 %ШЬ \е заштаь бу оЁ Коцгег зеглез \УИЪ гезресь №0 Х 
Ъу Ще (С, 1)-шебо@. Ап апа1обие оЁ Рефёг’; \Теогет 13 ргоуе@ {ог фе 


9 


сазе \Ъеге С 15 ргимахгу. 
[м $5 ме 4136155 \е ргоеш оЁ афзойие сопуегвервсе оЁ зевлез 
УИ гезрес6 10 Х. Ап апа!орие ог Вегиже’”з Шеогет 15 ргоуе@ 


$Кегеъу. с 
шт $ 6 ме омаш 


ТНЕОВЕМ 6. Гра земе$ Уа,х, (2) сопоегаез {0 лего ай еъегу рот, 
пй—=0, 


реп а 11$ сое слета; аге зето. 
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\У!е зее Мавр Ш\е ргорегыез о{ Ше зумет Х аге з1шИаг 10 ШМозе оЁ 
Те и1оопошемг1са1 зузет. 

16 15 уоЬ пойсте Маб, аз Егеидеп\Ъа| Ваз зВо\и, суегу сошрасе. 
5гоир сап ре шарре@ 11 а теазиге-ргезегутх шаппег опёо Фе зепшепь 
[0, 1]. Тьегегоге а! Фе гези!з оЁ опг рарег шау Ъе сопз14еге аз &Ъео- 
гешз сопсегпли зузбетз оЁ ог Ъогопа] Гацеопз оЁ а геа] уаглае {Ъав 
Гог рег1од1с этопрз \ИВ гезресё 10 Ше шиирНсайоп. ш рагыешаг, 
а чей Кпо\п зубет сопз14егед Ъу Ууа15В 13 а рагЫса]аг сазе 0 омг 


со 
зуетз: С =5Т,, хНеге Г, аге сусИс ягоирз о{ Ме зесоп@ ог4ег. 
п=1 


Советский народ отмечает тридцатую годовщину Великой Октябрь- 
ской Социалистической революции. 

Тридцать лет назад рабочий класс России в союзе с кре- 
стьянством совершил под руководством коммунистической партии и ее 
гениальных вождей, Ленина и Сталина, величайшую в истории чело- 
зечества революцию. Эта революция коснулась всех сторон жизни — 
политической, социальной, экономической, культурной, ‘бытовой 
и полностью изменила лицо нашей родины. 

Созданный в результате революции Союз Советских Социалисти- 
ческих республик за истекшие голы вырос и окреп. Если в начале 
революции многие подвергали сомнению жизне,пособность первого 
в мире социалистического государства рабочих и крестьян, то в настоя- 
цее время все убедились в том, что Советский Союз стал величайшей 
лировой державой, привлекающей к себе взоры всего передового чело- 
‚ечества. 

В результате грандиозных работ, выполненных во время сталинских 
пятилеток, в нашей стране построено социалистическое общество. Это 
дало возможность Советскому Союзу выдержать жесточайшие испыта- 
ния во время Реликой Отечественной войны против немецких фашистов. 

После победоносного окончания войны перед нашей страной встали 
новые задачи хозяйственного и культурного строительства. Пятилетний 
план восстановления и развития народного хозяйства СССР на 
1946 — 1950 гг. предусматривает не только восстановление разрушен- 
чого в военное время, но и дальнейшее хозяйственное и культурное 
развитие страны. 

В связи с этим перед советской наукой встают ответственные 
задачи. Р законе о пятилетнем плане, принятом на первой сессии 
Зерховного Совета СССР 18 марта 1946 года (п. 3 раздела П), указы- 
вается, что необходимо «обеспечить дальнейший технический прогресс 
во всех отраслях народного хозяйства СССР, как условие мощного 
подъема производства и повышения производительности труда, для 
чего необходимо не только догнать, но и превзойти в ближайшее время 
достижения науки за пределами СССР». 

Математика всегда занимала почетное место в советской науке, 
пля развития которой партия и правительство создали исключительно 
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благоприятные условия. Исследования по математике, проведенные за 
время существования советской власти, отличаются большой разносто- 
ронностью, глубиной и силой разрабатываемых методов, решением 
весьма трудных проблем, стоящих перед наукой. Советские ученые 
разрабатывают не только теоретические разделы математики, но и те 
разделы, которые непосредственно связаны с приложениями к естество- 
знанию и технике. 

При всех имеющихся у нас достижениях в развитии математики 
следует, однако,; помнить, что советским математикам необходимо для 
решения задач, поставленных перед наукой в СССР, еще многое сде- 
лать. Нельзя сомневаться в том, что математики Советского Союза, 
считающие делом своей чести активно участвовать в развитии науки 
своей социалистической родины, сделают все возможное для дальней- 
шего хозяйственного и культурного роста нашей страны в наступающем 
четвертом десятилетии существования Советского государства. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 


11 (1947), 403—410 


Н. Н. ЛУЗИН 
0 ЧАСТЯХ НАТУРАЛЬНО! 0 РЯДА 


В работе даются доказательства предложений, формулировки кото- 
рых были опубликованы в 1943 г. в Докладах Академии Наук СССР (*). 
Обозначения. Натуральный ряд чисел 1,2,3,4,... обозна- 
чаем буквой Я. Остаток т- 1, т-+ 2, т- 3, т-+ 4, ... натурального 
ряда, где тр— целое неотрицательное число, обозначаем через В». 
Рассматриваем различные части Е натурального ряда. Если 
Е — пустая часть, пишем обычмое равенство Е=0. Если ЕЁ — конечная 
часть, пишем символическое равенство ЕЁ =0, обозначая для непустой 


ЕЁ через Е наибольший из ее элементов; для пустой Ё мы полагаем 


Е=0. Ясно, что при ЕЁ =т мы имеем на остатке В„ равенство Е = 0. 

Преимущественно, здесь рассматриваются бесконечные части нату- 
рального ряда. Если две части Е и @ тождественны, пишем обычное 
равенство Е = ©. Если они отличаются, одна от другой, лишь конечным 
числом элементов, пишем символическое равенство Ё ==. Если каж- 
дый элемент части Ё входит в ©, пишем обычное неравенство Ё - 6. 
Если же всякий элемент части Ё, за возможным, но не обязательным, 
исключением конечного числа их, входит в @, пишем символическое 
неравенство Е -3 ©. Две части Е и @ называются взаимно ортогональ- 
ными, когда для их произведения имеем Еф ==0. Символическое не- 
равенство Ё -2 @, очевидно, эквивалентно взаимной ортогональности 
Е и дополнения СФ части ©, т. е. отношению Е .Сф==0. Ясно, что 
при Ё -Сф=т имеем на остатке П„ обычное неравенство Ё < $, при- 
тем такой остаток уже нельзя расширить путем уменьшения числа т. 

Два какие-нибудь множества 9={Е} и \ = {©}, составленные из 
частей Е и © натурального ряда, называются ортогональными одно 
к другому (вообще: неравномерно), если все их элементы ЕиФ 
взаимно ортогональны, т. е. если имеем всегда Ё . © =0. В этом слу- 
чае мы пишем 3} - Ж==0. 

Если для множеств }}={Е} и %=-(0} имеем отношение Е 3 © 
между всякими двумя их элементами, мы пишем 9% -> %. Если Ъ состоит 
из единственной бесконечной части Н натурального ряда, тогда соот- 
ношение 9} -2 Н эквивалентно системе всех соотношений ЕН, где 
Е пробегает все элементы множества 9}. В этом случае Н называется 
покрышкою множества 9. 

Два множества 9% {Е} и % {$} называются отделимыми друг от 
друга, если у них имеются покрышки без общего элемента, т. е. когда 


имеем одновременно 9} 2 Н, *2КиН. К=0. 


1.04 Н. Н. ЛУЗИН 


Прямое предложение: если мноэжества 3} и Х отделимы друг от 
друга, они ортогональны одно к другому, т. е. $ : Ж==0— является 
вполне тривиальным. 

Обратный вопрос: всякие ли два взаимно ортогональные мно- 
ожсества 9} и %, Ж:\==0 отделимы друг от друга? — требует внви- 
мательного анализа. 

ТЕОРЕМА П. дю БУА РЕЙМОНДА. Если оба взаимно ортогональ- 
ные множества д ={Е} и %= {6} счетные, то они наверное отделимы 
друг от друга. 

Доказательство. Имеем 3 ={Е,. Ё,, ..., Вр» ...} и 
УХ = {Ф,, ф.› ---, бе --.}Ь где всегда Е. ф.==0. Обозначим через 
ф (Е) наибольшее из Ё* чисел Е бо’ где 1 <р<ки1< <. Мы полагаем 

Н =— Е, Ве) Е.В (2) = ... + Е Во) -- ...у 
К =6.Веа) + 6.Веф +...  бкЙю + ... 


Очевидно, что Ж-2ЗН и Ж-К. Остается доказать, что 
Н.К=0. Общий элемент е покрышек Н и К должен войти в про- 
изведение Ё„АрфаВе(а). Обозначим через К наибольшее из двух чисел 
р и 9. Ясно, что Вер) + Ва =Вою. С другой стороны, очевидно, что 
е< $ (Ё) и, значит, е не может войти в Нок). Полученное противоречие 
доказывает равенство Н : К =0, т. е. отделимость 5} и %, что и тре- 
бовалось доказать. 

Внутренне ортогональные множества. Это назва- 
ние мы даем множеству 3 ={Е}, неважно какой мощности, 
бесконечных частей Е натурального ряда, взаимно ортогональных между 
собою, т. е. когда имеем Ё’. Е" ==0 для любых двух различных эле- 
ментов Е’и Е” множества $}. 

Такое $ ={ЁЕ} называется полным, если не существует никакой 
бесконечной части @ натурального ряда, ортогональной ко всем эле- 
ментам Е множества $}. Неполное $} всегда может быть пополнено 
новым ортогональным элементом ©. 

Конечное внутренне ортогональное множество $} может оказаться 
полным, например, $ ={Е, СЕ}. Но счетное внутренне ортогональное 
множество 3} ={Е,, Ё,,..., Ех, ...} никогда не может быть полным. 
Чтобы видеть это, введем важное определение: 

Бесконечная часть © натурального ряда называется соприкасающейся 
к последовательности Ё,, Е,, ..., Е,, ... каких-нибудь бесконечных 
частей натурального ряда, если, во-первых, она ортогональна к каждой 
из них, т. е. Е, © ==0, и если, в0-вторых, Е @—> +® при возраста- 
нии К. 

ТЕОРЕМА КАНТОРА. Всякая последовательность Е‚, Б,,..., Ев... 
попарно ортогональных бесконечных частей натурального ряда допу- 
скает соприкасающуюся к ней бесконечную часть & натурального ряда. 


Доказательство. Обозначим через х() наибольшее из 
К (К—1) —— 
—5 чисел В, где 1< р<49<Ё. Ясно, что на осъатке Ак) части 
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Е‚, Е.,..., Е, не имеют, попарно, общего элемента. Нужная нам 
часть ф = {е,,е,,...,е,,...} строится так: е, есть первый элемент 
части Е; е, есть первый элемент части Ё,‚, принадлежащий остатку 
Вок и больший чем е,_.. 

Из этого построения части @ следует, что для каждого фиксиро- 
ванного й имеем Е, @==0, Е ф=е,, и что поэтому Е, @ —>-[ °°, когда 
К возрастает, что и требовалось доказать. 

Трансфинитное повторное применение теоремы Кантора дает вполне 
упорядоченную последовательность типа @ попарно ортогональных 
бесконечных частей натурального ряда 


ВИ Я НО МООИ 


и притом такую, что всякий ее член Е„ есть бесконечная часть нату- 
рального ряда, соприкасающаяся к сегменту этой последовательности 
{Ез}, В < <, отсекаемому членом Е». Иначе говоря, мы имеем Ё«-Ез==0 
при любых а Ви Е.Е. —> -- © для всякого фиксированного « и при 
переменном В, В «а. 

Два неотделимые взаимно ортогональные множе- 
ства, каждое мощности алэф-один. Чтобы иметь такие мно- 
жества 3} и % возьмем две какие-нибудь последовательности типэ © 
возрастающих индексов 

м о 
И О |2, 
соблюдая лишь ту предосторожность, чтобы в них обеих не содержался 
один и тот же индекс. 

Мы полагаем {={Е.„} и Ж = {Еь,}. Ясно, что имеем взаимную 
ортогональность $ и %, 3$. %==0. Мы теперь утверждаем неотдели- 
мость 3 и % друг от друга. 

В самом деле, пусть Н есть какая-нибудь покрышка для 3}, 3% 2 Н. 
Имеем Е,, 2 Н при всяком а, о < 9. 

Значит, Е,, : СН=0 и символ Е, -СН всегда есть число нату- 
ральное (или нуль). Поэтому существует такой фиксированный транс- 
финитный индекс / и такое фиксированное натуральное число р, что 
равенство Ё,„- СН =р справедливо для бесконечно многих индексов &, 
меньших чем ^, “< ^. 

С другой стороны, является очевидным существование такого 
фиксированного трансфинитного индекса 1, чтобы было удовлетворено 
неравенство \› < 8,. Мы теперь утверждаем, что никакой элемент Езз 
множества % не может быть ортогональным к покрышке Н; когда В > в. 

В самом деле, возьмем фиксированное В, В > р, и предположим, что 
.. Езз= 0. Тогда символ Н.Е’ =9 есть число натуральное. Пусть 
"т— наибольшее из двух чисел р и 9. Ясно, что на остатке АЯ», нату- 
рального ряда мы имеем Е < СН и, в то же самое время, Е; <Н 
для бесконечно многих «а, <). Но очевидно имеем |. <<< 5. 
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Отсюда на фиксированном остатке. А „ части Ву, и Е», не имеют общего 


элемента и; значит, имеем ЁР.„: Е, <т. Но это противоречит требова- 
нию иметь Е’, - Е, —>- со при переменном а, {а < бз. 


Теперь, если бы $} и %Х были отделимы друг от друга какими-ни- 
будь покрышками Я и К, 2Н, ЖК, Н.К=0, то, приняв во 
внимание, что $ ={Р} и Ж= {Ез,}, мы должны были бы иметь 
Е, ЗК и, значит, Н. Еъ=0 при всяком В, что, как мы видели, 
невозможно уже при В> в, где в-—фиксированное число, что и тре- 
бовалось доказать. 

Как резюме полученного, мы имеем: 

4. Всякие два счетные взаимно ортогональные множества 3} и % 
всегда отделимы. 

2. Имеются пары взаимно ортогональных множеств 3} и %, каж- 
дое мощности алэф-один, которые наверное неотделимы друг от друга. 

Естественно возникает вопрос о важном смешанном случае: 

ПРОБЛЕМА Т. Установить отделимость или найти примеры 
неотделимости друг от друга двух взаимно ортогональных множеств 
3% и Ж, одно из которых счетное, а другое — мощности алэф-один. 

Монотонные трансфинитные последовательности. 
Последовательность: бесконечных частей натурального ряда 

О (1) 
называется возрастающей, если имеем Е. Е; при «<В. Она назы- 
вается существенно возрастающей, когда имеется фиксированная грань 
^, «9, за которой нельзя встретить соотношения Е«==Ёз для 
Х «< В. Аналогичные определения имеем для убывающих и суще- 
ственно убывающих последовательностей. Возрастающие и убывающие 
последовательности носят объединяющее их название монотонных 
последовательностей. 

Последовательность называется стационарной, когда за фиксиро- 
ванной гранью /) всегда имеем соотношение Ев =Ёз при ^ << В. 

Всякая возрастающая нестационарная последовательность (1) 
содержит в себе существенно возрастающую трансфинитиую последо- 
вательность. . 

Это замечание вполне тривиально, ибо достаточно удалить из 
последовательности (1) все интервалы стационарности, внутри 
„каждого из которых имеем Ё.=Ё;, оставив неудаленным один лишь 
левый конец каждого из них; оставшиеся члены образуют, очевидно, 
‘существенно возрастающую последовательность типа 9. 

Имеются существенно возрастающие трансфинитные последова- 
тельности. 

В целях лишь ускорения изложения (и не в порядке метода) мы 
прибегаем к геометрическим образам. Возьмем какую-нибудь трансфи- 
нитную последовательность 


О смо 


* 
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арифметических функций П. дю Буа Реймонда натурального аргумента п, 
т. е. такую, что {(п) есть натуральное число при всяком а и 
[в (п) — ]* (п) > - сэ, если а < В, когда п безгранично возрастает. На пло- 
скости ХОТ мы наносим кривую у=} (2) и нумеруем натуральными 
числами 1, 2, 3,4, ... все точки М (5х, у) плоскости ХОУ, имеющие 
координаты х, у, равные чатуральным числам. Наконец, обозначаем 
через Е» ту часть натурального ряда В, которая соответствует точкам 
М (х, у), лежащим ниже кривой у== [м (1). 
Ясно, что трансфинитная последовательность частей ряда 


В о На — (2) 


есть существенно возрастающая, что и требовалось доказать. 

Отделимые встречные трансфинитныеве последова- 
тельности. Если мы возьмем две какие-нибудь бесконечные части 
Н и К натурального ряда, не имеющие общего элемента, Н.К =0, 
и установим взаимно однозначное соответствие сначала между элемен- 
тами натурального ряда В и элементами части Н, а потом между 
элементами ряда А и части К, то в этом случае трансфинитная после- 
довательность (2) порождает сразу две встречные существенно возра- 
стающие последовательности типа 98 


О а 
Фес, = ФО 


отделимые друг от друга покрышками Н и К, ибо их члены Ед и © 
удовлетворяют соотношениям 


ВН Ен НЕ 50. 


Поэтому мы имеем Ех - @з==0, а < 8 и В < 9 любые, и, следовательно, 
наши встречные отделимые последовательности взаимно ортогональны. 

Неотделимые встречные взаимно ортогональные 
последовательности. Чтобы иметь их, достаточно иредположить, 
что всякий член @. правой последовательности есть бесконечная часть 
натурального ряда, соприкасающаяся к соответствующему сегменту 
{Ел}, а <В, левой. Мы утверждаем, что две такие встречные возра- 
стающие последовательности заведомо неотделимы одна от другой. 

В самом деле, пусть Н— какая-нибудь покрышка для левой 
последовательности, Е. -2 Н, а < ® — любое. Поэтому Ех + СН ==0 и, зна- 
чит, имеются фиксированные: трансфинитный индекс ^ и натуральное 
число р такие, что уравнение Е, СН =р удовлетворено для беско- 
нечно многих и, “< ^. 

Значит, на остатке А, имеем Е <Н для всех таких о. С другой 
стороны, соотношение @зН ==0 невозможно для В>^. Действительно, 
если бы оно осуществилось, мы бы имели @зН = 9, где 4—натуральное. 
Значит, на остатке В. имели бы ©, <СН. Обозначая через т наиболь- 
шее из двух чисел ри 4, на остатке А„ мы имели бы Есофз =0, 


т. е. Ё«6з:<т для бесконечно многих а, меньших фиксированногу 
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В, «В. ДА это невозможно, ибо свойство соприкосновения части ©з 
к сегменту {Е„}, «< В, требует, чтобы Е«©.—> + со при переменном а. 

Итак, покрышка Н для левой последовательности и всякая часть 
@» В, правой имеют бесконечно много общих элементов, что несо- 
вместимо с наличием отделяющей покрышки К для правой последо- 
вательности, что и требовалось доказать. 

Итак, все сводится к построению встречных трансфивитных после- 
довательностей со свойством соприкосновения каждой части [< правой 
к соответствующему сегменту {ЁЕ„}, « <В, левой. 

Предположим, что мы получили два встречных взаимно ортого- 
нальных вполне упорядоченных множества типа в: 


ВЕ, 3:1: 82: |. СФ: ЗЕЕ (3) 


имеющие нужные свойства: 

1° Ез @.=0 для В 5аиу<а, 

2° ©. соприкасается к сегменту {Ез}, В<у. 

Докажем, что можно продолжить построение, определив члены Ё. 
и ©. с сохранением свойств 1° и 2°. Предстоит рассмотреть два 
случая. 

Число х непредельное: & = а* -- 1. Применение теоремы 
П. дю Буа Реймонда дает покрышки Ни К такие, что Е. < ИП, 
6. ЗК, Н.К=0 при любых В < хита. В этом случае мы просто 
полагаем ЕЁ. =Н и @.=К, ибо ясно, что К соприкасается ко всему 
левому множеству (3). 

Число & предельное: а, <о,<... <&,<..., а,“ при 
у—> -- со. Сохраняя те же покрышки П. дю Буа Реймонда Н и К, 
обозначим черёз В, совокупность индексов В, для которых `ЕзК =у, 
где В<а. Если В, при всяком натуральном у есть конечное множе- 
ство, К соприкасается ко всему левому множеству и мы, попрежнему, 
полагаем Е. =Н и ф.=К. Если для фиксированного у множество В, 
бесконечно, оно, очевидно, имеет тип ® и конфинально числу о. 
В этом случае, уничтожая в В, индексы В, меньшие чем &«, мы обо- 
значаем совокупность удержанных в `В, индексов В через Ву и со- 
ставляем сумму В*=В!-- В+... +В$-+ ... Ясно, что В” имеет 
тии ® и конфинально числу ©. Следовательно, можно написать 
В* = {81, В№,..., Вь,...}, где все Вх расположены в возрастающем по- 
рядке. Значит, имеем Е, < Е. < Я <—..., причем эту по- 


следовательность всегда можно предполагать существенно возрастаю- 
щей, ибо таковым мы можем предполагать все левое множество (3). 


Это означает, что в Е в» входит бесконечно много элементов, не входя- 
к 


щих в предыдущую часть Е,» . Отсюда следует, что всегда можно 
К-1 


определить такую бесконечную часть ЕЁ” натурального ряда, 
Е* ={е1, е:,..., ек,...}, элементы еф которой расположены в возра- 


стающем порядке, причем ек входит в часть Е» и заведомо не вхо- 
Е . 
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дит ни в одну из предыдущих частей Е, Е», зу Ве В этих 
1 2 


условиях ясно, что имеем Е . Е*=е для всякого (. Очевидно, что 


найденная бесконечная часть ЕЁ” натурального ряда ортогональна ко 
всякому элементу Е,, Ва, левого множества (3). Поэтому, вынув 
из Н все элементы части Е*, т. е. составив разность Е, = НЫ— Е*, мы 
убеждаемся в том, что ЕЁ. ЗЕ., В <а, причем мы не можем иметь 
Ев=Ео.. Ясно, далее, что, присоединив к покрышке К все элементы 
части Е*, т.е. составив сумму ©. =К-Н Е", мы имеем ©. = @- 1<а, 
причем соотношение ф.== у невозможно. ев мы имеем Е. -@.=0, 
откуда Ел: ©. =0, 1<а, и Еф. =0, В<а. 

Наконец, неравенство Ёз: @. > Е К показывает, что имеем 
Ев ф.—>- < при В переменном, но остающемся меньше некоторого 


фиксированного В, «а. А неравенство Е. + "бе > Е. Е Е” = ех, где 


ек —> - со, когда Ё безгранично возрастает, ЕН что, приняв 


в0 внимание самое определение части Е*, имеем и со при вся- 
ком возрастании переменного индекса В и стремлении его к пределу х. 
Отсюда мы заключаем, что ф. соприкасается ко всему левому множе- 
ству (3), и что поэтому построенные Ё. и ф. пополняют наши встреч- 
ные вполне упорядоченные множества (3), продолжая их при сохра- 
нении нужных нам свойств 1°и 2°, что и требовалось доказать. 

Как резюме изложенного, мы имеем: 

3. Всякие две встречные существенно возрастающие и взаимно орто- 
гональные последовательности прямого и обратного типов ® и ®* всегда 
отделимы друг от друга. 

4, Имеются пары встречных существенно возрастающих и взаимно 
ортогональных последовательностей прямого и обратного типов 8 и 9*, 
которые заведомо неотделимы друг от друга. 

Таким образом, и здесь проявляется давно известный математи- 
ческому анализу феномен Пифагора, состоящий в невозможности вста- 
вить между двумя, идущими навстречу друг другу, специально подобран- 
ными последовательностями рациональных точек, рациональную точку. 

Если мы будем называть реальной точкой все бесконечные 
части Е’, Е”,... натурального ряда, конгруентные друг другу, т. е 
Е’ = Е"==..., то на построенной таким образом трансфинитной пря- 
мой (при отбрасывании, реальных точек, не помещающихся на ней) 
наблюдается тот же самый феномен Пифагора «трансфинит- 
ной иррациональности». 

Далее, естественно возникают следующие важные проблемы. 

ПРОБЛЕМА П. Установить отделимость или найти примеры 
неотделимости друг от друга двух встречных существенно возрастаю- 
цих и взаимно ортогональных последовательностей прямого и обрат- 
ного типов ® и 9* (или В и о"). 

ПРОБЛЕМА Ш. Установить (или опровергнуть) существование 
двух встречных существенно возрастающих и взаимно ортогональных 
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последовательностей прямого и обратного типов 8 и 9* таких, что 
между ними можно вставить лилиь одну реальную точку. 

Наконец, наиболее интересная из всех проблем: 

ПРОБЛЕМА ГУ. Установить (или опровергнуть) наличие такой 
существенно убывающей последовательности бесконечных частей на- 
турального ряда 


И И 


которая не допускает никакой бесконечной части Е натурального ряда, 
удовлетворяющей соотношению Е.„5>Е при всяком в, «< 9. 

Все эти проблемы, представляющие собою дериваты континуум- 
проблемы, по нашему убеждению, не могут иметь решения при суще- 
ствующих взглядах на трансфинитное и натуральный ряд чисел. 

Примечание. Изложенное выше не следует рассматривать как 
желание приблизиться к конструктивному решению континуум-про- 
блемы. Многое в этом отношении можно было бы сказать, но здесь мы 
ограничимся лишь несколькими тезисами. Континуум- проблема утра 
тила научное значение еще задолго до последних изысканий о непро- 
тиворечивости континуум-гипотезы, стоящих, по справедливому заме- 
чанию Адамара, более на почве физиологии мозга, чем на почве мате- 
матики. Континуум-проблема переросла в вопрос первой важности: 
как еозможен натуральный ряд чисел? 

Автор держится русла идей Пуанкаре и Бореля, стремившихся 
отрицать актуальную бесконечность во всех ее видах. К сожалению, 
Пуанкаре под влиянием доктрины Канта о синтетических суждениях 
.4 рог: в арифметике, повидимому, колебалея совсем отказать нату- 
ральному ряду в актуальной бесконечности, —то, от чего свободен 
Борель, рассматривающий: трансфинитное и все затруднения с ним, 
как дериват гипотезы актуальной бесконечности натурального ряда. 

В этом русле идей для нас теперь безразлично употребление или 
неупотребление аксиомы Цермело — различение, поведшееся от Лебега. 
Близость в арифметике той реформы, которую выполнил Лобачевский 
в геометрии, зависит от проницательности мыслителей, становящихся 
на этот путь, а также} по справедливому замечанию акад. И. П. Пав- 
лова, от смелости их концепций. 

Эти размышления —я не имею необходимости об этом говорить — 
складывались у меня постепенно и прямое' действие на них имели 
‚личные беседы с Вацлавом Константиновичем Серпинским и с проф. 


Владимиром Семеновичем Федоровым *. 
Поступило 
2. У1.1947 
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вопросам с И. В. Поповым и указания на письма, присланные мне по поводу 
ятроблемы Г И. М. Максимовым. 
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УНИТАРНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ ЛОРЕНЦА 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе находятся все унитарные неприводимые представления 
унимодулярной комплексной группы второго порядка, локально изо- 
морфной группе Лоренца. 

Доказывается, что всякое унитарное представление разлагается 
на найденные неприводимые. 

Символика и методы доказательств подобравы по возможности 
так, чтобы они поддавались перенесению на комплексные полупро- 
стые группы Ли. 


Конечномерные представления группы Лоренца хорошо известны 
и широко используются в различных вопросах геометрии и физики. 
Все такие конечномерные представления сводятся, как известно, к тен- 
зорным и спинорным представлениям. 

Вопрос о нахождении всех бесконечномерных унитарных предста- 
влений группы Лоренца до сих пор оставался открытым. 

В данной работе находятся все унитарные бесконечномерные 
представления группы ФЛоренца*. Окончательный результат полу- 
чается в виде простых формул [см. $ 5; формулы (56), (65) и $ 8, 
формулы (187), (188])]. 

Обращение с полученными величинами не сложнее, а в некотором 
отношении проще, чем с конечномерными спинорными представле- 
ниями. 

Доказывается также, что всякое унитарное представление группы 
Лоренца разлагается на найденные нами неприводимые; таким образом, 
знание неприводимых представлений дает полное описание всех уни- 
тарных представлений группы Лоренца **. 

Далее, регулярное представление разлагается на неприводимые. 
При этом обнаруживается следующее: в отличие от компактных и 


* Краткое изложение основных результатов работы было дано в (3). 

** В появившейся недавно работе Дирака (!) указаны некоторые унитарные 
представления группы Лоренца. Они, как показали авторы, приводимы и раз- 
лагаются на неприводимые с п=0 или р=0 (в обозначениях данной работы; 


см, $$5и 8). 
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коммутативных групп, при разложении регулярного представления мы 
получаем не все неприводимые представления, а лишь продотавления 
так называемой «основной серии». Это обстоятельство не связано 
с осложнениями теоретико-множественного характера и является 
вполне «классическим». Мы получаем при этом аналог теоремы План- 
шереля ($ 7). 

При наших представлениях каждому элементу © группы Лоренца 
соответствует унитарное преобразование И, в бесконечномерном про- 
странстве, которое в обычном смысле не имеет следа. Однако опера- 


тор | бич (2), где О— компактное множество, уже имеет след. Ис- 


9 
ходя из этого, можно приписать след операторам т. и тем самым вве- 


сти характеры представления [$ 6, формула (94)]. 

Формулы теории представлений отличаются обычно большим изя- 
ществом. Поэтому авторы старались не ограничиваться доказатель- 
ствами существования и доводили каждый результат до окончатель- 
ной формулы. 

Разработанные здесь методы поддаются перенесению на произ- 
вольные комплексные полупростые группы Ли. 

Вместо группы Лоренца мы рассматриваем, далее, группу С ком- 
плексных матриц второго порядка с детерминантом 1. Группа Лоренца 
локально изоморфна ей, так что, найдя все представления группы С, 
мы тем самым найдем все представления группы Лоренца. 


$ 1. Некоторые подгруппы группы С 


Во всей этой статье существенную роль будут играть некоторые 
подгруппы группы С. Именно, представления С мы будем строить 
в виде операторов в пространстве функций классов смежности группы С 
по некоторым ее подгруппам. 


1. Подгруппа К. Обозначим через К совокупность всех мат- 
риц №ЕС вида 
а не (1) 
0 Ки” 


Очевидно, К — подгруппа С. Так как определитель такой матрицы 
равен Ё,.№,,, то 


ЕК, =4. (2) 


Таким образом, элемент А определяется двумя независимыми ком- 
плексными параметрами, например, Ё,, и К,.. Левый сдвиг А-—>К’Ё 
сводится к преобразованию 


К, , => А оба Е Ао, 3 
К, == Каз ( ) 


этих параметров, определитель которого равен А,.й,, =1. 


УНИТАРНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ ЛОРЕНЦА 413 


Положим 
Ки. ь; Ри. -Н 2, ,; 


тогда (3) сводится к линейному преобразованию переменных изд, ор, 
якобиан которого равен квадрату модуля определителя преобразова- 
ния (3), т. е. равен единице. 

Отсюда следует, что лево-инвариантная мера в К задается 


равенством 
ар, () = аи, , Чо, аи», о». (4) 


Совершенно аналогично, правый сдвиг К—> АК’ есть линейное пре- 
образсвание 
ый, РА ь 
йа — АЗК, ( 


переменных №,,, А,, с определителем А=А,,. Отсюда для право-инва- 
риантной меры в К получаем: 


ар, (Е) — | Аа 1 в Чо, Чи,, И (6) 
Введем обозначение 
__ ав (К) 
ВСЮ а, (7) 


Тогда, в силу (4) и (6), т 
.. (8) 


Отсюда и из (3) и (5) следует, что 


В (,А,) =В(®,) В (®,). (9) 


2. Подгруппа Н. Обозначим через МН совокупность всех 
матриц # из С вида 


а а (10) 


т Па 
Очевидно, Н есть подгруппа С. Кроме того, как и выше, 
ИА = (11) 


Подгруппу НЯ можно получить из К следующим образом. Обозначим 


ро 
1 


Нв Ки Кв ПН. Отсюда, полагая 


через $ матрицу ол Тогда автоморфизм #—>5$\2$ переводит 


Ти РН, йь=и НЕ, 
получим следующие выражевия для дифференциалов лево- и право- 
инвариантной меры в Я: 
а (1) 5 Й “аи. „Чо „Чи», Чо,» ь, (12) 
Ч, (#) =аи ао, аи ас. (13) 
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Таким образом, 


ан (В) Пр | 4 
О 9 ( 4) 


3. Подгруппа 2. Обозначим через 2 совокупность матриц 2 вида* 
го 45 
я Г ре ый 


Очевидно, 7 — подгруппа ИН; умножение матриц 2,, 2, сводится к сло- 
жению параметров 2, и 2,, следовательно, 2 коммутативна, именно, 
изоморфна аддитивной группе комплексных чисел. Отсюда следует, 
что при 2=х2--й/ инвариантная мера в 6 определяется равенством 


4ь, (2) =азхау. (16) 


4. Подгруппа 2. Обозначим через Й совокупность всех матриц * 


вида 
арм (17) 


Очевидно, 7 — подгруппа К. Кроме того, очевидно, что Й также изо- 
морфна аддитивной группе комплексных чисел. Отсюда следует, что 
при (=Ё-- м инвариантная мера в А определяется равенством 


аъ (<) = а 9. (18) 


5. Подгруппа Р. Обозначим через О совокупность всех диаго- 
нальных матриц группы С, т. е. всех матриц 8 вида 


1 
,- [2 (19) 


Очевидно, д =КГН. Группа О изоморфна мультипликативной группе 
комплексных чисел. 


Положим \^=с-“. В силу только что сказанного, инвариавтная. 


мера в Д определяется равенством 


ар ® =. (20) 


$ 2. Некоторые соотношения между группой С и подгрунппами 
НА 


В дальнейшем нам понадобятся некоторые теоремы о представле- 
нии элементов С в гиде произведения элементов рассмотренных нами: 
подгрупп. Эти теоремы окажутся полезными при изучении классов 
смежности С по этим подгруппам. 


* В дальнейшем мы будем обозначать одной и той же буквой 2 элемент 
группы 7 и комплексный параметр, определяющий этот элемент. Это, однако, 
никогда не приведет к недоразумению. Аналогичную оговорку следует сделать 
и в отношении введенной ниже группы (. 
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мт 


Г. Всякий элемент можно представить, и притом единственным 
образом, в виде 


Е=аС, (21). 
а также в виде 


Аба. (22). 


В самом деле, в силу (1), (17) и (19), равенство (24) эквивалентно 
равенствам 
Аа, бы =А, (23) 


из которых однозначно определяются ^ и (С. 
Аналогично, равенство (22) эквивалентно равенствам 


№, = №6, К, = ^, (24) 


из которых также однозначно определяются Л и 6. 
Совершенно аналогично: 
П. Всякий элемент № можно представить, и притом единственным 
образом, в виде 
А = 05, (25) 
а такоке в виде 


й.=28, (26) 


Ш. Всякий элемент в, удовлетворяющий условию в,, 0, можно 
представить, и притом единственным образом, в виде 


&=Аз, (27) 


а также в виде 
В = СИ. (28) 


Действительно, в’силу (1) и (15), равенство (27) эквивалентно равен- 
ствам 


Ва == Ёь» 8:1 == №, ›2, Ва = №3 (29) 


из которых однозначно определяются К,,, {,, и 2. Кроме того, так как 
К,, 0, то, в силу '(29), условие &,, 0 является необходимым для 
возможности представления (27). 

Аналогично доказывается (28). 

Совокупность элементов &, не представимых в виде (27) и (28), 
образует в С многообразие 2,,=0 низшей размерности, следовательно, 
меры нуль по отношению к инвариантной мере в С. 

ГУ. Всякий элемент в с различными собственными значениями 
№,, ^, (0.^, =4) и удовлетворяющий условию в, += 0 можно представить 
в виде 

8=2 "2, (30) 


причем К. =^,, №, =)^.. При заданном порядке чисел №, ^, числа 2 и т 
определяются равенством (30) однозначно. 
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Пусть #= || 2ра || — матрица, удовлетворяющая условию 
^, 0 
2—8. б=[ о! . 31 


Это условие эквивалентно равенствам 


7 р151а ыЕ Фр›8эа = ^ртра (р, 9 = ь 2), (32) 


которые при фиксированном р определяют 1„., 7», с точностью до 
множителя. При р=9==2 получаем 


2.1812 аЕ Т.> (Е„.— ^,) =. 


Если т,, =0, то, в силу 8,, +0, должно также быть х,, =0. Поэтому 
для нетривиального решения х,, = 0. 
В силу Ш матрицу х можно представить в виде х=#,2; тогда, 
в силу (31), 
О А 
и, очевидно, 
К, =^,, К, =^.. 


При заданном порядке ^,,^, из равенств `(30), (1) и (15) следует, что 
К, = ва», — 2#,, + Ё,, = В *. 


Эти равенства определяют А,, и 2 единственным образом. 
Итак, имеется два различных представления (30), которые соответ- 
ствуют двум перостановкам собственных значений /,, ^, матрицы С. 


$ 3. Соотношения между иятегралами по С и по подгруппам 


т АДНЕ 


Результаты $ Ти 2 дают возможность сводить интегрирование 
по группе к повторному интегрированию по подгруппам. 

1. Пусть }(®) — суммируемая функция на К. В силу (21), мы можем 
писать } (К) =} (80) и рассматривать } как функцию от 8 и 6. 

Далее, в силу (4), 


(в) ан (® = \ ® ди, ао, ди,, д... (33) 
С другой стороны, равенство А = 85 эквивалентно равенствам 
й 
К =, К, =. (34) 


Комплексный якобиан преобразования (34) от переменных К,., А., к пере- 


менным (и ^ равен - . Но (34) определяет преобразование в (33) от 


переменных и, 0; к Ё 1, си х, якобиан которого равен квадрату 
модуля комплексного якобиана. Таким образом, в силу (18) и (20), 
равенство (33) можно переписать в виде 
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Уи вы (® = 169 44 © 4»). (35) 
Совершенно аналогично, 

| (од ь, (в) = ЦА АС) Ч (< 4»), (36) 

(дав (в) = Ц (82) 4ь (а) ав @), (37) 

\ (6) ав. (в) = А (ав) а (2) 4» (8). (38) 


2. Пусть теперь }(#)—суммируемая функция на С. В силу (27), 
1(3) =1(3) для почти всех $, так что } можно рассматривать как 
функцию двух переменных А и 2. 

Легко видеть, что 

ь 421,481.4а. 148. 149.548. : 

\ 7 (8) аъ (в) = \ 7 (8) о (2ра = бра + ра). (39) 
Переход от & к Кизв (27) эквивалентен преобразованию (29) от пере- 
менных &:., &.., $, К переменным К,., А,,, 2, комплексный якобиан 
которого равен А,, =2.,. Поэтому (39) можно переписать в виде 


\ (е а» (в) = \ №2) ди, Фо, Чи, Фь,,аг ау, 


т. е.. в силу (4) и (16),, 


и() 4» (в) = \} 2) ар (® 4% (9). (40) 

Совершенно аналогично, 
(а) 4» (в) = \\ Се, 4 ©. (41) 
3. Пусть / (2) и +(®—функции на С и на К, 7. = — собственные 


значения 5, А,—элемент К, определяемый равенством 58 =а8, В(Ю— 
функция, определенная в п. 1 $1. Тогда 


ли) 9 (6) ав @ь (8) = \ @) р 4» (в) = 
Я 


|= 


У бов (Ал) а (42) 
= [64 и (9 
\/®) [(&11 + 52) —4 | р (9), 
где сумма состоит из двух слагаемых, соответствующих двум пред- 

ставлениям # в виде в=2“Ё,х. 
Для доказательства выбросим из К те элементы №, у которых 
|6,:|=|Ё»|=4. Мы рассечем К на две связные области К, и К,, 


2 Известия АН, серия математическая, № 5 
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в каждой из которых нет двух матриц, диагональные элементы которых 
отличались бы только порядком. Так как выброшенные элементы А 
образуют многообразие низшей размерности, то интеграл в левой части (42} 
по К равен сумме интегралов по &, и К,. Но, в силу ПУ $2, если 2 
пробегает 7, а —одну из областей К, или К,, то °=2\2 однократно 
пробегает почти всю группу С. 

Переход от кхийЁв равенстве #=2 ‘№; эквивалентен преобра- 
зованию 


Фе ` ] 
1з = Йа, 821 = —*,.*+ (^-+) 5, 823 — —Ё,.2-{ ^, (^л=А,.) 


от переменных 2,., 2.,, &., К переменным К,,, ^, 2, комплексный яко- 
биан которого 
4 


д (Е1з› Вэл 62») ти РИ р ЗН л тес 
ТЫ гео т) = 


==@-т)(- 2-Х) = (А-а 1)... 


Поэтому якобиан соответствующего преобразования от переменных 


@ра› Вра К переменным и», 01,, с, “, х, у равен 


АГ 


[вы [1 


Отсюда, обозначая через Ау элемент из К,, удовлетворяющий условию 
=2 14,2, получим 


\ [ \ 1 (2-12) Ф (®) ал (2) ] а (®) = \ Г\ 1 (212) Ф (К) ах ау | аи, .4,.43 <= 


К\ К: 


и а |-2 
= оо |, —д-| 1выГ* @жь вн Ча, ЧВ,, аа. @.,, 


У [лба (ван) ] ав = Це и 3 о ав (6). 
К1 2 


Написав аналогичное равенство для К, и складывая оба равенства, 
приходим к (42). 


$ 4. Классы смежности по Хи К 


^— 


1. Классы смежности по #7. Будем обозначать через # правые 
классы смежности С по Й, т. е. совокупности элементов вида 50, при 
фиксированном 85. Совокупность всех этих классов, т. е. соответствую- 


щее и пространство обозначим через Й. При умножении справа 
на © класс А перейдет в некоторый новый класс й'; ; переход от йк #’ 
есть, таким образом, преобразование пространства Й. 
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Итак, каждому элементу & соответствует преобразование #—>й” про- 
странства Я. Мы будем писать: № = в. 

Если 5,, +0, то, в силу Ш, $2, в можно представить в виде г = СА. 
Это равенство означает, что в и й принадлежат одному и тому же 
классу й. В силу единственности этого представления, в # имеется 


только один элемент 4. Отождествим й с й; тогда Н заполнит все про- 


и и 


странство Н за исключением тех классов й, представители е которых 


удовлетворяют условию #,, =0. Эти классы образуют в Н многообразие 
низшей размерности и играют роль бесконечно удаленных элементов Н. 
Таким образом, с точностью до многообразия низшей размерности Н 


— 


совпадает с Н. 


Преобразование #’=й 2 можно трактовать как преобразование в Н 


и писать #’=йе. Легко выписать это преобразование в параметрах 
^,,, й,», определяющих Й. 


Равенство #’= 2 означает, что А’ и йё принадлежат одному и тому 
же классу смежности по Й т. о. Ав =<й’, или подробней 


(640 (в) (49) (#0. ). 
Й1 зе / \ Ва 8» 01/\4’,,й^.. 


й', = 8:.й,: + 8.1й 22) а = бой, Е ВА,» (43) 


Отсюда 


Таким образом, преобразованию 1’ = ив соответствует линейное преобра- 
зование (43) переменных #й,., №,.. Комплексный якобиан преобразова- 
ния (43) равен определителю матрицы 8, т. е. единице. Поэтому яко- 
биан соответствующего преобразования переменных и,, 5, и,,, 0.. 
(р =и +, й.=и,,-10,.) также равен единице. В силу (13), отсюда 
следует, что право-инвариантная мера в Н инвариантна по отношению 
к преобразованию й’ = р. 

2. Классы смежности по К. Будем обозначать через 2 пра- 
вые классы смежности группы С по К, т. е. совокупность элементов 


вида Ае, при фиксированном 2. Совокупность всех этих классов обо- 
значим через {. Умножению справа на & соответствует преобразование 


2—>2 в пространстве '/. Мы его обозначим через 8 и будем писать 


Если &,. 0, то, в силу Ш, $2, в можно представить в виде 8 = Аз. 
Это означает, что & и 2 находятся в одном и том же классе 2. В силу 
единственности этого представления, класс < содержит только один 


элемент 2. Отождествим 2 с2; тогда 2 заполнит все пространство 7 
за исключением одного элемента. Действительно, полагая в,=$ 
(см. п. 2 $ 1), найдем 


Ё а 0 —1 ре Иа — аз 
ве = 18 = (0° р (| 0) И: 0 ). 
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В силу произвола №, и №.,, последняя матрица пробегает все элементы 
группы С, удовлетворяющие условию &,, =0. Другими словами, все эти 
элементы образуют один класс 2, = {#8}, играющий роль бесконечно 
удаленного элемента группы 7. 

Преобразование = 28 можно рассматривать как преобразование 
2’ =28 в Й; при этом элемент 25 определен для всех элементов 5, кроме 
одного, который преобразованием © переводится г бесконечно удален- 
ный элемент. 

Преобразование 2’=22 сводится к преобразованию параметра 2, 
определяющего матрицу 2. Легко выписать его в явном виде. Так как 
2’ и 20 принадлежат одному классу смежности по К, то 28 =#2’, т.е. 


= бе 


Отсюда 
Г 
818 8: =,.2', 8152 [8.5 == Ка» 
следовательно, 
2 — 8118 621 (44) 
8152 825 


Итак, преобразование 2’=20 в Й сводится к преобразованию (44) пара- 
‚метра 2. 

Якобиан этого преобразования равен квадрату модуля производной 
5’ 
— от, е. равен 
42 

я 4 [ 
|212 8» | * (45) 


Это выражение можно записать в теоретико-групповых обозначениях 


следующим образом. Положим В() =В(А) для в=Аз. Тем самым мы 
распространим В (А) на почти всю группу С, причем, как легко видеть, 


В (8) = [8 (46) 
и 
В (8) =В (4) В (3). (47) 
Поэтому выражение (45) совпадает с В * (28) и, следовательно, 
аи (28) _ р_ 
он (48) 


$ 5. Оеновная серия неприводимых предетавлений группы С 

Мы переходим теперь к построению неприводимых представлений 
группы С. Для этого рассмотрим сначала некоторые приводимые пред- 
оставления (. 

1. Регулярное представление группы С. Обозначим через 
$5, гильбертовское пространство функций } (<) с суммируемым квадра- 
том на С, в котором скалярное произведение определено равенством 


= ®Ь4). (49) 
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Положим 


7 (8) =1(88.). (50) 


В силу инвариантности 4» ($), равенство (50) определяет унитарный 
оператор в %,. Очевидно, Г, — унитарное представление группы С. 
Назовем его регулярным представлением группы С. 

В случае конечной или компактной группы регулярное предста- 
вление замечательно тем, что в его разложении на неприводимые пред- 
ставления содержатся все неприводимые представления этой группы. 
Ниже мы увидим, что это обстоятельство не имеет места для груп- 
пы С. | 

2. Квази-регулярное представление группы С. Обозна- 
чим через Эн гильбертовское пространство функций / (1) с суммируемым 
квадратом на Н относительно право-инвариантной меры, в котором 
скалярное произведение определено равенством 


(= 4. (51) 


Положим 


(в) =). (52) 


Согласно п. 1 $ 4, 4, (й) инвариантна по отношению к преобразованию 
№’ = 1, поэтому И,— увитарный оператор в Эн. Очевидно, О, — унитар- 
ное представление группы С. Назовем его квази-регулярным пред- 
ставлением группы С. Ниже мы увидим, что оно разлагается 
на те же неприводимые представления, что и регулярное предоставление, 
но содержит каждое из этих неприводимых представлений не более 
двух раз. 

3. Разложение квази-регулярного представления 
группы Сва неприводимые представления. Пусть {= { (#) — 
произвольный элемент пространства ®н- Согласно равенствам (12), 


(13) и (37), 
Ар = АО а (9 = АА Ву) = Ц 11 3) 8 (6) | 4» (8) 4 (2). 
(53) 


1 
Поэтому для почти всех фиксированных 2 функция }(52)В° (5) есть 
функция от 5 с суммируемым квадратом на группе 2. 
Пусть Х— группа характеров 7(5) группы Д, т. е. характеров 
мультипликативной группы комплексных чисел. Рассмотрим трансформа- 
цию Фурье 


1 (2) = \ 1 (62) В* (8) у (8) 4 (8) (54) 


функции ] (52) 8° (2). Согласно теореме Планшереля, она будет функцией 
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от / с суммируемым квадратом модуля на Х и при надлежащей нор- 
мировке меры на Х 


Аа) ав 0) = 17 (82) 85 (8) 4 (8). 
Поэтому равенство (53) перепишется в виде 


ПИР = (2) 4 (2) 40. (55) 


Пусть $2 — гильбертовское пространство функций ](2) с суммируемым 
квадратом модуля на 7, в котором скалярное произведение определено 
равенством 


(в, 5) = | 1 (27, @) 44 4. (56). 


Равенство (55) означает, что Эн есть континуальная прямая сумма гиль- 
бертовских пространств $%* = ®2. 

Посмотрим теперь, как преобразуется ],(2) при переходе от }(1) 
к / (#8). Положим 


ГФфу= Рю. Перл Йа ОЙ 8": (57) 


Так как 12 и й’ принадлежат одному и тому же правому классу смеж- 
ности по Й, то йе =(Й’ и, следовательно, в силу (57), 828 =(8'’5’. Отсюда 


58 ==9-126'2 ==06 0-80 2. (58) 


Легко проверить, что $ "6 есть элемент й. Мы обозначим его через <’; 
положим, далее, 5`*4’=0,, следовательно, 


5’ == 08.. (59) 
Тогда равенство (58) перепишется в виде 


де=0'8,2°. (60) 


Равенство (60) означает, что 50 и 2’ находятся в одном классе смеж- 
ности по К, следовательно, 5’= 28; кроме того, из него следует, что 6, 
зависит только от с иви, в частности, не зависит от 0. Таким образом, 


Но тогда 


ее. 
2 


(5,) / (8,) 1 (28). (61) 
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Мы видим, что ], (2) зависит только от }; (2). и не зависит от }-, (2) при 
7, + Х. Это означает, что представление (/, разложено в континуальную 
прямую сумму представлений (,;0 (в пространстве %2), определенных 
равенством 


бо! (а) =В 8.) (8,)/ (28). (62) 


Формулу (62) можно записать в более удобной форме, если положить 
у (2) =7 (5) для г=5:. Тогда из равенства (60) будет следовать, что 
у (5,) =( (2=); аналогично, В (5,) =В (22). Поэтому равенство (62) примет 
вид 


(в) В 2 (28) (18) Нав). (63) 


Легко непосредственно проверить унитарность аредставлений (/.;д. 
В самом деле, так как |7 (8) | =1, то 


|Овй | = 872 (ав) | (ав) | 4 (2). 
В силу (48), это выражение совпадает с | 


2 
. 


(17(2) 4% (2) = 17 


Каждому характеру у группы РБ соответствует унитарное представле- 
ние (.;.. Назовем совокупность всех этих представлений (,; основ- 
ной серией представлений группы С. 


. ЗС 
Положим, как и выше, 8 = т О . Тогда 7 (5) можно рассматри- 


вать как характер 7 (^) мультипликативной группы комплексных чисел ^. 
Положим, далее, /^ =те®; тогда 
7 (^) =Х (=) х (е°); 
(г) есть характер мультипликативной группы положительных чисел и, 
следовательно, имеет вид 7 (т) =гй, где р-— некоторое действительное 
число. 
Далее, 7 (е) есть характер аддитивной группы чисел. ф, следова- 


тельно 
Х (2) =е- "м, 


где п — некоторое целое число. Таким образом, 
зай о А 64 
Х (^) = "ел 9 = || ] = |8”. (64) 


Пользуясь выражением (64) для характера 7 (5), можно более по- 
дробно переписать формулу (63) для И.;. Для этого заметим, что если 


и Ее 210 С 
25 = 502, где 2 = р. ав 0 Л й то Л= 21,2 - 24». 
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Будем рассматривать }(2) как функцию. параметра 2. Тогда, в силу 


равенств (44), (64) и только что сказанного, формула (63) для 0; „ пере- 
пишется в виде 


= ВЯ &113-- 621 \ Е 
О ’за? (2) = | 85 в» |"? (8 -- 8," РЕ ИА (65) 
Таким образом, представление П.;д определяется двумя параметрами 


6, п, из которых первый принимает произвольные действительные, 
а второй — произвольные целые значения. 


4. Неприводимость представлений основной серии. 
Докажем следующую теорему. 


ТЕОРЕМА 1. Вее представления основной серии неприводимы. 
Доказательство. Положим в (65) #=2, нео те Тогда ра- 


венство (65) примет вид 


(уззв} (2) = 1 (8-Е 2). (66) 


. д ь 
Пусть, далее, =0= т „); тогда (65) перейдет в 


0:81 (2) = | +821} (20). (67) 


Нам нужно доказать, что всякий ограниченный оператор А, коммути- 
рующий со всеми операторами (.;,, кратен единице. Докажем, что, более 
того, всякий ограниченный оператор А, коммутирующий со всеми 
(72 м а;з, ее единице, т. е. что (,;. и Оу;з образуют неприводи- 
мую систему бператоров. 

Другими словами, (Г. при #=й есть также неприводимое пред- 
ставление группы Ы (аналогично, при 2 = А — неприводимое представле+ 
ние группы К). 


Для доказательства перейдем от функций {(2) к их травсформа- 
циям Фурье 


ф(р=Ф(р-+) =} Неве Керр ар ау = 
= \ \ о 2) 4х ау. (68) 
ру 


Переход от ] (2) к Ф(р) есть унитарное отображение пространства 5,7 на 
пространство %, функций ©(р) с суммируемым квадратом по р, и р», 
в котором скалярное произведение определено равенством 


(9. ©.) = \ (+, (р) $. (Р) ар, ар.. `(69) 


Операторы (.,;., Изв и А перейдут в операторы в пространотве 9 
Обозначим их снова через (у;.., (у; и А. 
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Тогда 
п ь > 
О ;.,$ (р) = о \ \ Пе а = 


а г 


= \ \/(@) е-вее- зову де Чу — еее) =. | \ 1 (<) - Ве) ах ду, 


О;ло$ (р) = ее боР) ф (р). (70) 
Далее, 


Иво (ру | д- А \\ } (27-2) е- Ве@Р) дл ду. 


2 


Сделав замену переменного интегрирования 5 =), получим 


Ив Ф(р)=| +8" |. = \ (5) е-Вебтте) фз, Чу, 


ОвФ (р) = [+2 -"ф (А). (71) 


В силу (70), оператор А перестановочен со всеми операторами умноже- 
ния на еВе(6р), а значит—с пределами их линейных комбинаций, т. е. 
со всеми операторами умножения на существенно ограниченную функцию 
от р. Поэтому А есть также оператор умножения на существенно. огра- 
виченную функцию 


Аф (р) =® (р)Ф(р). (72) 
Кроме того, А коммутирует со всеми операторами 0.;5; в силу (71), 


АЙ Ф (р) =® (р) | 1+2 т ф(рА?) (73) 
(в АФ(р) = | "+? по (рА?) ф(р\?). (74) 


Сравнение равенств (73) и (74) дает, что ® (р) =о (р/?) при произволь- 
ном ^, следовательно, ® (р) =сопз& для почти всех р. В силу (72), это, 
означает, что оператор А кратен единице. Теорема доказана. 

5. Элементарные сферические функции. Представления 
основной серии, соответствующие п = 0, обладают следующим. 
свойством: 

В пространстве представления существует вектор |, инвариаит- 
ный по’отношению ко всем тем операторам данного представления, 
которые соответствуют унитарным матричам из группы С. 

Найдем явное выражение для этого вектора. Всякая унитарная. 
матрица Из группы С имеет вид 


где 


ар. (15) 
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Под действием оператора представления (’,„;а основной серии функция 
1 (2) переходит в 


аа (Е 


Таким образом, функция / (2) будет искомой, если 


Гр не-а, (28) =, (16) 


для всех значений «, В, удовлетворяющих условию (75). 
Положим в равенстве (76) ==0; тогда 


[ше (— о, (77) 
тде С =}, (0). Далее, положим = ——; в силу условия (75); мы по- 
лучаем 

ааа. 


Поэтому равенство (77) дает 


аесач т“. (18) 


Легко проверить, что, обратно, функция },(2) действительно 
удовлетворяет условию (76), т. е. является инвариантным вектором по 
отношению ко всем операторам, соответствующим унитарным матрицам 
группы С. 

Таким образом, ‚для каждого из представлений ПО. существует 
с точностью д0 скалярного множителя только один такой век- 
тор 1, 


Положим в равенстве (78) С=—=; тогда, как легко проверить, 


в 
ут, 
ле = 1%. 48 =4. 

Цоложим 
фе (8) = ОЧо,хо(, о) (79) 


функцию $,(5) будем называть элементарной сферической 
‚функцией, соответствующей представлению И’, в;д. 

Из определения этой функции следует, что она является положи- 
тельно определенной функцией на группе С, инвариантной по отношению 
к правым и левым сдвигам; &=28 и #=8,ё при помощи .унитарной 
_ матрицы $5. 

„Найдем явное выражение для сферической функции $, (2). Всякую 
матрицу & можно представить в виде # =иа, где и — унитарная матрица, 
а а— эрмитовская матрица. Далее, всякую эрмитовскую матрицу а 
можно представить в виде а=и;‘8и,, где и, — унитарная матрица, 


УНИТАРНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ ЛОРЕНЦА 427 


< о . 
ас= и й ) поль Поэтому достаточно вычислить функцию %, (2) 
только для ©=0. 
Так как 
Обувь (5) =? , (&^—*), 
то 
9» () = ме, (2) ль @) 4») = 


че 


[Ма = 


то то 


ег. я). Е таг. 


— 2 42 т 
2) __ г?) 


Сделав в последнем интеграле подстановку 


А 
Аг? ? 
получим 
41—24 т 
(А-а-а | (1-2) ее 
0 
2-м 2 Ады 
С - в И. ан 


Положим ) =е'; тогда 


: А 2 зш 09 
45 (8) = — о 
— искомое выражение для элементарной сферической функции, соот- 
ветствующей представлению (о,5; д: 


$ 6. След предетавлений основной серии 


1. Групповое кольцо. Операторы (,; ‘основной серии, как 
унитарные операторы в гильбертовском пространстве, не имеют следа 
в обычном смысле. Мы покажем, однако, что оператору И’; можно 
все же приписать след, если перейти от представления группы к пред- 
ставлению группового кольца. Напомним определение группового 
кольца. Рассмотрим совокупность В функций х (85), суммируемых на С, 
п определим для них сложение и умножение на скаляр, как сложение 
функций и умножение их на константу, и умножение двух таких функ- 
ций 1(2), как их «свертывание»: 


(ии ха.) (в) = | 2, (вв; ') 2, (ва) р (в). (81) 
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а 


Совокупность А всех элементов вида ^е-- (=), где е — формально при- 
соединенная единица, и есть групповое кольцо группы (. В нем можно 


ввести норму, полагая 


ечна (в) = 11+ | 12 (814 (6) (82) 


И ИНБРОЛЮЦИЮ *: 


(ле 2 (#))* =1е-2(8”). (83) 


Тогда В становится полным нормированным кольцом е инволюцией. 
Пусть И’, — унитарное представление группы С. Каждому элементу 
у 9 У } 
кольца а=ле--2(2) мы поставим в соответствие оператор 


И, АЕ } 2 (8), 4» (8), (84) 


причем интеграл в правой части (84) сходится в смысле нормы оператора. 

Легко видеть, что переход от а к И), есть представление кольца Я 
и притом такое, что элементу 4” соответствует сопряженный оператор 
(И. )*, т. е-. (И). 

Обратно, всякому представлению И/, кольца В, удовлетворяющему 
условию И’,, =(И/,)”, соответствует представление И/’, группы С, из 
которого И’, получается по формуле (84) при Х=0. 

2. Формулы для следа. Пусть теперь И’, совпадает с одним 
из представлений (.;) основной серии. Каждому элементу х(3) ЕВ 
соответствует оператор 


=} 288 * (28) 1 (28) (ав) 4» (®), (85) 


причем интеграл следует рассматривать в смысле сходимости в среднем 
В 92. 

Пусть функция 2 (5) такова, что интеграл в (85} существует в смысле 
обычной сходимости. Распространим функцию } (2) на почти всю группу С, 
полагая ](5)=](5) для в=и2. Тогда, в силу инвариантности 4 (8), 


= |ы 


+1 (2) = | 2 (8) 


Отсюда, в силу равенства (40), 


Сы (а) = Ц баты) В = а) (а) (Ка) вр (в) в (ы) = 


= ав) (6) у (®) (о) ы ) 4 (а). 
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Это равенство означает, что оператор (.;. имеет ядро 


Каз 2) хан, (86) 
так что 


0 = | (в) = \ К (а, 2,3 9) | (2) ь (1). (87) 


Пусть функция 2(5) такова, что интеграл в (86) сходится абсолютно 
п ядро К (5, 2,; 7) есть ядро Гильберта-Шмидта, т. е. 


\\ | К (2, 2:0) а (2) ав (2) +в. (88) 


Если это имеет место не только для 2 (5), но и для |1 (8) |, то переход 
от (85) к (86) является, очевидно, законным. С другой стороны, интеграл 


в (88) является следом оператора И.И; = О ;х*х, причем ядром этого 
оператора будет 
Киа, == | К (в, 23 ХЕ а ыь7} (6). (89) 


Положим 2, = 1*5; тогда для следа оператора 0; „+ х =(.;х, получается 


выражение 


50) = \ К, (а, 2; 7) 4» (2), (90) 
а условие (88) перепишется в виде 
о \ К, (2, 2; 4 (д +. (91) 


Итак, при абсолютной сходимости интеграла (86) и выполнении 
условия (91) для функции 'х(8)'оператор Из; „= 0О.;х*х имеет след, 


определяемый формулой (90). 
Пользуясь выражением (86) для ядра, мы можем получить формулы 


пля следа. Именно, из (91) следует, что 


ны $ [ 22а) 9х9 а] &@). ©) 


Отсюда, в силу равенств (35) и (42), получаем 


5) = ЦА В (8) (9) 4) 42 (94, — (93) 


г ва Сан а и № 
5 (Ё уз) = \ иж ав. 4, (2) — \ т ит Ч (2), 


о. 


где, как и в формуле (42), }, собственное значение матрицы 8 
3. Существование следа. Обозначим через О, компактное 
множество элементов группы С, удовлетворяющих условию 


а С руа = 452). (95) 


Так как 
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то из #ЕО. следует также: 2'Е0.. Обозначим, далее, через А’ сово- 
купность всех функций д (2) Е А, непрерывных на всей группе С и равных 
нулю вне какого-либо множества 0.. Если х, (2), х, (8) Е В’, то, очевидно, 


т, (8) я, (в) ЕР’, ^5 (3) ЕВ’ и (5, (8))" ЕЁ’. 
Если, далее, т, (3), т, (8) Е В’, то также и «свертка» 


2 (8) = (т, хт,) (2) ЕД’. 


Действительно, обозначая через О., - Ос, совокупность всех произведений 
8, 8:› 816 Ось в. ЕОс, имеем: Ос, Ос, С- Озес,- Если теперь 2, (в) и 2, (5) 
обращаются в нуль вне 0., и О., соответственно, то интеграл в правой 
части (81) может быть отличным от нуля только при 58 - {Е Ос,; с другой 
стороны, в этом интеграле в, пробегает О.,, ибо вне О’, будет г (<.)=0. 
Таким образом, функция (7, хт,) (2) может быть отличной от нуля 
только при 2 ЕОс, Ос, С Оэвас,, т. е. (1, хх,) (2) обращается в нуль вне 
5, ` 

Г. Для любой функции 2(27) ЕЯ’ интеграл в правой части (8%) 
сходится абсолютно, каковы бы ни были зп т 

Действительно, положим 


10 4—0 К: А 
= = . „= г у сы 11 12 у? ее р-1 
ва и 


и будем рассматривать 2 (2) как функцию параметров вр: 
2 (8) = 1 (911> Ваз» Вэл 8). 
Согласно равенствам (4) и (8), 
еее Аа В ан ® = 
= \ | (%' О Я о 
‚| Г аи бана вю (95) 


Пусть функция 2() обращается в нуль вне О,. Тогда интегрировать 
нужно только по тем значениям А», для которых 


|0 


ев |6, "а Ва 56, 
Отсюда 


ен, ее а а Е ес а), 
т. е. при фиксированных 5 и <, интегрирование по- К,,, Ё.. ведется 


в ограниченной области, не содержащей окрестности точки К ==0, 
Поэтому интеграл в (96) существует и наше утверждение доказано. 
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Тем самым доказано существование ядра К (2, 2,; 7) для любой функ- 
ции 1 (8) ЕЛ’. 
Положим теперь 


ет 
|| 
м 


28) {а (ати) 4 (9 4 (2) (97) 


и докажем, что 


П. Для любой функции +(в)ЕЁВ’ интеграл в правой части (97). 
сходится абсолютно, каково бы ни было 8. 


Положим для этого 
ао 8 Уд ие 
ера ое (а) 
и будем рассматривать 5 (8) как функцию параметров Эра: 
т (а) == (вл, 21з› Ва1> &5з)- 
Тогда равенство (97) перепишется в виде 
то Аа (3, 5, ль, А) веду. (98) 


Сделаем в этом интеграле замену переменных: 


@) 
в аи. (99), 


Мы получим тогда для 2 квадратное уравнение 


< 1 
в — (^-Х 8 =., =0, (100) 
из которого найдем 
АУ ель 


2812 


д == 


Отсюда 


В а ЕТ 


С . к . - 1 я 1 
+= анал =ь К”) Е 7 УС ^ | 41 бэа . 


Комплексный якобиан преобразования (99) от ‚, 2 К 84, Вы 


равен 
д (5, =) Я 


(Е. 8) 06, ОВ, 


1 


— Ё.. 
= ИЕ, 


Поэтому, введя обозначение „=/-/^*, получим 
_— А [2 (АИ 4—4, 812» 851) вы 
и 1 1 5 й 
РТИ 4—4, ) 2 (+-5у | —4 —42. 8,1, Я 12) 251) 7$ 
ИА 421. аВ12 41 а 
= Ив ) | Е (104) 


2—1 —4 8, 1 
(аа ЕВ, ви =@,: Вл). 
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5 
© 
[52 


Эта формула показывает, что Тз фактически зависит только от следа 
ь=л-^“ матрицы 9. 

Функция 2 (2) ЕЁ’ ограничена; пусть, например, |2 (5) | < с, и обра- 
щается в нуль вне О.. Тогда 


< 26, \ т: ыы (102) 


48158 81| 


Перейдем в (102) к полярным координатам, полагая 
ри е! $1, о ле“ 
и, кроме того, положим 
ь? —4=4гей; (103) 


тогда (102) перепишется в видэ 


17| < хе, \ \ [1 Е гг, ам, аг., (104) 
КИ 0 = 
т. @ р 
Т.| < ке, ( - }" 105 
17| < 2 \®(: аа, (105) 
гле 
2т 
Ри = т (106) 
0 


Рассмотрим некоторые свойства функции Ё (и). При достаточно малом |1 | 


от т 


Раз \ нее = а => [У Р (со в) и | 46, (107) 
0 


п=0 


где Р, (5) —п-й полином Лежандра. Положим 
и 
= \ Р, (080) 46. (108) 
Очевидно, 


следовательно, 


|Ё' (и) —1| < при О<и< 1. (140) 


ео 


Далее, при и > 0 


2® 2® 
Е 46 Е иа0 
Е(„)= Э® т [и—ей | ? 
0 0 
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т. с. 


18). (112) 


Функция Ё(и) имеет единственную особенность при и=1. Так как 
Г (и) выражается через эллиптический интеграл 


3=|а 


46 
Ут Е91?0 


> 


при ^*=——, то эта особенность будет логарифмического типа. 


Поэтому ГЕ) 4и существует в любом конечном интервале (а, 6). 
а 

Вернемся теперь к интегралу неравенства (105); так как г, и г, 
входят в подинтегральную функцию симметрично, то интеграл по области 
О<л,<с, О<г, <с равен удвоенному интегралу по области 0< аи. < с. 
ОР г.. Сделаем в этом последнем интеграле подстановку 

и 
А 


тогда он перейдет в 


\ [ у (> ыы => С Г) бам. 
0 Уч 


Положив теперь и =ет, мы приведем последний интеграл к виду 


Е КС 5) ш 55 4. (113) 


Так как этот интеграл существует, то тем самым доказана абсолютная 
сходимость интеграла в правой части (97). 

Ш. При тех же предположениях относительно < (в) интеграл (98) 
сходится равномерно по отношению к № в любой ограниченной части 
)-плоскости, не содержащей окрестности точки }=0. 

Действительно, равномерная сходимость интеграла (98) относительно 
^ эквивалентна равномерной сходимости интеграла (101) относительно 


1 се 3 
у=- в —1 в любой ограниченной области у-плоскости. В силу оценки 


(104), достаточно доказать равномерную сходимость интеграла в правой 
части (104) относительно г в любом конечном интервале (а, 5) положи- 
тельной т-оси. Для этого, очевидно, достаточно доказать равномерную 


3 Известия АН, серия математическая, № 5 
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сходимость относительно г интеграла в правой части (105), следова- 
тельно, интеграла (143). 
Другими словами, надо сказать, что при достаточно малых з,, 3, >0 


при любом г из (а, 6). Но это очевидно, ибо последний интеграл можно 
переписать в виде 


1+5. ый с? п 1-2» 4 
д \ Е (-)ш тг | ы Е (-) 45 
1 ‘в! —=1 


р 
и следовательно, наше утверждение следует ИЗ ограниченности 5 и 
1+=> 1-25 
т т 


р 


х 


ох © я 
шг и сходимости интегралов \ Е (-;) па = ао и \ Е (=) 4 
0 0 

Так как подинтегральная функция в (98) есть непрерывная функ- 


ция отч, аследовательно, и от ^, то, всилу доказанной равномерной сходи- 
мости этого интеграла, 7, есть непрерывная функция от ^. Таким образом, 

ГУ. Если х(5) ЕВ’, то Ту есть непрерывная функция от ^. 

Так как функция 2(5) обращается в нуль вне некоторого ком- 
пакта О., а диагональные элементы / и ^\* матрицы 6 суть собственные 
значения матрицы &=2'552, то Т.з обращается в нуль для всех доста- 
точно малых и достаточно больших значений !).!. Отсюда: 

У. Если т(8) ЕВ’, то интеграл_в правой части равенства (93) 
сходится абсолютно. 


В самом деле, формулу (93) можно переписать в виде 
УИ: =) = \ Тау (8) а» @); (114) 


этот последний интеграл, как трансформация Фурье суммируемой 
функции Г., сходится. 

Абсолютная сходимость интеграла в правой части (93) получается 
при замене функции ‘д (2) ЕК’ функцией 'х(5)\, которая также при- 
надлежит А’. 

ТЕОРЕМА 2. Даля любой функции х (8) Е В’ операторИ.; х,, соответ- 
ствующий функции т, ($) = (2*Х 2) (5), имеет след, определяющийся. каж- 
дой из формул (93) и (94). Этот след есть непрерывная функция от у. 

Доказательство. Согласно п. 2, для существования этого следа 
достаточна абсолютная сходимость интеграла (86) Для +т,(2)=|т (2)| и 
интеграла (93) для (т; Х х,) (8). Согласно 1, первое условие выполнено. 
Так как (5, Х 2,) (8) также принадлежит П’, то, согласно У, второе 
условие также выполнено. 

Последнее утверждение следует из того, что в силу (114) след есть 
трансформация Фурье суммируемой функции. Теорема доказана. 

Сравнивая формулу (94) с выражением (85) для О,;»х, мы видим, 
что оператору (’,;„ естественно приписать след 
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ее 


он будет определен для всех элементов ©, кроме тех, оба собственных 
значения которых равны +1. 


ТЕОРЕМА 3. Если), и /, —0ва различных характера группы Б 


и если У, (8) чех, (8): то представления Ил; ии Иу,; „ неэквивалентны. 

Доказательство. Если эти представления эквивалентны, то 
соответствующие представления (у; х, (».;х группового кольца также 
эквивалентны. Но тогда следы операторов (у; х*х, Иу»; х*х равны. При- 
меняя этот результат к функциям 


х=я, 1, л=я, а,, 
где т, т,ЕЛ’, мы получим, что 

5 (0, 13 жх,) =5 ((7,,; х1х2). 

`Возьмем функцию т,(8), равную нулю вне некоторой окрестности 

единичного элемента #=е, и функцию х,(2), равную нулю вне неко- 
торой окрестности элемента == - о Пронормируем эти функции 
надлежацим образом и перейдем к пределу в равенстве 

5 (О; хх) =5 ((у.; х*х,) 


при условии, что указанные выше окрестностч стягиваются в точку. 
В силу формулы (94) для следа, мы получим 


(+ )=х, (&) +. (0) 


при произвольном ^, что возможно только тогда, когда 
и. мили (У) 


ТЕОРЕМА 4. Для любой суммируемой функции х(Р) оператор 
(/.;:х вполне непрерывен. 

Доказательство. Если х, (8) = (2, Хт,) (8) и т, (8)Е А’, то су- 
`цествует след оператора 


т * й 
( Е 0. 1 *С И» 


следовательно, оператор (,; х, вполне непрерывен. 
С другой стороны, каково бы ни было = > 0, существует функция 
х, (2) ЕН’ такая, что 


Но тогда 


‘это означает, что И,;х есть предел в емысле нормы ‘оператора опера- 
торов 0; х., 2. Е А’. Поэтому оператор И; = также вполне непрерывен. 
3* 
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8$ 7. Разложение регулярного предетавления группы С на неприводимые 
предетавления; аналог теоремы Планшереля 


Покажем теперь, что регулярное представление группы С разла- 
гается в континуальную прямую сумму представлений основной серии. 
При этом основным аналитическим аппаратом будет формула, анало- 
гичная формуле Планшереля для коммутативной г руппы. Выведем 
эту ‘формулу. 

Построим по функции `2(8) некоторые вспомогательные функции, 
которые в дальнейшем будут играть важную роль. 

1. Функции Х, фиФ. Пусть 2 (8) — суммируемая функция на С. 
Введем в С параметры р,, р,, Р., полагая 

рее, ры, ‘рейв; (116) 


ва. ть её. 
функцию 2(5), рассматриваемую как функцию параметров р,, р., Р., 


обозначим через (р, т: 126 
Якобиан преобразования (116) равен | 5°,0.,|`*, следовательно, 


\ [д (5) 1 а ($) = \ 12 (р, р.› р») || Рь —* ав (р) 4 (р) ав (р.), (447) 


где 4 (р,) обозначает произведение дифференциалов действительной 
и мнимой части р), &=1, 2, 3. 
Равенство (147) означает, что функция 2 (р, р., р.) |р.|° суммируема 


по р,, р., Р.. Предположим, что функция ть Р»› Рз) | Р» я. также сум- 
мируема по р,, р., р.. Обозначим через Х (С, С,, С,) ее трансформацию 


х <», >» ь ) 
> З 


1 С —Ве(риба-- рр" 
=) (р рыоавь) рые (р, выра 8) 


Рассмотрим, далее, функцию 


Ф (вл, А) [АГ | 2 (ар 18а.) ав ©. (119) 


и ее трансформацию Фурье по 3, и 5,: 


р 1 Е В, и ро 
Ф(и 9, ^) Эр \ 9 (2 2, №6 о (1) ав (2.). (420) 
Если 
ее ы о\ : ы то ь : < 
о и=(., '), На) 5=(% дла (1 
то 
1-52. в Ра 
ИУ 7 , | Яны РЕН 


и, следовательно, 
р, = хо" Рр.=^", р: = 2-0“, (124) 
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так что равенство (119) перепишется в виде 
ебать = АС, К, 4) 0. = 22) 


Подставляя это выражение в (120), получим 
Ф (т, ., ^) = 


В = : ое , - Ве (10121— Шо й 
ат у САС Ва [ее (р) ар (в) 4ь (9. 


Произведем в последнем интеграле замену переменных (121). | Ком- 
плексный якобиан этого преобразования равен № *=р,/-", поэтому вы- 
ражение для Ф перепишется в виде 


Ф (%,, ®.› ^) Е: 


1 ты га, Верь -— рз)— 25 (ф1- рэ] 
жа 2 (РР, Ре) ро А) р (р. Фр 


> 


а, Ве[оэра — (ша 05-1) рь + 13] 
р. “6 (ИП ( 


= вкз 2 (р, В», Вз) р,) (Т (р.) а. (р.). 


В силу предполагаемой конечности интеграла 


12 (р, рь› ь) И Рь | * Ч (ра) Фь (р.) 4 (р), 


отсюда непосредственно следует существование интегралов (119) и (120). 
Кроме того, сравнение с равенством (118) дает 


= Ф (м, ,, ^) =Х (»., и“, ВХ ) : (123) 


= , . > 
Выражение %,^-- = не изменяется при замене 7. выражением —. 
: 1 д 


Поэтому из равенства (123) следует, что функция Ф (%,, %,, ^) удовле- 
творяет соотношению 


мы ,). 124 
Ф (ее, те) =Ф(в я, 1) (124) 


Обратно, если функция Ф удовлетворяет соотношению (124), то 
равенство (123) однозначно определяет функцию Х. Именно, достаточно 
положить 

= 58 ЕЕ 

ии д 

Х ($, 3, =) => Ф (ь, И Ре 4 (124”) 

причем, в силу (124), выбор значения функции у <, не играет 
роли. 

Функции © и Ф будут в дальнейшем играть существенную роль. 

Это видно уже из того, что, в силу равенства (86), для их трансфор- 

мации Фурье по мультипликативной группе комнлексвых чисел Х имеем 


5 (ар ль К) ее" ТАС = К (а, ОК, аы тр (425 
(К =е-м,. 4 (\=4 ), 


т. е. эта трансформация Фурье есть ядро оператора (//; х =, р; х. 
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Аналогично, 


ав (4) 


АР = 7. (#,, ®., п, в), (126) 


\ Ф(и, в, ^) |2. +" 


где 1. (%,, &,, п, р) — трансформация Фурье по 2, и 2, ядра К (2,, 2,, п, Ь). 
Из формулы (124) следует соотношение, связывающее Д. (%,, %., п, 5) 


и Г (№, 9, —п. — 6). Именно, как легко видеть, 
пт," 
Г. (%,, ЕЕ -— фев (=) Г. (%,, #., п, 5). (127) 
1] < - 


2. Аналог формулы Планшереля. Перейдем теперь к выводу 
формулы, аналогичной формуле Планшереля для коммутативных групи. 


Предположим сначала, что функция 2 (2) =х5(р,, р., р.) измерима, 
ограничена и обращается в нуль вне множеств вида 


|Р< С, |Р.!<С, О0<в, < р Р.|<С.. (128) 


| —. 


Совокупность всех таких функций х (2) обозначим через Эс. Тогда из 
равенств 


Хх (<, `.› 5,) 55 


1 з 58 | --3 р. —рэ55 р а 
— кА 2 (нь Вы вы) | р. ее вые а (р) ар (р,) в (ро), 
Хех, (‹,, °.› *з) — 


— 


е Е \ 2 (ри, Ра Рь) | ре 1% ФР +9 (р, а (р,) 4 (р), 
в силу обычной теоремы Планшереля, следует, что 
АХ, к, 56 4 ©) 44 ©) 4 ©) = 
= ИЯ, ры ра) М рь Г 4 (рн) 4 (р.) аъ (р) = 5 \ | (в) Рав (8). (129) 
Переходя от функции Х (<, ©,, $,) к функции Ф (%,, ®,, ^), мы Цолучаем 
+128) 4% (= 


ы 5 \ Фи, ^) Фи, 4 (4) ав (м,) 4» (^). — (430) 


2 


Предположим теперь, что функция т (р, р., Рз) имеет непрерывные 
частные производные по всем переменным до второго порядка вклю- 
чительно и обращается в нуль вне области вида (128). Совокупность 
всех таких функций т обозначим через Эс. Очевидно, Я С С Ус. 

Из формулы (122) для $ (и, 2, ^) следует, что прийЕ 8% существует 
и непрерывна производная $); (2., 2,, ^), причем Ф”; (%,, ®,, ^) есть 
трансформация Фурье по 2, и 2, функции $) (5,, 2,, ^). Поэтому при 
фиксированном ). 
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\Ф(, %., ^) Ф (м, ^) ар (%,) ав (%,) = 
=} (вы в, ЮФ вы №) 4 (в) 4 (в) 


и формулу (130) можно переписать в виде 


че 12 (6) 246 (@) = — из (0, 2,3) 5 (2 №) 4 (2) ды (2) 9. 
(131) 


По предположению, функция д (8) Е 9. Поэтому интегрирование в фор- 
муле (122) следует вести по области вида 


|, --5|< С, `0<а, <] «С, им С. 


Отсюда следует, что при фиксированных 5, и 2, функция © (2,, 2,, ^). 
обращается в нуль вне области вида 
О<=<[^|<С 


Поэтому при фиксированных 2,, 2, существует интеграл 
е Ан (4 
К (а, т, тр) (аа, а К) рек (132) 


Положим 
л=е'е", пк < т, -9(ы, 2,, №) =9 (21, 2,, Ё 0). 


Тогда формулу (131) можно переписать в виде 
= (аа (= 


5 со 


= — аз \ \ [ее =, , 0)- А (2, 2.) &, 6) 4 (2,) 4% (2 :) ] 4249, (133) 


—® — < 


где д 5. Прим этом функция $ имеет непрерывные производ- 


ные по ё и 6 и обращается в нуль вне множества вида |{|<С 
Кроме того, формулу (132) можно переписать в виде 
п со 
К (а, = \ \ $ (21, 2, &, В) ее-#1 ав а8, (134) 
-в-® 
причем интегрирование по & фактически ведется по области вида 
|: <С. Из формулы (134) следует, что | 


п со 


— (в в) К (71 2.) П, в) = \ \ дф (=> 5.) $, 0) ей?е- 1 11 а6; 


—п—© 


отсюда, по обычной теореме Планшереля, 


со со 


эх ИЖ, в и Рене ф= 


(21, 2.) в, 9) 4% ( 21, 2. в, „> 2, 6) 4 49. 


| 
._Ъ 
.__? 
= 
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Поэтому из формулы (133) следует, что 


12 (в) 4 (= 
= р: У [Кике 2 р) в (2) а (а) @й +?) 45. (135) 
Далее, ар (127) дает 
12 (%,, ®., —П, —2)|=1Ё (%,, ., п, 2) |; 


отсюда 
\ [К [ов И |. 4 (=,) ар (2,) = 
= иьч,, —п, — Рае) 4» (,) = 
== \ 12 (%., №, п, 6) [2 а (®,) ав (№,) = \ | К (21, 2, п, 5) [а (2) а (2.) (136) 


и формулу (135) можно переписать в виде 


ее = р, ук, 5.»п, 9) 4% (24) Ч (5) | (п). 


я {137) 


Эту формулу мы и будем называть аналогом формулы Планшереля* 
Заметим, что интеграл 


у! 2.) п, 6)|* 4% (2, ) ам (5,) 


есть след оператора Иь,о;х“х. Поэтому формулу (137) можно перепч- 
сать в виде 


© © 


га Х Анкор. = (38) 


п=-© а 
о 


3. Взаимно обратные формулы. Формулу (137) мы вывели 
в предположении, что 2Е$%. Легко распространить ее на любую функ- 
цию из 9с. При этом мы получим формулы, аналогичные взаимно 
обратным формулам в теореме Планшереля. 
Обозначим через & совокупность всех измеримых функций 
К (21, 2,, п, 6) (п=0, +1, +2, ...; О<<+ о) таких, что 
хо © 


Я [ка =, п, рав) 4ы (а) йе) <. (489) 
0 


Определим в $ обычным образом сложение и умножение на ска- 
ляр, а скалярное произведение определим равенством 


- (пей). (140) 


Очевидно, $ есть гильбертовское пространство. 
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‘Формула (137) показывает, что переход от х(5) к К (21, 5, п, 5) 
есть изометрическое отображение %с в 9. Так как ®с плотно в ®с, 
то это отображение продолжается, и притом единственным образом, 
до изометрического отображения всего ®с в ®%. 


Легко прямо описать это отображение. Пусть сна"лла функция 2 
из 9с обращается в нуль вне множества вида (128). Тогда можно 


найти в ®с последовательность функций хи (8) =х, (р, р., Р.), равных. 
нулю вне того же множества и таких, что 


| 12 (8) — 2 (8) | 4в (9) —>0 при т —> о, 
т. е. 
\ т (Р., Р., Рз) —„ (Ри, Рь› Рз›) [2 | р. | —* 4 (р,) 4» (р.) ал (р,) —0 
при т-—> оо. 
Так как интегрирование здесь фактически ведется по области вида 
(128), то отсюда следует, что также 
12 (ьь Рь› Ра) — Ри (ра Рь» Р.) [р |" Чь (ры) а» (р) 4» р.) —0 
при т —> ©. (141) 


Функциям т соответствуют функции К „ (2,1, 2., П, 6); так как последова- 
тельность тт сходится в Эс, то, в силу изометрии нашего соответствия, 
последовательность К» сходится в %. Обозначим через К (2,, 2., п, 6) 
предел этой поеледовательности в Эс. Тогда для функции х (5) и этого. 
`предела К (2, 2,, п, #) попрежнему справедлива формула (137). Кроме 
того, из определения нормы в ® следует, что, выделив некоторую 
подпеследовательность (обозначим ее снова через К’, (соответственно хи)), 
мы можем добиться того, что 

Кв (2,, 2) п, ®->А (21, 2,, п, 6) при т-—> © (142) 


для всех п и почти всех д,, $., 6. 


Перейдем в интеграле (141) от переменных р,, р,, р. к переменным 
2,, С, ^ по формулам 


р=2, +0", р.=М", И — РЕ А" 65 
Тогда соотношение (141) перепишется в виде 
| \ [НС м (а, -ьеме и. 
‚ ах (5) 4 (^,) 4% (2,) —>0 при т—> ®. 
Согласно формуле (122), отсюда следует, что 


—4 фр (3) аъ (3,) —>0 при т—>> о. 


ее, 2. ^) — Фт (21 2,› МИА 


— 
`Путем выбора подпоследовательности (обозначим ее снова через г; 
мы можем добиться того, что 
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\ | (21, 2, ^) — Фи (21 2,5 ^)|!^|`* 4») —>0 при т-—> ® (143) 


для почти всех 2,, 5.. Но при фиксированных 2,, 2. интегрирование по ^. 
фактически ведется по области вида 0 < =<|^|<С. Поэтому из (143) сле- 
дует, что также 


| „в (1) —>0) при т —> с . 


ее, 5.) ^.) — 9т (2 10 2., / ре 


Отсюда 


р ав о вы 96 (Д 
р (из вы» АНА о. — (22, АА ЕЮ © я 


при Т-—> о, 


С — ав (4 
ЕТ 


Сравнение этого результата с (142) дает, что 


можна (А 
К (2., 2,, пу) = 5 (2, 25, А ее м а 


= \ д (аа, | "2 т е 4». (©), (144) 

т. е. А (2,, 2,, п, в) есть ядро оператора: С», в; х 

Таким образом, если функция х(2) из Эс обращается в нуль вне 
множества вида (128), то переход к ядру К (21, 3,, п, в) есть изомет- 
рическое отображение в %: другими словами, для таках х(в) и 
К (2,, 2,, п, р) имеет место формула (137). 

Пусть теперь 2 (8) — произвольная функция из с; обозначим через 
4 (2) функцию, равную 2(8) на множестве (128) и равную нулю вне 
этого множества. Только что доказанное утверждение имеет место для 
(2). Отсюда следует, что в случае любой функций х(8) из Эс послед- 
ний интеграл в формуле (144) сходится в смысле нормы в 8 и для 
предельной функции К (5,, 2,, п, р) имеет место формула (137). 

Покажем теперь, что при этом отображевии получается все про- 
<транство ©. Более того, выведем формулу, которая дает в явном виде 
обращение построенного нами отображения УФс в ®. 

Обозначим через ©, совокупность всех измеримых функций 


Ф (%., *,, ^), удовлетворяющих условию (124) и таких, что 


"Фи Фо, ©) [2 44 (6) ва (в) ПО 


+ АА (нь, [4 (9) 4%.) 4) <. = (445) 


При переходе от Ф(%,, %,, ^) к К (2, 2,, п, в) пространство 1 изомет- 
рически отображается на пространство &’ всех функций К (2, 2,.п,6), 
удовлетворяющих условию 
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8 (и 2 п, 9) | "48 (а,) 4в(в.) | - 

[| пр) +1 |%<+°. 
Очевидно, 9'С- 9; кроме того, $' содержит все функции К (21, 2,, п, 6) 
из ©, равные нулю при |п|>п,, или >. Поэтому %&! плотно в ® 
в смысле нормы в ®%. 

Для ФЕУ. существует интеграл 


оз Фе в (вы (9) 4 6) = 
= ХР ©) 44 ©.) 4% ©) 


Ноложим 


2 (р‚, р», Вз) | 1 Р»| =. 


р о ЗНС) 


Этот интеграл сходится в среднем и, по обычной теореме Планшереля, 
1 а ие 
я \ 1% (Ррь› Р., Рз) | р» | ° 4 (р) 4 (р,) 4 (р) = 
со д) = 


о Фе м) 4 (о, 4 (9) 40). 


Отсюда следует, что функция 1 (2) = (р,, Р., Рз) принадлежит Эс. 

Таким образом, наше изометрическое отображение переводит ®с на 

некоторое замкнутое подпространство пространства %, содержащее $*. 
Так как последнее плотно в ®, то это подпространство совпадает с %- 

Другими словами, отображение х (2) —> К (2,1, 3., п, 5) есть изомет- 
рическое отображение Ус на %. 

Найдем теперь обратное отображение © на %с. Пусть сначала 
функция К (5,, 2., И, р) есть элемент ®, равный нулю вне множества 
вида 

[2.1 <С,, |2. |<С,, [т | < 1, < 


Этой функции соответствует элемент х (=). пространства с. Положим 


у-ва М [Кез вв "ав жь ав ав (о ие) а (446) 


п=-—со 0 
и докажем, что у (<) = (2). Пусть 2’ (8) Е В’; рассмотрим интеграл 
\ 2’ (в) у (в) ар (в) = 


з1 


\ [\\=@) (2) К (2, 28, п; в) * (28) Хь , (28) 4 (8) ар (2) | у 
| - (п? р) 4. (147) 


й [2.2 
== 2 


8 = — © 
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Внутренний интеграл есть результат применения оператора (-и,-;х 
к функции К (2,, 2,, П, 6), рассматриваемой как функция от 5,, причем 
после этого следует положить 5, =2,=3. Пусть ядро этого оператора 
есть К’ (21, 2, п, ь) и, значит,К’ (2,, 2,, п, р) ость ядро “цератора (п.с; х. 
Тогда равенство (147) можно переписать в виде 


| 


\ 27 (@) 9 (в) 4» (8) 


| 
= 
8 
"М: 
Е. 


[Ее зь нь К (2, 2, п, 9) 4» (2) 4 (а) | @#-7)4» 
0 


т. е. 


Элементами 2’(2) мы можем сколь угодно приблизиться к любому 
из Эс. Соответствующие К’ при этом приближаются к любому эле- 
менту из 9. Так как КЕФ, то правая часть (148), а следовательно, 
и левая, имеет предел при этом приближении. Отсюда следует, что 
у (2) Е Эс и что равенство (148) имеет место для всех х’()Е Хе и, 
соответственно, всех К’ЕУ. 

С другой стороны, такое же равенство 


\= (8) =’ (8) 42 (8) =(К, К’) 


имеет место для функции 2(5), из которой функция А получается 
при нашем изометрическом отображении Эс на ®. 
Поэтому 2 (2) =у(е), т. е. 


© © 


и, р: о а Ч Че 4» (2) |" р) а» (149) 


или, подробнее, 


пена ке 
п=-< 9 
- (315-285) "4 (2 ) © 52) 45. (150) 


При этом для функций 5 (5) и К (2,,2., п, 6) имеет место формула (137). 
Пусть теперь К (21, 2,, п, 6) — произвольная функция из 5. Положим 
а 
а а при |<,|<С,, |2,|<С., П< пт, О<ь <, 
м 0 в противном случае. 


Нрименяя наш результат к функции К (2,, 5,0, 5), мы получаем, что 
интеграл (150) сходится в смысле нормы в Эс к некоторой функци’ 
2 ()Е Эс и переход от К к 2(2) осуществляет обратное отображение 


$ на 9с. 
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Итак, доказана 
ТЕОРЕМА 5. Для любой функция х(8) Е Эс интеграл 
1 


К {в дп.) = \ 2 (211852, В 2 (8) у, (8) ав (8) ав (<) (154) 


< 


сходится в смысле пормы в 5 и представляет собой функцию из \. 
Обратно, для любой функции К (2, 2,, п, 0) из % интеграл 


[©.®) (©) 1 
1 Е: - . Н 

мя ХМ [8 (297 К (2, 28, п, в) 4 (9 #44 
(4152) 
сходится в смысле нормы в ®с и представляет собой функцию из ®г. 
Эти формулы осуществляют взаимно обратные изометрические ото- 
бражения Эс на ® и % на Эс соответственно, так что для сооп- 
‘етствующих друг другу 2 (в) и К (21, 2,, п, 5) имеет место формула (137 } 
Формулу (150) можно переписать иначе, полагая у=9,,2- в, 

Тогда эта формула примет вид 


‚ (и в) 45 
_ или, переходя к параметрам р,, р., Р,, 


Е. (р, р», Рз) = 


= Ре Г р \ [ \к (РУ, р, — 7 › У) | У и" у" а, (у) е- +2) &- 
э=: —со 0 
(153) 


4. Разложение регулярного представления на н‹- 
приводимые представления. Пользуясь теоремой 5, мы можем 
произвести разложение регулярного представления на неприводимые. 
Действительно, каждой функции х (2) Е Эс поставим в соответствие ядро 


[ср. формулу (151)] , 
К (22) д = (а вл) В ° (хам ®, 


являющееся ядром Гильберта-Шмидта. В частности, для почти всех 
3х функция /(2.) = К (5.1, 2,, /) есть элемент ®,. 

Таким образом, каждой функции 2(2)Е®с поставлен в соответ- 
ствие элемент пространства ®,, зависящий от 3, и У. При любом 
2, ЕС функция х(28,) также принадлежит ®с; посмотрим, как пре- 
образуется К (2,, 2., /) при переходе от х (8) к 2(85.). Пусть сначала 
х(2) ЕВ’, следовательно, и х(22.) ЕВ’. Обозначая через К, (2,1, 2, Х) 
ядро, соответствующее функции # (28,), имеем 


К, (о зь д = 2 (ар ва) в ха 9. (154) 
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Положим 5,8, =А, 2,, следовательно, 2,=2,0,. Тогда равенство (154) 
перепишется в виде 


вы 


К. (тра КВ "(Фу Фан ® = 


= №9 В (К) (4) 4, (®) = 


аа! в о (ЕК) у(Е, ‘ав, (®) = 


Е ера) Ву ды, ®, 


1 


а 


=8 * (2 >в) Х (2.65) Во) К (2,, 2:85 /). (155) 


Таким образом, переходу от 2(8) ‘к 21(88,) соответствует пре- 
образование функции }(2,) = К (2,, 2., Х) при помощи оператора Ед г. 
В силу непрерывности оператора в п? ЭТО обстоятельство имеет 
место для всех функций 5 (2) 656. Пространство $ можно рассматри- 
вать как прямую сумму пространств ®:»„ =$», определенную сле. 


дующим образом: % состоит из функций еб: п.р С0 значениями из %7 
таких, что 


Х АА, ие) 44 (2) < оо. (456) 
п=- с 0 


причем скалярное произведение двух таких функций }=/. 
Г=]-,, п, ‚определяется равенством 


со 


я р А ван Дн, (+ *) 4 (24) 4. 


Следовательно, отображение ®с на ®, рассмотренное в п. 3, есть 
изометрическое отображение ®с на прямую сумму пространств’ 
95:,"„ =%2, причем оператору Их (2) =х (е8.) регулярного представ- 
ления соответствует, в силу (155), оператор От, „ основной серии 
в пространстве $. ,»„.›. Это означает, что регулярное представление 
разложено в прямую сумму неприводимых представлений (И,;, основ- 
ной серии. 

ТЕОРЕМА 6. Регулярное представление группы С разлагается 
в прямую сумму неприводимых представлений основной серии. 

5. Унитарная эквивалентность представлений (.; у 
и 0-.,. Воспользуемся теперь аналогом формулы Планшереля для. 
доказательства следующей теоремы. 
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ТЕОРЕМА 7. Представления И; и О: „основной серии унитарно 
эквивалентны. 


Доказательство. Каждой функции х(2)Е А” ноставим в со- 
ответствие ядра 


7) 


Ка аь д = \ 2 (85а) у (8) * (8) 4 © (157). 


= Е 
К (ыы р = Дааа) ув * (8) 44 ©) (158) 
операторов И.;; и О Тогда, в силу формулы (94) $ 6 для следа, 
5 (С ==) = 5 (0, 


тар 
т. е. 


Уже, 2 ОР (2) а (а) =, =, О (2) 4 (а.). (459) 
Пусть Эк — гильбертовское пространство функций К (,, 2.) таких, что: 
Ус, 2) а (ан) 4 (а.) < + =. (160) 


Когда х(2) пробегает А’, то, согласно аналогу формулы Планшереля, 


К (2,, 5., /) и К (2,, 3,, /) пробегают плотные множества ©, и ©, в %к- 
С другой стороны, в силу (159), соответствие 


К (21, ЗИ) в (2, 5, 7) 


есть изометрическое отображение ©, на ©, и, следовательно, оно 
единственным образом продолжается до унитарного оператора М 
В Эк. 

Пусть теперь {$,(2), $, (2),...}— полная ортонормальная система 
в ®,. Тогда всякий элемент К (2,, 2.) из Эк можно представить в виде 


(2., 2 а) ар фк ( 2.) (161) 
К—=1 
причем 


к = $ (2, 20 4 (2) 4 2-3 а.) (2. (462 


Это означает, что Эк можно рассматривать как прямую счетную 
сумму пространств, совпадающих с ®рд. 
С другой стороны, при переходе к т(8&.) ядро К (21, 2,, Х), рас- 


сматриваемое как функция 2,, преобразуется по предотавлению ИУ. „- 


Этому преобразованию соответствует преобразование каждой компо- 


л И 
ненты ].(2,) по представлению Их; „, 
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Другими словами, преобразование ядра К (3, 2., /), соответствую- 
есть представление группы С, кратное не- 


щее сдвигу 2 (3) —>2 (23), 
это представление че- 


приводимому представлению И; „. Обозначим 
рез @- 

Аналогично, преобразование ядра К (51, 5,, /), соответствующее 
едвигу х(2)-—>4(58,), есть представление группы С, кратное И; в- 
Обозначим это представление через И’, . 

Итак, функции 1(59,) соответствуют ядра Ол К (21, 3., Х) и 
7 К (2,, 53., /). По определению оператора Т’, он переводит первое 
о во второе, т. е. Их, вО*,, следовательно, представления Из, Оз, 


соответственно кратные 0; „и0,; „› эквивалентны. Но тогда, как нами 


будет В следующей статье, сами представления Е о И Я 
также эквивалентны. 

Оператор Г, который переводит (0, в и „» можно указать в яв- 
ном виде, если от пространства 5, функций {(3) © суммируемым ква- 
дратом перейдем к их На Фурье 


эх /(де- те с аи (3). (163) 

При этом по теореме ЕВЕ 
иде ав (а = \ |2) ав»). (164) 
Будем писать Си, о; о вмеето @.;.; тогда, по определению оператора И, 
И = ОГ, (165) 


о . 
ри в = 2 =” 1) мы будем иметь 
20 


И но (+) а ег Це (\° 20) ф (%). 


Поэтому при #=з, равенство (165) примет вид 


Тее(вт) Ф (№) = еВе(ито) Рф (%). (166) 


Таким образом, У коммутирует с оператором умножения на 
е'е (#20), каково бы ни было 2,; следовательно, У есть оператор умно- 
‚‹ения па ограниченную функцию. 

Пусть 

Уф (№) =® (оф (%). (167) 


=(2° ‚> тогда [см. (74), $ 5] 


>7 


Положим в равенстве (165) в= 
(и, нёф() = | "++ п ф (4?) (168) 
и, следовательно, при з=0 равенетво Я примет вид 
о (|. |-"- +3 по (2%) = | Х ++ по (9%?) ф (#3). 


Отсюда и | 
ви) = © (6) [№2 |" (да). 


УНИТАРНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ ЛОРЕНЦА 449 


Подставляя 1 вместо ? и % вместо ^*, получим 
о(®) Се", (169) 


где С =о (1). Мы можем, очевидно, положить С=1. Тогда равенство 
(167) перепишется в виде 


Уф (%) = || "Вит ф (и). (170 


Это и есть искомое явное выражение для оператора У. 


$ $. Дополнительная серия неприводимых представлений группы С 


1. Определение представлений дополнительной се- 
рии. В $ 7 мы установили, что регулярное представление группы С 
разлагается на неприводимые представления основной серии. Покажем 
теперь, что тем не менее группа С имеет еще другие неприводимые 


представления. 
Представления основной серии имеют вид 
[7,1 (2) = а (28) | (28), (174) 
тде 
а (8) =В * (8) х (5) (172) 
и 
а (852) =а (8), (173) 
а /(5)— характер группы Р такой, что 
[Хх (8) =1. (174) 
При этом скалярное произведение в %, определяется равенством 
(= ФЕ) 4% (9. (175) 


Не будем больше требовать выполнения условия (174) и посмотрим, 
нельзя ли выбрать метрику в. совокупности функции ][(2) так, чтобы 
формула (171) давала унитарное представление группы С. 

Легко видеть, что выбор метрики (175) автоматически ведет к усло- 
вию (174). Вообще, пусть метрика задается равенством 


(, = ФУ @) 48 (Р,, (176) 


где с<(Р)— положительная вполне аддитивная функция компактного 
множества РС-Й. Полагая в (171) #=2,, получаем 


0.1 (2) = 1 (22). 


Поэтому условие унитарности ||... |||“ =]? дает 


1 (е2,) Рае (Р,) = \ 1/(а) "48 (Р.), 


следовательно, ‹ точностью до постоянного множителя, с(Р)—инва- 
риантная мера в 7 и метрика (176) с точностью до постоянного мно- 
жителя совпадает с (175). Но тогда условие унитарности оператора 
О. дает 


реа (ев) 1х (ав РИ (ав) ар (ау Ц ыы (о). 
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Сделав во втором интеграле подстановку 2, =28 и пользуясь соотно- 
шением (48) $ 4, получим 


вт" (ав) 1 (ав) [А (аа) |? а (а) = | В (28) 17 (ав) | а» (а); 


следовательно, |7/ (28) | =1. 

Итак, при метрике (176), а следовательно, метрике (175), мы по- 
лучаем представления основной серии. 

Будем теперь искать метрику в виде 


(» =) КС, 2) 1, (2) 5) 4 (2) (5), ЧТ) 


беря пока в качестве /, (2), |, (2) ограниченные измеримые функции 
такие, что интеграл (177) сходится абсолютно. 
Условие увитарности оператора (171) дает 


\ \ К (21, 2.) В-* (218) Ее (2,5) Х (2.8) Х (2,5) й (2,8) И (2,8) ар. (2,) 4» (2,) = 
=} (2, ол) 4 (а) в (в). (178) 


Сделав в этом втором интеграле подстановку 2, = 2,8, 3, =2,8, мы при- 
ведем его к виду 


| (ав, 2.8) Вов) В (2.9) 1 (228) 7, (248) ь (в) аъ (в) 
следовательно, равенство (178) даст 


К (ава) Ка, в) В (в) а (вх). (179) 


Переходя от 2,, 2, к параметрам 2,, 2,, мы можем переписать (179) 
в виде 


К й 81121 + 221 &112> те к 
61221 во ’ 122 - бо 


(21.2, - 8,-) (1:2, + Е). (180) 


= К (21, 2.) | 8132, Н 8.» |* | 8152. Е 8.» 
При #=2, мы получим 


ы К (2, нЕ 5) 25 = 50) == К (29. 2.) 
следовательно, 
К (2:, 2.) и И, (=. ку г 


Таким образом, условие (180) примет вид 


К 21—25 : 
Г бе +822) (Е122 - воз) ) 
=А, (2, —5.) | 2152, -- 8». и | бо 2- Е 6 | Х (81,2. Вэ) Хх. (31525 .). (181) 


Полагая здесь 2, =0 и подбирая 2,. так, чтобы 81:2, + 8,. =1, получим 


к, (=) = К, (2,) | Вл» |? Х(8,»). (182) 
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С другой стороны, полагая 2, =Ои подбирая 2,, так, чтобы 9..2, Ё о,, =1 
получим 


) 


к (ак) = К, (адин Хы). (183) 

Сравнение равенств (182) и (183) дает, что 9(8,,) — действительное 
число. Кроме того, из (182) следует, что 

К, (2) =С |8 [** (2), (184) 


где С — некоторая константа. Так как х (2) — действительная измери- 


мая функция (в силу измеримости представления), удовлетворяющая 
условию 7 (2, 2.) =Х (21) / (2.), то 


Хх (=) =|2|7°, (185) 
где ,— действительное число. Отсюда, в силу (184), 

К (21, 23) =С |2, —2. | 2 (186) 
и выражевие (177) для скалярного произведения перепишется в виде 
‚М =С) 1-2 (24) 7 @) ды (в) 44 (а); = (487) 

само же представление (177) будет задаваться формулой 

ыА. 9? 6112 Бо1 

бо 1 (а) в 2 въ |? (ЕЕ). (188) 


Интеграл в (187) может, очевидно, существовать в том и только в том 
случае, когда 5 > 0. Кроме того, метрика (187) должна быть положи- 
тельно определенной, т. е. должно быть 


=С (1—2, Г (а) Аа.) 4 (в) 46 (2.)>0. — (489) 


Посмотрим, при каких значениях › выполняется это условие. Пусть 
1 
сначала 0 «р < 5 и пусть 7 (2) — функция, равная нулю вне некото- 
рого круга |2|<с и, кроме того, настолько гладкая, что ее трансфор- 
мация Фурье 

И ь и 
(г) але я — В 20 

(= ох | / (в) ее ар (2) (190) 

суммируема. Совокупность таких функций ](=) обозначим через 9’, 
а их трансформации Фурье ф(%) — через ПН’. 

Очевидно, при %=0 функция ф(%) принимает конечное значение 


$ (0) = = \ 762) 4» (=). (194) 


Кроме того, 


| 
2 


\ ф (№) е! Ве 2%) а (и). (192) 
При любом фиксированном 2, существует интеграл 
(а, — |2 (2) Ч (а) = |249 (+ 5) аи (а) = 


Це [| (ее ем арб) ] в (2); 


452 И. М. ГЕЛЬФАНД и М. А. НАЙМАРК 


переходя к полярным координатам 2==те” и полагая < =т,ей:, мы при 
ведем его к виду 


\ |2, — 2, ее 7 (2) ар (2,) == 


2п © 
= = \ \ 1+ [ \ ф (№) ее (еле "Пе ве (25%) фи (“| Аг а0. 


Но интегрирование по @ можно произвести под знаком всех прочих 
интегралов, ибо внутренний интеграл по модулю не превосходит 


\ 1 (#7) | 4. (%), а потому сходится равномерно относительно 9. Поэтому 


последний интеграл равен 


[©] 


у 1+ о [ \ (9) её Ве (:2%) Го (г",) а» ®] Аг, 


(1 


где /. —функция Бесселя нулевого порядка. 
Легко видеть, что этот интеграл сходится абсолютно по обеим 


переменным. Поэтому он равен 


\ фи (%) е'Ве (а %) [ ) г- 1-е Г, (гг) а | 4» (®) = 


} э(м) еще с гро (9) = 


фа (4%) | ® [Роге Са *) а (®), 


т 2, \ 
г(1-#). 


причем полученный интеграл также сходится абсолютно. 


Умножая обе части этого равенства на 1(2,) и интегрируя, мы, 
в силу (190), получаем: 


Ул — 2 [2+6 (2) 7 (2) Фа (2) а (в) = 


‚(9 


=: ве ее) 4%). (193) 


Равенство (193) доказано нами при 0 « а Но при фиксированной 


функции }(2), а значит, фиксированной функции ф(%), левая и пра- 
вая части равенства (193) являются аналитическими функциями от ь 
в полосе 0 < Ве (р) <2 и, следовательно, равенство (193) имеет место 
во всей этой полосе. В частности, оно имеет место для 9 «<ьо< 2. 

Из (193) следует, что метрика (189) является поломсительно опре- 
деленной пра 90%ь<2 и С>О0. 
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При в=2 
(р=С | | 194+ (2) |, (194) 


следовательно, и в эгом случае метрика положительно определенная. 
Легко видеть, что при в>2 эта метрика перестает ‘быть положи- 
тельно определенной. Действительно, пусть, например, 2 <. <4. 


Тогда равенство (193) еще остается верным для функций {(2), удовле- 
творяющих условию 


20) = | (2) 4 (2) =0. (195) 


Так как при этом множитель перед интегралом в правой части (193) 
отрицателен, то для функций ](2), удовлетворяющих условию (195), 
эта метрика будет позитивной при С<0. С другой стороны, взяв 
в качестве ](2) функцию, принимающую только неотрицательные зна- 
чения, мы, очевидно, получим, что 


д=С \ |1, — 1, 9/2) К) Ч (в) аъ (2.) < 0, 


ибо подинтегральная функция положительна. 
Пусть 0 <6<2; введом в 9’ скалярное произведение 


И 7.) = \ | 5. Ре 55 | 7. и (2,) 7 (2) ар (=) Ч (2,), (196) 


ав Н’— скалярное произведение 


‚г мер 
(ы9)=2% 2х [25 (4) $ 9) @ь (в. (197) 
а 


г(+—5) 


Равенство (193) показывает, что формула (190) устанавливает изометри- 
ческое соответствие между У’ и НМ’. Это соответствие можно продол- 
жить, и притом единственным образом, до изометрического соответствия 
между пополнениями пространств 9’ и Н’ по отношению к скалярным 
произведениям (196) и (197) соответственно. Обозначим эти пополнения 
через &, и Н,. Обозначим, далее, через Я, совокупность всех функций 
© (®) таких, что 


Ме ге (%) Раз (№) < о. (198) 


Докажем, что Н›=Н,. Действительно, функции из Н’ образуют всюду 
плотное множество в пространстве функций Ф (№) с нормой 


\ | (9) |? 4 (№) < о. 


Пусть, в частности, ©, (у) --измеримая ограниченная функция, равная 
нулю вне А, где А — компактное множество %-плоскости, не содержащее 
точки %==0. 'Гогда при заданном з, >0 найдется функция ©’ (%)Е И’ 
такая, что 


2, (#)—9' (#4) < =. (199) 


А 
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Разобьем всю #-плоскость на множества (), и 0, точек, в которых |%| < з., 
|#| >> е, соответственно. Тогда, обозначая через С число, удовлетворя- 
ющее условию |х, (%) — ©’ (%) | < С для всех и полагая ‹ = ге", получим: 


еее ь (9) — 97 (9) Ра (9) = [1 


Фа (#) —$' (%) [ав (®) 


Сл 
2В=> 
Ч Теа 9) — 97 (9) Ре () < С* | г-таг 9+ 
05 00 
о. ‚ р С 
Че" Г, (®) 9’ Рае) < се -еаре а. 
> 


Таким образом, функциями из Я’ можно сколь угодно приблизиться 
к функциям $Ф,(%) в смысле метрики в Йь: 

С другой стороны, функции ©л (%®) образуют всюду плотное множе- 
ство в Я». Следовательно, Й плотно в Я» и Н,, как пополнение Я’, 
совпадает с я 

Итак, Н, совпадает с совокупностью всех функций ф(%), удовле- 
творяющих условию (198). 

Обозначим теперь через %, совокупность всех ограниченных изме- 
римых функций }(2), удовлетворяющих услорию 


У, а еИ (25) (а) а (аа) аъ (а) < 4 во (200) 
и докажем следующую лемму. 


ЛЕММА. Если О <р<2, то для любой функции | (2) из %, инте- 
град 


1 рат ‹ 
Ф (®) = =. \ ее ан (о) (201) 
сходится в смысле пормы в Ни 


7 


2 


2 
7 


[$ 
20е 


| 


= \ |2, — 25| 121 (51) 1 (25) Ч (2, 4 (,). (203) 


Доказательство. Пусть сначала ] (2) — ограниченная измеримая 
функция, равная нулю вне множества |2|< С. Тогда интеграл (201) 
сходится в обычном смысле. 

Докажем, что для этих функций /(2) и $(%) имеет место равен- 
ство (202). 

С этой целью выберем из &’ равномерно ограниченную последова- 
тельность функций /„ (2), равных нулю вне множества |2|< С и таких, 
что 


\ [1 (2) — {1 (2) | ав. (2) —0 при т— <. (294) 
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Отсюда следует, что и 
\1/ (2) — Ли (2) [ав (2) —>0 при т — <. (205) 


Разобьем множество всех {2,, 2,] на множества 6. ©., определенные 
неравенствами: 

Фи: [2—2 |<, 

6$: [2—2]. 


Тогда, обозначая через С’ число такое, что |](2)|< С’, |[„(2)|< С’, 
получим 


а Ну (а) — 7» (ЛР) а (в) 4 (2) |< 
@1 


2+ |} (2,) | 4 (2,) аль (2) < 


<2С’ \ 2: — 25 
©1 


2 


ино» агав = 
0 


г. „С 42 СС” в? 
<2с —_ те 
и 
ПА — 2 (2) — 7 (24) (а) ав (зн) Фе (в,) |< 
©? 


<-НС” . жС* \ | (а,) — / (2) |4 (2. 


Из этих оценок следует, что 


Ца, — [42 (лы) — / (25)} 5) 4» (2) ав (2) 0 при т—> во. 
Аналогично доказывается, что 


\12, — 2, 2+9) (24) [7 (а-) — 7 (22)] в (24) 4» (2.)->0 при т —> оо. 


Складывая эти два соотношения, получим 
В —1 ДР при т — оо. (206) 
Функциям /„(2) соответствуют по формуле (201) функции Фи (4%), при- 


чем по доказанному, 
| = | Фи | (207) 


Докажем, что ||ч„—$®||—0 при т-—> со. Действительно, функции Фи, $Ф 
ограничены одной и той же ковстантой С”=пС*С’. Кроме того, из 


(204) следует, что 
\ 19%) — (4) = \ 11) — (9) 46 (2) —>0 при т—> о. 


Разобьем -плоскость на множества 
Р.: |№,| <, 
он И > = 
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Тогда 
Ие(и) — и (Ре 24 (в) < 46" \ Де [24а (в) = 
КА Ё 
` 8® С”? -? 
— 8п()”? кк 
. 2—? 
0 
и 
еж) — (|2 4 (9) < 5-2 (9) — 6 (#4 (9). 
Ёа 
Из этих оценок следует, что 
|. (+. 
Ф—®| Е \ |2 (%) — $1 (%®) [2 и |? 4 (%) 0 при т >> 
г (1-5 
и, значит, |Ф„||->||$| при т—> оо. 


Переходя теперь в равенстве (207) к пределу и пользуясь соотно- 
шением (206), мы получаем, что ||] |" =|| $]. 

Пусть, теперь, } (2) — произвольная функция из $5. Обозначим через 
Ге (2) функцию, определенную равенствами 


и ‚= [7 1 (2) при 


Соответствующую функцию $(%) обозначим через о, (*’). По только что 
доказанному, ||} ||" =! $. |. Аналогично, при с, > с 


И, Ле? = На — 9}. 
В силу предполагаемой сходимости интеграла (200), левая часть послед- 
него равенства стремится к нулю при с,, с-> со. Отсюда следует, что 
существует ИшФ, = в смысле сходимости в Н,. Другими словами, инте- 


соо 

грал (201) сходится в смысле нормы в Н,. Переходя теперь в равенстве 
Ё |=! 3‹|’ к пределу при с—> <<, мы получим требуемое равенство: 
|{?=|\Ф|?. Лемма доказана. 

Из леммы следует, что Н, можно рассматривать, как часть %.. 

Как мы видели выше, оператор И,, определенный равенством (188), 
унитарен в %, в смысле метрики (196). По непрерывности И, продол- 
жается, и притом единственным образом, до унитарного оператора 
И, в %», следовательно, до унитарного оператора И’. в Л.. 

Таким образом, доказана 

ТЕОРЕМА 8. При 90<%в<.2 равенство (188) определяет унитарное 
представление группы С в пространстве %,. 

При р=2 равенство (194) показывает, что мы должны считать /=0, 


если \ [ (=) 4» (5) =0. Поэтому в случае р=2 пространство %, одномерно 
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и состветствующее представление есть единичное представление *. Для 
всех других значений 5, О << 2, представление бесконечномерно. При 
р=0 представление переходит в представление основной серии, соот- 
ветствующее характеру у=1. 

Заметим еще, что формулу (188) можно. формально получить из 
формулы (65) $ 5 для основной серии, полагая п=0 и подставляя 
2+ вместо в. 

Полученную таким образом совокупность представлений мы. назовем 
дополнительвой серией представлений груп- 
пы С. 


ТЕОРЕМА 9. Все представления дополнительной серии неприво- 
димы. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству соответ- 
ствующей теоремы для основной серии. 

2. След представлений дополнительной серии. Пусть 
0 „.‚,— представление дополнительной серии. Рассмотрим соответствую- 
щее представление (,,;. группового кольца и докажем, что при 
х (8) ЕВ’ оператор Иь,;х*х имеет след. 

Будем для этого применять оператор И„;. к функции /(2)Е\’. 
Тогда, повторяя рассуждения п. 2 $6, мы убедимся в том, что на 
таких функциях наш оператор имеет ядро 


ас а= 
Ар 


4» (<), (208) 


К (21, 2.) ва) = \ а аа: 


где 


с 10 с : 
И Ао, 


Это ядро можно выразить при помощи функции $ (2,, 3,, ^), определен- 
ной формулой (119). Именно, согласно этой формуле, 


. и 9695 
А. ь) = 9 (а, А | п ь (209) 


Далее, сравнивая выражение для функции © (2,, 2,, ^) с выражением для 
функции Т:, определенной формулой (97), мы убеждаемся в том, что: 


т, = \ (2, 2, ^) 98 (2). (210} 


` 


Если х(2) ЕР’, то, как было показано в п. 3 $6, функция Т непре- 
рывна и обращается в нуль вне некоторого компактного подмножества 
группы Р. Поэтому существует интеграл 


* Можно, однако, на совокупности функций /] (2), удовлетворяющих условию` 
со 4} (2) =0, задать метрику так, чтобы формула (188) при 2 =2 определяла 


представление основной серии, соответствующее п = 2,0 = 0` (см. стр. 501—502). 
Таким образом, значению р = 2 фактически отвечают два представления: 
единичное и представление основной серии, соответствующее Е, ЕЕК. 
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4с 


с, 98 43 
Ат А а 


тем 4 (2) = 


=\° (<, = луг 


= К(е, 2, в) 4 (2). (241) 


Все эти интегралы сходятся абсолютно, ибо при переходе от х(8) 
к |5(2)| мы. останемся в классе А”. 

Докажем теперь, что если х (2) = (5, Хх 21) (8) их, (в) ЕВ’, то выраже- 
ние (211) является следом оператора О’; х. 

По нашему предположению, 2 (2) = (5, Х 21) (2). Пусть $, (21, 2,, ^) — 
функция ©, соответствующая функции х, (5). Найдем связь между ф и $,. 

Пусть, вообще, х,(2), х,(2)— две. функции из ЯН и пусть 
2 (в) = (т, Х 2.) (8). 

Найдем выражение для функции ©, соответствующей х(8), через 
фувкции $,, $,, соответствующие х, (2), х, (2). 

По определению свертки, 


х (в) = \ т (#в,) 2. (вт 1) ар (81). 


Отсюда 
ЧФ (вы 2 К) АГ | (ад "Всаьва) т, (ат 1) а (ва) ав © = 
АГ}, (ар 15а) а, (ага) в (в) ав = 


р ада, (а- 1 а.) ды 6.) 4» (9) 4 4 ©). 


Положим 


Тогда, как легко проверить, 
Ф (21, 2, ^) = 
=? \ х, (21188,5'2) х, (218: К 12,) а (6,) аъ (2) аъ (3') 4 (С), 


. ы м : ас: аз: 
9 (в 1, ) =, (ал, 3, Ам) Ф, (2, и, Аг) нь (8). — (942) 


Пусть, далее, $” (2,, 2,, ^) — функция $, соответствующая функции 
<° (8) =2(8'). Найдем связь между © и 9°. Мы имеем 


9” (в, а) = 2 8-1.) 4ь ©. 


ав (5) 
ав (51) 


а = 2) 4 (©), 


Положим $1 '=6,; тогда =|^| и, следовательно, 


@* (2:3 255 НФ (а 21 +) ь (213) 
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Комбинируя эти результаты, мы видим, что если функции х, (2) соот- 
ветствует функция $, (2,, 2,, ^), то функции х (8) = (1, Х 2:) (8) соответ- 
ствует функция 


т (аш ль) = о, (а а, 5) ах в куче аь (3). 44) 


Отсюда 


\ $ (2, 31) ^) Ча (=,) — 


Х 00 
= (вы 2, ль) а > к) ее 4 (4) 4 (в); (215) 
в частности, 
З ф > \ № 991 ал 
(а. 2 1) 4е (ал) = ЦА, (а в) ЕВ. (2) 4» (2,). (246) 
Перейдем от функции $, к ее трансформации Фурье Ф, по фор- 
муле (120). Тогда равенство (246) можно переписать в виде 


: ас: 4х 
\з (2:, =, 4) (<, ) = \\\ [Фор МЕ В Е 4 (№, 4 (м.), (247) 
так что интеграл в правой части равенства (247) конечен. Но тогда 
мы можем перейти в равенстве (245) от функции $, к функции Ф.. 
Мы получим 


\ р (2. 21, ^) ар (=,) = 


С В 0 
= \\\ Ф, (о ®, 2) Ф, в, Е Чь (в) ар (®), (248) 


причем интеграл сходится абсолютно. 


Положим 
Я 9995 249 
Г. (%, ”.› =) = \ Ф, (#%, ®, ^^! У * ( ) 
ь Е 4с а< 
\ множая обе части равенства (218) на |^|-" и интегрируя по ГЕ › 


мы получаем 
мт ас аз 
\ $ (2, , 51) ^)1^ ты 11? ав (=,) = 


= \\ 1. (Фи №, 6) Г, (№, — в.) а (№) 4 (9). (220) 


Найдем связь между Г, (№, ®, в) и Г., (%,, %, —6,). Для этого умножим 


т 4с ас 
обе части формулы (124) на |). |-й и проинтегрируем по "де ; МЫ ПОлу- 


чим 


р (%,, И Е 4) = | , | и | > [2[. (м, 2? р). (221) 


В силу (241) и (224), равенство (220) перепишется в виде 
\К(=, 2, 2) 4» (2) = \\ |. (фу ®, (и) аъ (ч,). (222) 


Из определения функций К, Г., и Ф следует, что 

1. (9, в) = вез А К (в 2 ры) ее бана) а (2,) 4» (.). (228) 
Поэтому функция Г. (%., %,, 6.) есть ядро оператора И»; х, в простран- 
стве т: 
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Положим 


2 


2 


$ (=) =|®| 29 (м). 


Тем самым мы изометрически отобразим пространство Н, на простран- 
ство НЯ всех функций © (%) таких, что 


о) 4» (%) < +=. 


В этом пространстве оператор П.,;„, имеет ядро 


21 ра 


7. (*,, и, в) =2 (у ,, 61), * ы |, г к 
и равенство (222) примет вид 
\ К (=, 5,6.) ав (а) = № "(жж в) ав (%,) Ч (№). (225) 


Это равенство показывает, что Ра ,, 6.) есть ядро Гильберта- 
Шмидта в пространстве Н. Правая, а следовательно, и левая часть 
равенства (225), является следом оператора Иъ.;х.х.. Наше утвержде- 
ние доказано. 

Повторяя те же преобразования, чтои в п. 2 $ 6, мы можем пере- 
писать выражение для следа в виде 

о Еф 
5 (бин) = ео Е Та, 9. (226) 
9 

ТЕОРЕМА 10. Если х (8) = (21 Хх,) (2) и <, (8) ЕВ’, то оператор 
(„;х имеет след и этот след определяется формулами (225) и (226). 

Из этой теоремы, как и в $ 6, непосредственно следуют 

ТЕОРЕМА 11. Для любой суммируемой функции х(г) сператор 
Их. построенный для неприводимого представления дополнительной 
серии, вполне непрерывен. 

ТЕОРЕМА 12. Представления дополнительной серии, соответству- 
ющие различныи в, из антервала 0 < <2, неэквивалентны между 
собой и неэквивалентны представлениям оспозной серии. 

Легко видеть, что для функции 2 ($) ЕЁ’ след 5 (0ъ;») есть непре-. 
рывная функция от р, для всех значений 0, из интервала 9 <, < 2. 
При р, =2 след терпит разрыв, ибо предел выражения (226) при в, —>2 
есть 


да 
ЯР а (2), (227) 
9 9 
а при в, =2, т. е. в случае единичного представления; след равен 
\ 2 (в) 4 (3). 
Выражение (227) равно 
да | 49| и | 29 
ОАО и г. "4 (2). (229) 
9 129 


Это показывает, что при р, —> 2 представление дополнительной серин 
в некотором смысле стремится к приводимому представлению, именно 
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к прямой сумме единичного представления и представления основной 


серии, соответствующего характеру Хх ().) =|^!° \*, т. е. значениям 
п=2, 5 =0 (см. примечание на стр. 457). 


$ 9. Разложение всякого унитарного представления группы С на 
предетавления основной и дополнительной серий 


1. Оценка нормы в кольце В. Докажем теперь, что описан- 
ные нами представления исчерпывают с точностью до эквивалентности 
все неприводимые унитарные представления группы С. Более того, 
докажем, что всякое представление группы С разлагается в прямую 
сумму представлений, эквивалентных представлениям основной и до- 
полнительной серий. 


Оценим, прежде всего, норму 2! = \ |х (2) ' 4 (е) функции х(2). 
Для получения этой оценки сделаем следующие замечания. 

Г. Пусть функция ](2,, 2.) непрерывна и имеет сумлмируемые част- 
ные производные по 2,, 2,, 2,, 3, первого порядка. Тогда 

\ \ 1 (>, Е, 2, -- с.) (2. 2.) Ч» (2,) а! (=,) = 4, = о А, > :2 (229) 


где 


4, = АА ПХ, (аа, 4) 1-Е, (вы, 25) 4 (вл) 4 (2), (230) 


ПЕ, (2 2) 14155 25) 48 (а) 4% (2) (231) 
Действительно, положим 
Ф( =] (=, 1, 2,1 1,). 


Тогда левая часть неравенства (229) равна 


АБ 


._, 


1 
— 5 | 45. а) 6409) = | 2’ | ао 2) 9% (2, = 
Иа) > (0) |4 (21) аъ (5) м) \ (2) а | ар (21) 4 (2) 


& ( [ \ \ 2’ 0) 4» (2) 4 (2) | @< 


0 


«АН, К ь КОННИ & + Кь ды) 
0 


НОЕ, (о бы 2 К Е, К.) 4% (в) аъ (в) } 4. 
Сделав замену переменных: 


й Е она и 
=, К, 2. =2. +, 


мы получаем, что последнее выражение равно 


Г 


1 


уме = д, 416. 


0 


(А, |1, 1+4, |6, 
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П. Если, кроме того, сама функция ](2,, 2,) также суммируема, 
то каково бы ни было з из интервала 90<з<1, 


\\ Е: 5-5.) — (21, 2.) ар. (5,) фь. (8) = 
«АВВ 


где 
=2 (1142, 25) | 4 (24) 4 (2). (233) 


Действительно, кроме неравенства (229), мы имеем еще очевидное не- 
равенетво: 


\ (а.о, 2. +3) — 1 (21, 2.) | а» (21) @» (2.) = В 


Отсюда 


И 
«ААС В -° < (А, В) 6+ (4, + В) |5, 
ибо при О<=<1и АЪ0, В>Ъ0 
(А+ В): < 48 В, АВ «А-В. 


Перейдем теперь к нахождению оценки для нормы 
[== (=(8) 42 (6) 


Предположим, что функция 2 (2) Е Эс и что функции 2(2) соответ- 
ствует функция $ (2,, 2,, ^), для которой производная $); (2,,2.,^) су- 
ществует и непрерывна для всех 3,, 3,, ^. 

Положим 


$ (21, 2,, ^) = Фх (21› 2», ^) (234) 


и допустим, что функция % (2,, 
изводные ПО 2,, 2,, 2,, 2, 
далее, интеграл 


2..^) имеет непрерывные частные про- 
до третьего порядка включительно; пусть, 


ИФ (а, 2 ®) ПА а (2) аъ (24) а» (4) 


конечен и аналогичные интегралы, составленные для этих производных 
функции Ф, также конечны при А=0, +1, +2, +2 + е и каком-либо 
>Ои = 

Из формул п. 1$ 7 следует, что 


— ° 2 з] ГА - 
х (р, р, р.) = гар. \ $ (Р-Р. р-—^, у) а» (у), а. {235) 
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Действительно, правая часть (235) равна 


—1Ве [=> (р2у- рз) — ша(ри -23)] 


в г 
— = | ь Фу; (®,, %., У) е 


ар (7, ) ар (®,) ар (у) = 
— — - | р. ь \ Хе ти. ом и еВе(риа- рэ рз(8) Ч и Чь. (<,) ао, (<.) == 


=2(р,, р., Рз), 
откуда следует, что 


№ д (2) ав (=) = \ |2 (р» р» В») || Рь | ° 4 (р) 4 (р.) аи (р.) = 
=а \ | \ ф (р.у — Р:, Р, —2 Й У) ар (у) | р. То ар (р,) ар (р,) ар (Рз). 
Разобъем группу С на множества: 


С: | р. |< 1, 
6, |1. 
Тогда 


12 (6) 14 (ва (р р, 24, 5) | р, | 4 (ро) (р) @(р.) ау) = 
6. [е. 


г \ [М4 2,5 5) 14 (2) ан (2) аь О) рь Г“ 4» (р) = 
|9] 1 


= ла (| Ф(2,, 2, 5) | 4» (24) ар (25) а (у) 


Таким образом, 


12 (4) 14» (2) < ка |9 (а 2 3) [46 (а) ав (2) 4). (236) 
6. 


Перейдем теперь к оценке интеграла по С Для этого положим 
Ц а ть Рз } у 
Ф(Й =Ф р-\ Рз› р: ве. 


и применим к функции $({) тождество 


1 
оз (0+ \ (4—0) 4. 
Мы получим 


ф (р. — р р у) =$Ф(—р., Р,, у) -Н Фа, ( — Рз› Ри, У) Ра -Е 


й ИИ й = -й а т НЯ ИУ 
+ фт: ( — Рь› Рь У) РУ — ф:, (— Р»› Ра» У) РзУ *— 92. ( Ра’ Рз› У) РьУ 
где 
1 
9 9" (#) (4—4) 4. 


0 
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В силу определения (234) функции 5, 
Це 2) каво) =0 при #=0, +1. 


Поэтому, интегрируя равенство (237), получаем 


у 


\ ф (Р.)—=Р., А — ) У) ар (У) == \ Фар (У) = 


| 


1 а 
19 у к 2 .и А аи И 42 
р. С \и а Е) | \ [12% я 92121 тов У? 972121 ы у ев 
() 


[ро Ро |* [ рэ] 
р а о а ри и т 2 ра и 9 р? + 
т. р О Грь фа, — 2 Гра * 7128 
о -2 | ель | Яр 6) } 4, (238) 


где значения всех производных под знаком интеграла берутся в точке 


р — рр, 1, у). При р. =0 внутренний интеграл равен 


3 \ [+:=, —_Р., Рь, У) | У ы = ( ЕН у) уу-1 д $2. (- р ь ры + 
Чит (— ры рьз) || | 4» (у. 


Будем в дальнейшем предполагать, что функция $(2,;2,,У) удовлетво- 
ряет условию* 


к, . к —. и я 
\ [95 (2, 5. У) УЕ —%: 2 2 55) У) УУть — $:1=, (=, 2., у) Ут Ее 


рыть) ав) =0 (239) 


для всех 2,, 2,. Тогда внутренний интеграл в (238) обращается в нуль 
при р, =0 и поэтому не изменит своей величины, если мы из каждой 


производной функции Ф в точке (р,\ё — р., р у) вычтем значение 


и у 7 
этой производной в точке (— р,, р, У). 
Рассмотрим, например, интеграл 


\ [= (р, — В», рее, У) о Фата (-- Рз› Рь, у) | ар (р) а (р.). 


Нрименяя к нему неравенство (232), мы получим, что он по модулю 
не превосходит 

(А, В) | ру + (4, + В) |< 

<, - В) [ув - (А, + В) ||] р, 


5 
2 


* Из дальнейших рассуждений следует, что при выполнении всех прочих 
условий, наложенных на функцию % (21, 5., У), условие (239) является необходи- 
мым для суммируемости функции х (5). 


УНИТАРНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ ЛОРЕНЦА 465 


где 
А, | [3 (а ЧФ (авы) а (а) а» (в), 
4. = {19 2 у Чиа @ь в) а.) 4 @.), 
В-—2\ 192... (в, 2 3) [4 (в) 4ь (а). 


Применяя такую оценку к каждой из подинтегральных функций в 
(238), мы получаем, что 


а о ры, 2,5) 4») Ч (р) 4 (р) < 


1 


< ртс 4-94 =С|р,|-2%, 


0 
где сс. С’— сумма интегралов вида 
(а, зы, ) у (2) в (2.) 4), (240) 


К — одно из чисел {е, 2», Ф — производная второго или третьего 
порядка функции Ф по &,, 2, 2,,2,. Интегрируя это неравенство по р,, 
найдем 


1 
\ |2 (6) |4 (8) <«С \ ры |+ (Рё) = каб това = —_ | 
С1 [62| < 1 0 
Складывая это неравенство с неравенством (236), получаем 
Е 2С 
128) | ав (в) < а (С,+"5), (241) 
где 
С. = Ц (2, 25) Ч) р (2) а (У. (242) 
Константа С не превышает другой константы С,, равной сумме всех 
интегралов вида (240), в которых =0, =2+е, &= —2--в. Поэтому 
окончательно 
2С. . 
\ |2 (8) |4 (в) < па (с, + “*) (243) 


В дальнейшем нам понадобится оценка для \ |2 (2) |4 (#) не через 
функцию $(2,, 2,,^), а через ее трансформацию Фурье Ф (%,,%.,^) по 
а 


Пусть 
т аа МарТ (а У) Фо) фе (о) Ч) < © (69) 


5 Известия АН, серия математическая, № 5 
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и 
= чер му ен) 1 д 4) 4 (в) 4 (2) < +, 
(245) 
где функция $ определена так же, как и выше, а =0, 2, 2-3. 
По неравенству Шварца, 
[реа |4) 6 (5) 42) < Сы, 
где 


[Е ав (21) ан (25) ав (+) 
- (1-12 [2 1 [2 +°) 


Аналогичную оценку мы получаем для интегралов вида (240). Поэтому 


(12 (6) 14 (®) = А+ 51) ==, (246) 


где А—некоторая константа. 
Переходя к функции Ф (%,,.,^), мы получаем, что 
1=\ 19; хи К) Р-НА АША „Фо, (в, ^) 2] ар (9, ) ар (7,) 4 (^), 
(247) 
Г = ПФ, о, ира ви 


+ [А,зАн, (Фу (о а) | Не] Ч (в) 46 (9) 454%), 
(248) 
где А,., А,,--операторы Лапласа по %,, %. соответственно, а &,, В,, 
о., В, неотрицательные целые числа такие, что 


а В. а. + 3. =2 или 3. 


2. Функции Х и Фв случае четной функции Ф. Иредпо- 
ложим, что функция Ф (п. 1 $ 7)—четная функция от ^, т. е. 


Ф(%,, ®., —^)=Ф(%,, 9. ^). 
Очевидно, это эквивалентно тому, что Х есть четная функция от 5.: 


Хх (<, — >) С,) = реа: $2) > ©): 


Так как Ф  четная функция от ^, то выбор значения функция 


т 
— не играет роли. 
1 


Положим 
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Функция Ф будет, очевидно, также четной функцией от ^. Кроме 
того, из условия (124) следует, ‘что 


Ф( м, в - Ф (мм, , у 
=Ф (+, ".,' те ')=Ф (№, И =), 
и 


Ф (»,, и. т) =Ф(,, №, 1). (249) 


Обратно, пусть функция Ф есть четная функция от /, удовлетворяю- 
‚пая соотношению (249). Полагая 


Ф (м, 9,, ^) =Ф (м, Ф.А И я (250) 


мы получим функцию Ф, четную относительно /. и удовлетворяющую 
условию (124). 
Переходу от Ф кФ соответствует перехол от ядра [. (м, %®., п, в} 


(ср. 8 7) к ядру 
ас ас 


(п, 6) = \ Ф(%,, ,, 2.) 1 т). - п ПВ › (254 \ 
причем из равенства (249) следует, что 
Г (9) и, п, = (и, ®,, п, в). (252) 


Легко найти связь между Ги Ё. Для этого заметим, прежде всего, 
что Ги Г. обрапаются в нуль при п нечетном. Это следует из того, 


что Ф и Фр четвые функции от ^. 


а - Ро . * 
Подставляя в (126) ^^. И - вместо ^, получим 
[42 


Е (и, п, г) = 


= п: 20 т 
з и. о Ги, ® р. * Че аз 
\ > (и, 9 АИ =: а 12) "|=: (=:) = 
т и: | т | 
пр т 
2 } м 454 
= |" (=) \ Феи, ^) | ть, 
1 1 ` [742 
У (20 
а и - 
р. РЕ 2 
и“. #. 7 Е* 
Бим, п = (= [(ь м, п,р). (253) 
1 (1 
Положим теперь 
Х ($, ›, `.) =хХ (5,, О у, °з). (254) 
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Так как Х — четная функция переменного (&,, то выбор значения функ- 
ции УС, не играет роли. Кроме того, очевидно, что Х есть чет- 


ная функция переменного у. 
Обратно, по функции Х, четной относительно у, мы можем построить 
функцию Х, четную относительно *., полагая 


ео (>, у) (255) 


6163 


Функции Ф и Х связаны простым соотношением, которое легко 


О 


- я. 
получается из (123). Именно, подставим туда ^ — вместо ^; мы 
1 


получим 


1 Ф(,, Ю=Х (+. а, И (256) 


^ 


3. Функции Х и Фв случае нечетной функции Ф. Пусть 
теперь Ф — нечетная функция от ХА, т. е, 


Ф (., = ^) = --Ф (%,, т., ^). 


Очевидно, это эквивалентно тому, что Х есть нечетная функция от 
= 5 
°., а следовательно, х есть нечетная функция от р.. 


Положим 
Ф (#, м., ^) 5 т (= у) (тие, у=) 257) 
1 
Так как Ф — нечетная функция от ^, то выбор значения с не играет 
т 
роли. 


Функция Ф будет, очевидно, также нечетной функцией от ^. 
Кроме того, из условия (124) следует, что 


. Е я. 
"(= 5. Ф (чье, И “:)= 
я, 
®, аа р 
(=) Ф (вн и," —] — 
а Л ь 
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Обратно, пусть Ф (%,, %,, ^)—вечетная функция от », удовлетворяю- 
цая соотношению (258). Полагая 


1 


(=) Фе, и ^ и =), (259) 


мы получим функцию Ф, нечетную относительно / и удовлетворяющую 
условию (124). 


Ф (м, ®,, ^) = | = 


ео 


Переходу от Ф к Ф соэтветствует переход от ядра [.(%,, ®,, п, в) 
к ядру Г. (%,, ®., п, в), определенному равенством (251), причем, как и 
вп. 2, имеет место соотношение (252). Повторяя соответствующие рас- 
‹‘уждения п. 2, находим, что 


=] А и ро (260) 


Заметим, что в этом случае функции Г. и [Г обращаются в нуль при 
четном п. 
Положим теперь 


Г. (9, › ., п, в =2 (№. п, 5) 


| ; 
м р $ 2 т а. рее 
Ясь] Иех(ыоиИеьъ). о. 
Тотда из (123) следует, что 
и с Де 
а Ф (м, %,, ^) =Х (»., ^-  ? “ . (262} 


Если теперь Х, а следовательно Ф, произвольны, то, разлагая их 
на сумму четной и нечетной функции от у и ^ соответственно, мы 


можем определить функции Х и Ф, как сумму функций Х и Ф, с00т- 
ветствующих этим слагаемым. Очевидно, для них также имеют место 
соотношения (258) и (262). 
4. Вырожденные функции ХиФ. Рассмотрим, в частности, 
функции Х и Ф вида 
Хх, зы =х, ©) Х, 0) Х, ©), (263) 
Ф(®, и, ^)=Ф(%,) Ч (%,) в (1). (264 


В силу (258) и (262), 
Фи) = Х, (®), Ух, и), коб) =х, (4+1) 


Ч (+) у (265) 


Функдии Х и Ф вида (263) и (264) будем называть вырожден- 


ными. Вырожденной функции Ф отвечает функция 


Фор, = Ф (и) о (^ и=) (266) 
и 
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в случае четной функции о(^) и функция 


(=) Ф (*,) У (%,) ® и “1 (267) 


в случае нечетной функции о (^). 
Обозначим через |Ф||? правую часть неравенства (246), и перене- 


| ы 


и о 
Ф (“„, ®., ^), | 


сем на функции Ф норму 'Ф\.. Эту норму обозначим через ИФр.- 

Обозначим через / совокупность всех вырожденных функций 
Ф (и, ®,, ^), удовлетворяющих следующим условиям: 

1°. Функция Ф (%,) =0 вне области вида О а < |, < С; и имеет 
непрерывные производные до четвертого порядка включительно. 

20. Функция 1 (%,) =0 вне области вида 0: < |%.|< (С, и имеет 
непрерывные производные до четвертого порядка включительно. 

3°. Функция ®(^)-=0 вне области вида О<:з< ^!<С и имеет 
непрерывные производные до восьмого порядка включительно. 


т с ъаиа 48 () 
до. \ ® (АА = 
( Я | |4 
Каждой функции Ф из Л отвечает функция 2(5)Е№с. Эта функ- 
ция (2) суммирусма. Действительно, из условий 15°, 25, 3° следует, 
что норма |Ф]|, конечна; согласно результатам п. 1, достаточно по- 
этому доказать, что соответствующая функция ® (2, 5., }.) = $); (21, 23, ^.) 
удовлетворяет условию (239) п. 1. 
По определению функции Ф (%,, %., ^), 


(арт №) = раз | Фвр К) ее нм а (и) Фа (в); 
поэтому условие (239) означает, что 
\ Феи, и - ИЕ аь (0) =0. (268) 
Интегрируя но частям, получаем 
\ Фи, 9, КА 1 т = 0. (269) 


Гели ФЕР иф ().) —четная функция, то левая часть (269) прини- 


мает вид 
(офоуоь (1 и а 
а во. Е 


=Ф(е) (9) в, | о АР. 


Это последнее выражение равно нулю в силу условия 45. 
Аналогично докажем, что условие (239) выполнено и в случае 
нечетной функции о (\). 
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Итак, каждой функции Ф из Е отвечает суммируемая функция д (2). 
Обозначим через % совокупность всех таких функций. 

ЛЕММА 1. Пусть © — полное нормированное пространство Банаха 
и пусть Г, (2),..., }, (2) —конечное число аддитавных и дистрибутив- 
ных фунвиионалов, определенных на некотором линейном многообразии 
Г, плотном в ©. Если накакая линейная комбинация этих функцио- 
налов, за исключением тоэюедествениого нуля, не является ограничен- 
ным функционалом в ©, то совокупность Г’ всех элементов х из Г, 
удовлетворяющих условиям 


Гевары! (270) 


такиее паотиа в ©. 

Доказательство. Очевидно, можно считать, что никакая линей- 
ная комбинация этих функционалов, отличная от тождественного 
нуля, не обращается тождественно в нуль на Г. В противном случае 
можно было бы отбросить такие линейные комбинации и уменьшить 
число рассматриваемых функционалов, заменяя их некоторыми их 
линейными комбинациями. Поэтому можно выбрать в /[. систему эле- 


ментов 7, д.,..., т, так, что 
Пи ИЕ 
ве)=| т И В о 
| при #=А 


Всякий элемент х из Г можно представить в виле 


=... + Аж» НУ, 
лее и, =) (2). 

Пусть Г’ неплотно ь <. Тогда существует ограниченный‘ функцио- 
нал ], (2) == 0 такой, что }, (у) =0 для всех уЕГ’. При этом не может 
быть (2) =0 для всех хЕГ, ибо Г. плотно в ©. 

Условие /, (5) =0 определяет в п-мерном пространстве всех линей- 


ных комбинаций л,х,-+...-^,х, подпространство размерности п— 1. 
Заменяя 2,,..., 9, и},,...,|[ некоторыми их линейными комбинэ- 
циями, мы можем добиться того, что это подпространство будет со- 
стоять из всех линейных комбинаций вида ^,т,-... +^.®,. Тогда 


1, (2,) =0 и мы можем пронормировать /,(2) так, чтобы }(х,)=1. 
Таким образом, 

№ О... №2 -у)=^,, 

О.М =, 


и, следовательно, }, (1) =/ (52) на Г. Это противоречит тому, что 
7. (2) —неограниченный функционал на Г, ибо функционал ], (2) огра- 


ничен. 
ЛЕММА 2. Пусть 0, — унитарное представление группы С и пусть 


^ 


\ 2(2) 0,4» (в) =0 (271) 
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для всех функций т(3) из Ч. Тогда И, есть единичное представле- 
ние, т.е. И, =Е. 

Доказательство. Линейными комбинациями функций Ф в Е 
можно аппроксимировать в смысле нормы ИФ] любую функцию 
Ф, (№, в, ^), удовлетворяющую следующим условиям: 


1*. Функция Ф, (%,, %,, }.) обращается в нуль вне множества вида 


Оч, < С,, О =, <. < С,, 0 


А 
в) 
А 
- 
\ 
© 


(272) 


и имеет непрерывные частные производные до второго порядка вклю- 


чительно по 9%, %, %,, 9, и до шестого включительно по /, /. 


2 \ Ф, (*,, ,, КА | = 


Действительно, можно выбрать последовательность 


Фоо = У, ФС (№) Ч (%.) © (А) 
Х 


линейных комбинаций вырожденных функций Ф, удовлетворяющих ус- 
ловиям 15°, 25, 3° (стр. 470) таким образом, чтобы эта последователь- 
ность сходилась равномерно в области, определяемой неравенствамн 
(272), к функции Ф.. 


Пусть ®, (^)—фиксированная функция, удовлетворяющая усло- 
вию 3° и такая, что 


м ав (А 
ки р =1. 


Положим 


О =» Ф®” ( у) (“, ет ) (^), (273) 


№ 


где 
о (4) = 6) — в, (4) \ 5) кк. 


Последовательность Ф"” является уже линейной комбинацией функ- 
ций из Ё и также сходится равномерно вместе с 


производными в области (272) к функции Ф.. 
Действительно, интеграл 


соответствующими 


я м он а) 
\ $ (ии, АА Га 


и его производные рассматриваемых порядков стремятся к нулю равно- 
осительно %,, %,. Следовательно, выражение 
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— 


= м > че 48 (4) 

в, (1) \ 6 о АА 
и его. производные рассматриваемых порядков стремятся к нулю равно- 
мерно относительно %,, %,, 7. Поэтому последовательность Ф(т) 


ый 


сходится также к Ф, в смысле нормы ||Ф]||,. 

Функции Ф, отвечает суммируемая функция т, (2). Совокупность 
всех этих функций х, (2) обозначим через %(.. 

Из только что доказанного и из оценки (246) п. 1 следует, что эту 
функцию можно аппроксимировать в смысле нормы |х' линейными 


комбинациями функций из 3. Поэтому равенство (274) справедливо 
также для функций х, (2) из %. 


Обозначим через & совокупность всех функций Х, удовлетворяю- 
щих следующим условиям: 


1*° Функция Х ($, С,, 3.) обращается в нуль вне множеств вида 
ео Ос С, 
и имеет непрерывные производные до второго порядка включительно 
по (., ао бы т и до шестого порядка включительно по 5., т 


—" \ Х (,, ет 53) ар (,) =0. 


Каждой такой функции Х отвечает функция Ф, удовлетворяющая 
условиям 1*, 2”, следовательно, функция 2(2) из %\.. 

Действительно, как легко видеть, условия 2"*°и 2” эквивалентны. 

Положим, в частности, 


Х (<, ея 53) = Х, (<,) а (5,) й. (*.), (274) 
где функции Х, (",), Х,(5,) обращаются в нуль вне множеств вида 
0% =, < |<С, 0<=<|<С, 


и имеют непрерывные производные до второго порядка включительно, 
а функция Х, (<,) обращается в нуль вне множества вида |$.|<С,, 
удовлетворяет условию 


Ах, 4 <) =0 (275) 


и имеет непрерывные производные до шестого порядка включительно. 

Совокупность всех таких функций Х,, Х,, Х, обозначим соответ- 
ственно через %,, Х,, &.. 

При выполнении этих условий функция Х, определенная равен- 
ством (274), принадлежит %, следовательно, для соответствующих 
функций х (=) =т(р,, р., р.) выполняется равенство (271). 

Положим 


У (р, Р>› р.) = 2 (р Р»› Рз) | Р. РЕ 


Функция у(р,, р., р.) есть трансформация Фурье функции Х, поэтому 
она имеет вид 


у (рь› Р»» Рз) = У, (Рл) Ч» (Р.) Уз (Рз), (276) 
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где 
и, (р,) = => \ а еЁВе (раза) м (277) 
и, (р) =“ \ Х, де: 4» (<), (278) 
уз (ры) = 5 | Х, С) ее Раз 4 (5, (279\ 


Кроме того, 
РИ [= \ а (8) ' а (8) =\! (р, р. ры) Ир. 4 (р. аъ (р.) ав (р.) = 


= \ [уз (Ра) [45 (р, - рат" [в (р.) 14 (р.) - и, (р) |4в (р.). (280) 


Обозначим через У, У,, У,, У, совокупности фувкций у, у,, У., у, опре- 
деленных формулами (276), (277), (278), (279), при помощи функций 
Х,. Х,, Х, из &,,&,, &, соответственно. 


Обозначим, далее, через У,, У,, У, замыкания множеств У,,У,, У, 
в смысле норм 


Ут и = \ [и (р,) 4 (Р,), [уз | = \ | (р,) 4. (р.), 


у. — ‚= \ У (р.) [| р. Га Чо (р.) 


соответственно. 
Пусть У совокупность всех функций вида (276), где у,ЕЪ,, 
1/. Е У,, У. ЕУ,. Каждая функция из У является пределом в смысле 


довательноети функций из У. Поэтому равенство (271) 
выполняется для всех функций 


р т (2) = (р,, Р.› Рз) = (Ро Рр.› р.) |р, ты 
где уЕ у. 

Найдем замыкания У,, У., У,. Для нахождения У, воспользуемся 
очевидной оценкой 


С | | ри (р Фр) = С ХИ (281) 


— 


где 
Саи, Хи = 0 Х, ОР-НАаХ, 5) ©). (282) 


Функциями Х, (*,) из &, можно аппроксимировать в смысле равно- 
мерной сходимости функций и их производных до второго порядка 
включительно, а следовательно, и в смысле нормы |Х,|,, любую 
функцию Х, (3,), удовлетворяющую следующим условиям: 

а) Функция Х, (5,) обращается в нуль вне множества вида |<, |< С, 
и имеет непрерывные частные производные до второго порядка вклю- 
чительно. 


) 
Ь) Функция Х, и ее производные до второго порядка ‘вклю- 
чительно обращаются в нуль при *, =0. 
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Поэтому У: содержит все функции у,, которые являются транефор- 
мациями Фурье функций Х,, удовлетворяющих условиям а) и Ъ). 


Обозначим через Г, совокупность всех функций 7. (р) с конечной 
нормой Пу, ||. 
д .ь `\ 0 «+ 
Совокупность Г. всех функций 1/, (р,) с конечной нормой 


р, м) (р) ав (р) 


плотна в смысле нормы "у, '.. 
Далее, совокупность &@) всех функций Х,, удовлетворяющих 
только условию а), плотина в совокупности всех функций Х, с конеч- 
ной нормой || Х|!. 
Из оценки (281) следует, что совокупность У(@) соответствующих 


функций у,(р,) плотна в Г’ 


„» а следовательно, и в [, в смысле 


нормы у, |. 
Условие Ъ) означает, что 


(ро м4 (р) =0 (283) 


для любых неотрицательных чисел х,В, удовлетворяющих условию 
«+8 <2. Но при &-3>0 левая часть условия (283) представляет 
собой неограниченный функционал в [Г.,, причем никакая линейная 
комбинация этих функционалов, отличная от тождественного нуля, не 
может быть ограниченным функционалом в /... 

Согласно лемме 1, совокупность У» всех функций из У), удовле- 
творяющих условию (283) при 0 я--3< 2, также плотна в Г.,. Остается 
только условие (283) при х=В=0, т. е. условие 

\ Ул (р,) 4. (р,) =0. (284) 
Таким образом, У, содержит все функции из У, удовлетворяющие 
условию (284). 

Так как У плотко в Г.,, то замыкание по норме || у, |, дает сово- 
купность всех функций у, с конечной нормой |у.|,, удовлетворяющих 
условию (284). 

Действительно, пусть у,— произвольная функция из [.,, удовле- 
творяющая условию (284). Тогда существует последовательность 
Е У® такая, что 

Ну: — 909 |, 0 при п-—> 0. 


Отсюда 


ибо (ру) (ру | у (ФА) ан (р) =0. (285) 


Пусть у(0) (р) — фиксированная функция из У) такая, что 


ух (ров (р) =1. 
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Положим 


о 


У (р) = У (р) — 5% (ри) \ У (р) Ч» (р). 


В силу (285), последовательность функций у“”(р,) также сходится 


1 


ку (р,) в смысле нормы |! 9, |, и 9(*° (р,) Е У,. Следовательно, и уу, (р,)ЕХ.. 


Итак, У, состоит из всех функций у, (р,), удовлетворяющих усло- 


вия.м 


А (р,) 4» (р,) то, \ у: (р) 4 (р,) =0. 


Аналогичное обстоятельство имеет, очевидно, место и для У.. 


Рассмотрим теперь У,. Оценим сначала норму 


= 1 (Ь) | ь г" Ча (р). 


Очевидно, 
Не С | 9 (ре) р а -Е р) 4 (р), 
где 
._( 4 (р-)_ 
Евы 
Далее, 


\ уз (р. |рь Г * аа (р,) < \ у. (Рь) | 4 (р). 


Ю2|> 1 
Оценим интеграл 


\ У» (р) 


[рз|< 1 


- 72 Е ль (р»). 


Пусть, кроме условия у, (0) =0, выполнены еще условия 


У рь (0) = Чь в (030: 
Положим 
$ (1) = у, (Ер.). 


Тогда тождество 
1 


ео)’ (©) +\ ада 


перепишется в виде 


1 
у р=\ 4—0) | 2 РР в (ИР) | ай. 
() &--3=7 


Отсюда 


[уз (2) <? № шах! у, ара (р) |, 
уе 2 


а--3=2 р 


(286) 


(287} 


(288) 
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‹ледовательно, 


ид" ара « (У, шах)" 
› вс 


|0-1<1 а--3=9 


Таким образом, 


| У. < “у. [3 = —- | Х. 2 (289) 
где 
[уе Е = С, Ау, (6) * (4-1 р. |9) 4% (р. + 
с, (У шаху ии (р): (290) 
а--5=2 


«ледовательно, 


Хх с, 1 Хх е-ЫАьХ, а (©) + 
а > а. (291) 
а--8=9 ° 


и где С,, С, С. — некоторые константы. 

Обозначим через Г., множество всех функций у,(р,) с конечной 
нормой ||у, ||, и через Г,— множество всех функций у, (р.) с конечной 
нормой || у,!, и равных нулю в некоторой окрестности точки р, =0. 

Очевидно, /., плотно в Г, в смысле нормы ||у.|',. 

Далее, очевидно, что %, плотно в смысле Нормы | Х.|з в совокуп- 
ности всех функций Х, с конечной нормой ||Х,\,, удовлетворяющих 
условию (275). Из оценки (289) следует поэтому, что У, плотно в [.., 
‹ледовательно, и в Г, в смысле нормы |9, ||.. 
Отсюда следует, что У, состоит из всех функций ц.(р.) таких, 


что 
\ | у» (Р.) || Р- Г* ав (р.) < - ®°. 


Положим 


Ф (в) = (Ол, 19 


функции © (2) являются ограниченными непрерывными функциями. 
Кроме того, вместе с функцией $(5) и все сдвиги являются 
функциями этого же вида. Действительно, 


о (#8) == (Иди › 1.) Е (СО. › й) 
и 


© (вов) = (Ивар +) = (Ич|› Ч.) 
В силу условия (271), функции $(2) удовлетворяют условию 


\ 2 (8) 2) 4 (в) =0 (292) 
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для всех функций 
У а 
1 (8) == (рь, Рь, Р:) =,Р,, У(Рь Рь› Р-) 
таких, что уЕУ. 
Заметим, что для плотного множества элементов }, и |, функция 
$ (2), а следовательно, и ее сдвиги, являются достаточное число раз 


дифференцируемыми функциями от 8. Действительно, возьмем доста- 
точное число раз дифференцируемую и равную нулю вне компакта 


функцию а (5). Если в равенстве (292) заменить [, на \“(е) (7, 4 (5), 


то $Ф(2) станет дифференцируемой. Множество таких {, плотно (см. ана- 
логичное рассуждение в (*)). 

Перепишем равенство (292) в параметрах р,,р., Р., заменив при 
этом © (8) на ®(р,, р,, Р.). Мы имеем 


(р, р», р.) ® (Ри, Рь› Рз) | Рь Г * 4 (р) 4% (р.) 4 (р,) =0, 


\ У (р,) > (р.) | 72 и Уз (р.) 3 (Р., в.) (И (р,) а (р,) И (р.) = 0 (292) 
для всех функций 9, у., У, из р У,, у, соответственно. Перепишем 
равенство (293) в виде 

\ у (рр, Г * | \ Ф (Рь, Р., В») У, (Р,) Уз (рз) аз (р,) 4 (р) | Ч», (р) = 0; 


оно имеет место для произвольной суммируемой функции у. (р.)| р. | °. 
Отсюда 


\ я (Р:› Р:; Рь) У, (р,) Уз (рз) 4 (р,) а. (рз) = 0 (294) 


для почти всех р.. Но левая часть (294) есть непрерывная функция 
от р,. Поэтому равенство (294) имеет место для всех р.. 
Пусть теперь у, (р) —фиксированная функция такая, что 


\ у» (р) 4» (р) =1, 
а у, (р), у. (рз) — произвольные суммируемые функции. Ноложим 
У, (1) = (Р,) — %ь (р) \ Уз (Ра) а (р), 
Ч (р) == У» (Рь) — у» (рэ) \ Уз (Рз) ал (р-). 
Тогда 


и: (р) 4 (р) = \ 9 р.) ав (р) =0, 


следовательно, функции у,, у, принадлежат У, иУ, соответственно. 
Поэтому для функций у, и у, выполнено условие (294). Положим, 
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далее, 


Фо (ры ва) = \ 9 (раз р р) У (р) а (р, 
$. (Рл» Рз) = \ Ф(Р,› В» Рз) У (Рз) 4 (р) — 
= \ $ (Рл› Рь› Р-) Уь (1) У, (Рз) 4 (рн) 4 (р.). 
Подставляя функции 9, и И в условие (294), мы получаем, что 


\ 2 (Рь› рьь Вы) Ч, (р) уь (р) Ч (ра) 4» (р) = 


- \ [Фи (ь› Рз) $» (Рл» Рь)] У, (Рь) Уз (Рз) Ч (р) 4» (р) 


для воех суммируемых функций у, (р), у. (Ро). Поэтому функция 
Ф (Ри, Рь, р.) имеет вид 


2 (Р:, Р., р;) == 9, (Р., р.) $. Фь, Р.. (295} 


Так как любой сдвиг функции 9(°) также удовлетворяет усло- 
вию (292), то и любой правый или левый сдвиг функции $(2) также 
имеет вид о, (р.› р.) + 9. (р Р.). 


ОЕ : 
Возьмем „= ( 101; ПРИ сдвиге в—2 88 параметры ри, р», Р. 


преобразуются по формулам 


Таким образом, функция $, с одной стороны, имеет вид 


Ф (Ри; Р., р) =, (р. Рз)-Е®, (Ра Р.) 


и, с другой стороны, 


Р: , 23 в . [2 295\ 
Ра, р:) =. т = р) во 2.) ; (295} 


Докажем, что из этих равенств следует, что ф не зависит от р.. 
В силу сказанного ранее, мы можем считать функцию ф име- 
ющей непрерывные производные. Из равенства (295) следует, что 
9% 9% т, е.2% не зависит от р.. Дифференцируя равенство (296), 
дрз Одрз’ д рз 
получаем, что 


не зависит от р, при любых фиксированных р, и Р.. 
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ме 


Обозначим 
0$: (и, ®) 
ЕЯ ВХ И. $] 5 
де ›( т) 
2. 
Мы видим, что на линиях Е. р=р,- (р. и р. фиксирова- 
1 


ны), функция ® (и, ©) постоянна, т. е. она постоянна на линиях 
в =р. — Р.и, (297) 


где р, и р.— произвольные постоянные. Так как всякие две точки 
(и 50,) и (и., г.) можно соединить цепью прямых вида (297), то отсюда 


с дез (и, 0) 
следует, что 9 (и,©) постоянна, т. е. —"°”— постоянна. Аналогично, 


93: (и, ® 
О, ) тоже постоянна и значит х, (и, с) имеет вид 


Ю) 


фз (и, г) =, (и) ес, (и) ос (и). 


Так как 9,— ограниченная функция, то с, (и) == с, (и) =0 и, следова- 
тельно, 


Ф (Ри, Р.Р.) = С (==) $, (—>, ы 


т. е. ф не зависит от р, - 


Аналогично, пользуясь сдвигом 5—8, 8, где в. = ( 4 о} мы по- 


лучим, что $ (р,,р., р.) не зависит от р,. Следовательно, ф (ри, р., р.) = 
01 


=$(р.). Производя снова сдвиг © —> 82., 8, = 10./? Мы получим, 
что это возможно лишь для случая, когда ®(р,,р.,р.) есть константа. 
Мы получим, таким образом, что 


$ (в) = (И, р, /,) 


и не зависит от © для плотного множества пар {,, /,, а значит, и для 
любых пар },, /,. Следовательно, 


бьх 1.) = (0. м == (ф,, /..), 


‚О, =Е. Утверждение доказано. 

5 ее. функционалы в А. Как известно, всякому 
унитарному представлению И, группы С можно поставить в соответ- 
ствие функционал в кольце А, полагая 


Е (+) = (9.1, №), (298) 


где |» — фиксированный элемент пространства представления. Этот 
функционал позитивен, т. е. Л (55) >0 для всех хЕДА. 

Обратно, по позитивному функционалу можно построить цикличе- 
ское представление группы С, беря А в качестве пространства пред- 
ставления и определяя в нем скалярное произведение равенством 
(0) о 2). При этом элемент х считается эквивалентным нулю, 
если (х, 5) =0. 
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Оператор И, представления получается тогда, если положить 


Оль = (8) = (в5* 8). 


Рассмотрим позитивный функционал Е (1) в В, отличный от тож- 
дественного нуля. Его можно рассматривать так же, как функционал 


на вырожденных функциях Х вида (263). Если представление отлично 
от единичного, то, в силу леммы 2, элемент |, можно выбрать так, 
чтобы функционал РЁ не обращался в нуль одновременно на всех та- 
ких функциях. 


Вырожденным функциям о соответствуют вырожденные функции Ф: 


Ф(ж,, в, 1.) =Ф(%,) 9 (%,) о (), (299) 


где 
Фе) =Х, (#), УХ, (9), Лох, (+41), 


так что ® (^) удовлетворяют условию 


ГО (+) =. (^). (300) 


Пусть Ф(%,), Т (м, )— произвольные функции, имеющие непрерыв- 
ные производные по %,,%,,®,, ®, до четвертого порядка включительно 
и равные нулю вне областей: 
в = | - С ФС. 
Пусть, далее, ®(»Х)— произвольная измеримая функция, удовле- 
творяющая, кроме (300), еще следующим условиям*: 
4 (120) 0) < +55; 


11 >: 


(2) функции Ф=Ф (%,) № (%,) о (^) отвечает суммируемая функция 
2 (8); 


а [2 в (1) _ 
(3) \ о (Вени =0. 


Оценим норму ||х|| этой функции 2 (8) снизу. Из формулы (42) $ 3 сле- 
дует, что 


ть 16-2 | | (6) |4 (8), (301) 


где Т.—функция, введенная в п. 316-60. 
С другой стороны, 


Т= (2,2, №) ар (9) 


* Отметим, что условие (3) фактически следует из прочих условий (см. сно- 
ску на стр. 464). 
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следовательно, 
око <2 (ме. = 809 


Вырожденная функция Ф по условию имеет непрерывные частные про- 
изводные по #,%,,%,,, до четвертого порядка включительно и об- 
ращается в нуль вне множеств вида 


О<=<|я,|<С,, О< а, <; [е.. 


Поэтому к функции Ф применимо разложение в интеграл Фурье по 
®,, %,. Таким образом, 


\ ф (2, 2, №) аъ (2) = 
ев [ } Фьвь Ме-тет его ди) Ча (дав (9) = 
оз [ оби, 9,2) 45 (9) ] сея в (в) ды (= 


и Фь я, ^) а) = 5х |} 6,9, ^) 4%) = С,9 (0), 


где 
1 
С. Ю \ Ф, (,) з а (и). 
Поэтому неравенство (302) принимает вид- 


С, еб) < 2 | [= (8) 14% (8); (303) 
это и есть требуемая оценка снизу для ||х ||. 

Функционал Р (5) можно рассматривать как функционал, опреде- 
ленный на функциях Ф вида (299). В силу предыдущего, он не может 
обращаться в нуль на всех таких функциях. 

Посмотрим, что делается с функциями Фи Ф при переходе от х (2) 
ва (8). 

Обозначим через Ф” и Ф* функции Ф и $, соответствующие функ- 
ции 2’ (8). Тогда из. равенства (213) $ 8 следует, что 


Ф* (9, %,, ^) =Ф (чье, т) “, 1 т). (304) 


Пусть сначала Ф—четная функция от ^. Тогда 


* ` я ты 1 — 
Ф* (и, ,, ^) =Ф* (м, м, ^ и" 0, ти”) , 
и’ И) 


Фи, ^) -6 (ви, ит) =Ф Фр. (305) 
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Пусть Ф—нечетная функция от ^. Тогда 


вины О 9" (чнныкИ = 


И 
ы| 8 


1 
: Ф (в. 7, Я ри =. =Ф | .®,, 1)» 


т. е. равенство (305) имеет место и в этом случае. Поэтому (305) имеет 
место независимо от четности или нечетности Ф по отношению к ^. 


Отсюда следует, что при переходе от х к 2*, функции Ф вида 
(299) переходят в функции 


Ф* (®,%,, ) =Ф(%,) Р(,) 9 (1) (306) 
того же вида. 
Посмотрим теперь, что делается с функциями Ф и Ф при свертке 
соответствующих функций # (8). 
Пусть 2 (2) = (2, Х2,) (2) и пусть этим функциям отвечают функ- 


ции Ф,Ф,,Ф, и Ф,Ф,, ©, соответственно. 
Из формулы (214) $ 8 следует, что 


Ф (*,, “., ^) = \ \ Ф, (и, , ^^) Ф, (’, ®-, ^,’) а 4. (®). (307) 


Легко проверить, что это же свойство остается в силе для функций Ф. 
— — 

Именно, если функциям 2,,5х, соответствуют Ф, и Ф,, то их свертке 

х=х, Хх, соответствует функция 


=? = р ы > с, аз . 
Ф (*,) ., ^) = \ Ф, (1, , ^^!) Ф (®, >, ^:') Е | Е И (%). (308) 
й 
В частности, если функциям 2, и 2, соответствуют функции 


Ф, (®,, ®,, ^) = Ф, (и) Ч (®,) ®, (^) 


— 


Ф, (№1, ®,, ^) = Ф, (№) Т, (.) о, (*) 
вида (299), то функции х=х, Хх, соответствует функция 


Ф(ж, в, ^) = 
451 451 


=Ф, (#;) Ч, (м, | $. (9) ©, (%) 4+). \®, 0), Ол Ти (809) 
того же вида, причем 
4. 4: 
о) = фо (%,) в, ИТ. 

[7 | 
Функция ®(^) также удовлетворяет условиям (1), (2) и (3). Действи- 
тельно, условия (1) и (2), очевидно, выполнены. Тогда условие (3) 
следует автоматически в силу примечания на стр. 464. Его можно также 


6* 
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1 
проверить и непосредственно. Именно, так как ® (+) = (^), то усло- 


вие (3) принимает вид 


\ в (^) 1—^ ?) 4(^) =0, 44 ())=434*, )=о4 и. 
Но 


\ о (1) 4—)-1) 4% 0.) = 


ееО-Е мы > ав (4, 
в, (АА) ©, (4,,) (1—2) 4 ©) т | р 


= Сы) в, (0) 1-е) 4 0) ан.) = 
1, 6.) Ч у) ды бы) в, 0) аь + 
+} бе 4» 0). 0.) а 3) 4) =0, 


ибо, по предположению, 


<) 


|, 0.) 4—2) 40.) =0, \в, 0.) 4—2) 450.) =0. 


6. Коммутативные кольца ® и Г. Вернемся теперь к нашему 
позитивному функционалу /(х). Выберем фиксированную функцию 
Ф, (%) такую, что 


(о, ед Рыб) 1. 


Пусть, кроме того, функция Ф, (%) имеет непрерывные производные 


по , ® до четвертого порядка включительно и обращается в нуль вне 
множества вида О<=<|%|< С. 
Положим 


Фи, и, ^)=Ф, (2) $, о (^), (310) 
где функция ®(^) удовлетворяют условиям (1) и (2) для данной функ- 
ции Ф, (%). Тогда 

Ф' (и, ®,, ^) = Ф, (%,)Ф, (*,) в (1) 


и, в силу (309), при свертке двух функций Ф вида (309) получается 
функция того же вида, в которой 


в М> \ ы; (2) в. (0, =) а (311) 


Другими словами, функции Ф вида (340) образуют коммутативное коль- 
цо изоморфное кольцу @ функций © (^), удовлетворяющих условиям 
(1), (2) и (3); при этом умножение в кольце © определяется по фор- 
муле (311), а операция * формулой 


ь* (= 0) =5 (0). (312) 
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Если представление отлично от единичного, то, в силу доказанного 
в п. 4, можно выбрать элемент }[, в пространстве представления и функ- 
цию Ф, (%) таким образом, чтобы соответствующий позитивный функ- 
ционал Р отличался от нуля хотя бы на одной из функций о (/.) из ®, 
имеющих непрерывные производные до восьмого порядка и равных 
нулю вне множества вида 0 <ё<|^|<С. 

При фиксированной функции Ф, (%) функциям о (\) Е © отвечают сум- 


мируемые функции 2 (8). Перенесем на ® (^) норму ||х||= \ [1 (8) [45 ($) 


соответствующей ей функции о()^). Эту норму обозначим через || |. 


Оценим норму |® ||, для чего воспользуемся оценкой (246) нормы ||2||. 
В нашем случае 


1 У сане, [ав до | ож) ав (), (31) 


а-- 36 
ГДе с.р, с-интегралы по %,,%, произведений вида 
Ф, (%,)Ф, (,) №, [*1 №, | “2, 


“,, и, —некоторые целые числа, а я, В натуральные числа. 
Далее, 


Г У вене ю , (9) 4ь (А) Вод 0) || ав), 
28 <6 АА 
>. (314) 


где константы 6,6 аналогичны константам Сар, с. 
Положим 


Л =е!е, —п<0<т п=ё+й, %()=1(60). 


Тогда кольцо ® перейдет в кольцо Г функций 1(#,0), удовлетворяю- 
щих следующим условиям: 
1’. ть =1(6,0; 
те © 
2. \ \ (2, 0) [62 4290< + сэ; 
—® 0 
3’. функции Ф=Ф(%,) № (х,) о (\), где в (^)=1 (Ё, 0), отвечает сум- 
мируемая функция х (8); 
п © Ч 
4’. 1 (2,6) (6! — с?) 448 =0. 
—^0 


При этом умножение в Г определяется как свертка функций т, (Е, 0), 
7. (2,0) по формуле 


т © 


= фе, 6—6) 1 (6, 6.) 46, 96, (315) 


—®о0 


а операция * по формуле 
у° (#, 8) =у(—&, —8)=1 (2,6). 
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Далее, 


поэтому оценки для Ги /[’ перепишутся в виде 


т со © 
Ти У баз \ жа" ем 42 6-е ( [тык *е9 4240, (346) 
© --3<6 -т-® -п -® 
т со ® со 
№ вы \ ужа екон ав -ь | ( [уз] * об-е 46. (347) 
а--3<6 -п-® -п -© 


Комбинируя эти формулы с оценкой (246) и пользуясь соотношением 
1’, мы получаем 


о 1 
(ое < ас, [ № ие аа |, — (348) 
о 856 “т 
где С,— некоторая константа. 

Обозначим через ||, правую часть неравенства (318). Далее, 
обозначим через Г” совокупность всех функций 1 (Е, 0), удовлетворяю- 
щих условиям 1’, 2’, 4’ и таких, что норма ||7||, конечна. Из нера- 
венства (318) следует, что условие 3’ также выполнено, следовательно, 
ег. 


Перенесем на Г норму ||2|| = \ [2 (2) | 4в (2), т. е. положим ||| =||2||, 


если ‘] и х соответствуют друг другу. 


Пополнение кольца Г по норме ||у|| обозначим через Г. 
Наш позитивный функционал Г в Н можно рассматривать как 


позитивный функционал в Г; как нами будет доказано в другой статье, 
этот позитивный функционал имеет вид 


=) М (м, (319) 
3% 


— 


где М (у)—значение элемента 7 кольца Г на симметрическом* макси- 
мальном идеале М этого кольпа, с (А) вполне аддитивная неотрица- 
тельная функция борелевского множества Д в пространстве $} всех 


— 


симметрических максимальных идеалов кольца Г, а интегрирование 
ведется по всему этому пространству. 


[4 


Рассмотрим поэтому подробнее максимальные идеалы кольца Г. 
Обозначим через Г” совокупность всех функций 1 (&, 0), удовлетво- 
ряющих условиям 1’и 4’ (стр. 485), имеющих непрерывные частные 


* Максимальный идеал М называется симметрическим, если М*=М, 
т. е. если М вместе с каждым элементом у содержит и сопряженный элемент 


1* (#6) =1 (2,0). 
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производные по Ги 6 до восьмого порядка включительно и равных 
нулю вне ‘множества вида |{|<С. 


Очевидно, Г”С- Г’. Пусть дан какой-нибудь максимальный идеал М 


кольца Г. Предположим, что существует хотя бы одна функция у, (&, 6} 
из Г”, отличная от нуля на М и такая, что 


\ \ 1 (&, 6) 214140 =0. (320) 


=) 


Пронормируем эту функцию 1, так, чтобы М (1,) =1. 
Рассмотрим функцию 


т; (6. = № (@-а» 0-6, + т (2—2, 8—6,)1. 


Эта функция также принадлежит Г”. Кроме того, из равномерной 
непрерывности производных функций 1 следует, что функция \‘], есть 
непрерывная функция от &, и 0, в смысле нормы ||1||,. Поэтому она 
будет также непрерывной функцией от &, и 6, в смысле нормы |||. 
Но тогда и М (1,) есть непрерывная функция от &, и 0,. 


Положим 
ы 
и (2., 9,) =М (7) = 9 М Во (1 гг , 9 56 9.) я То (1 и ь, и 9,)}. (321) 
Из только что сказанного следует, что Х(&,0,) есть непрерывная 
функция от & и 0,. Кроме того, эта функция удовлетворяет функцио- 


нальному уравнению, которое получается следующим образом: 
Пусть 1 (&, 9)—произвольная функция из Г. Тогда 


ТЕРЬ, 0—0’ 0,) 1. (Е', 0”) 4Е ’а0' == 


.—>8 


То (#2, 0—60’--0,) у (г’, 9’) аг аб’, 


— с 


(Е 2, 9-8.) х То (#, 9 =т. е-+, 9-0,) ху (2, 9). 


Подставляя сюда—&, — 0. вместо &,,0, и складывая почленно получен- 
ное равенство с предыдущим, мы находим 


1 
> (+, 9-6.) 1 (#—1,0—6.] Хх То (2, 9) = т, (#, 8) х #1 (2, 0). 
Так как 1—>М (1) есть гомоморфизм, то отсюда следует, что 


Ма 046) та, 0—6} М) = М4) М (9. (322) 


488 И. М. ГЕЛЬФАНД и М. А. НАЙМАРК 


Положим, в частности, 
7 (2, 9) =) (Е-2,, 9-89,) + (# —2., 0 —9,); 


тогда, пользуясь определением (324) функции УХ (&, 8,) и равенством 
М (1,)=1, мы получим из (322) 


(и -ь, 0, 0,) + х (6—2, 0, —6,) = 2% (&, 6,) х (&,, 6,). — (323) 


Это и есть искомое функциональное уравнение для Х (&, 8). 
Но, как известно, непрерывная функция (1, 0), удовлетворяющая 
этому функциональному уравнению, должна иметь вид 


Х (Е, 8) = соз (0 — пд) = г (е'1е- т? {- ее). (324) 


Докажем, что п должно быть целым числом. Действительно, функ- 
‘ция 71. (2, 0) удовлетворяет условию 
У (2, —*) =— № (+, п); 
поэтому она может быть продолжена до непрерывной периодической 
функции 7, (&, 0) с периодом 2. Из тождества 
2-Е 9-8, 2”) т. (# — 2», 9—6, 2) = 
= (2-Е 2», вое, 6—5.) 


следует, что 


Х (&%, 6. + 2) = (1, 6%) 


Это последнее равенство возможно лишь тогда, когда п—целое число. 
Пусть теперь 1(Ё, 0)—произвольная функция из Г, равная нулю 
вне множества вида |{| <С. Составим выражение 


п со 
= х = } ее, в) ар 46; 4325) 
по 


в этом выражении интегрирование фактически ведется по области 
|[#'|<С. 
В силу гомоморфизма отображения 1 —> М (1), 


М ()=М (1) М (1) =М (1). (326) 
С другой стороны, сделав в последнем интеграле замену переменных 
ий, 0’—>—0’ и пользуясь четностью функции \ (&, 6), мы можем 
переписать выражение для 7 (6, 9) в виде 


в ©® 


7 (е, 9= \ \ (Е, 0-0) у (2, 0’) 4" 46". (327) 


-п-© 
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Взяв полусумму левых и правых частей равенств (326) и (327), мы 
получим, что 


в © 
О и, руде. (328) 


-п-о® 


Составим для интеграла правой части (328) аппроксимирующую его 
сумму 


в (6,8) =У ео \ \ (г, 6”) 4’ ав’. (329) 


к,] Ак д, 


Тогда из определения (324) функции 7 (1,0) будет следовать, что 


= Хх, це, ага. 


А 
КА; 


При ДА: —>0, 4’0; —>0 это выражение имеет своим пределом 


т 


\ \ х (&, 0)т(&, 0) 440. (330) 


= © 


Докажем, что этот предел равен М ( (7). Для этого, в силу непре- 
рывности М (1) в смысле нормы |1||, достаточно доказать, что при 
А+, —>0, 4’0;, —>0 будет 78—71 в смысле нормы |||. В силу нера- 
венства (318), достаточно доказать, что 1,—>1 в смысле нормы || ||. 

Функции 7 (&, 0) и 1. (Е, 0) обращаются в нуль вне множества вида 
|{|<С, так что достаточно доказать, что на этом множестве функция 
{. (&, 0) и все ее производные до 6-го порядка включительно равно- 
мерно стремятся к 7 (ё, 9) и соответствующим ее производным. Но по- 
следнее очевидно, в силу равномерной непрерывности функции 1, (&, 0) 
и ее частных производных до шестого порядка включительно. Таким 
образом, 


.) (0х (6, 0) 4:40. 


Сравнение с (326) дает 


-М = \ (#, 6) х (в, 6) 446 = \ \ 1(, 0) соз (ё — пб) 440. (331) 


Из соотношения 1 (Е, 6) =у(—1, —0) следует, что 


в © 
= Ат (#, 0) соз (01 — п0) а: а0. (332) 
—по 
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Пусть функция 1] удовлетворяет условию 1" =1, т. е., по определению 
операции * в Г 


1 (&, 0) = (6, 0). 


Если идеал Мб—симметрический, то он на такой функции принимает 
действительные значения. Таким образом, выражение (332) принимает 
действительные значения, если функция 1 (1, 0) привимает только дей- 
ствительные значения. Это возможно только тогда, когда функция 
соз (21 —п0) принимает только действительные значения. Последнее 
возможно только в следующих двух случаях: 

а) р действительное число, 

Ь) п=0, р—чисто мнимое число: р=,, р, >0. В этом последнем 
случае выражение для М (1) примет вид 


г © 
№ \ \ у (6, 6) ср, 4 40. (333) 
0 


—п 


В случае а) правая часть равенства (332) непрерывна в смысле нормы 
Пу, на совокупности Г: всех функций 1 из Г’, которые вместе со 
своими производными до шестого порядка ограничены одной и той же 
константой с. Действительно, положим 


ь= \ те, | 6) [55° 24%. (334) 
0 


т 


Тогда из оценки (303) следует, что 


во | 6 < |9 т (335) 


Поэтому достаточно доказать непрерывность на Г’ правой части ра- 
венства (332) в смысле нормы ||1 |. Последнее следует из оценки 


Ане, 6) | 4240 < жее +. ее те, 6) [6 24 < 
0 Е 


—т —_—® 


к © 
< те. \ тс, 0) | 3В 2 4%. 
( 


-п. 


‚ Обозначим через Г. совокупность всех функций из Г”, которые вместе 
со своими производными до шестого порядка включительно ограничены 
одной и той же константой С. 
Есякая функция 1 из Г, является пределом в смысле нормы ||1|| 
последовательности функций из Г; 
Действительно, пусть 1(^»®1 (&, 0) —функция из Го, удовлетворяющая 
условиям 
(ма) (1, "= ЕЙ а 
0 при: „|2 М. 


УНИТАРНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ ЛОРЕНЦА 491 


Тогда 
г © 
№,51) , 
\ авт емо 1440 = 
-т0 
п м 
= м ребне 0+ 
ен ии 
—п М5: 
жк © М в © 
+ аа е6ве 4249 < кс" о обченае +} Ц] „| еб ар. 
-®м №-2е пм е 


Взяв Л настолько большим, чтобы второе слагаемое было меньше е,, 
а затем в, настолько малым, чтобы первое слагаемое было меньше в,, 


мы получим, что 
У ео [< 24, 


Так как формула (332) имеет место на Ге, то отсюда и из непре- 
рывности правой части этой формулы в смысле нормы || ||, следует, 
что эта формула верна для всех функций из Ге, каково бы ни было 


2—0 


В случае Ъ) правая часть равенства (333) непрерывна в смысле 
нормы 


Иры = (196 Оо рые 
ко 


Е 
С другой стороны, мы видели, что при надлежащем выборе М ие, 
Ч 
Аналогично, можно показать, что если УЕГе и || ||„ конечно, то 
| = уе | в < ®.. 


Равенство (333) имеет место для функции 10. Переходя к пределу, 
мы получаем, что это равенство справедливо для всех функций 1ЕГ’ 
с конечной нормой || 1 ||. 
Мы предположили, что наш идеал отличен от нуля хотя бы на 
одной функции 1, из Г”, удовлетворяющей условию 
п © 
\ № (6, 0)? 4 48 =0. (336) 
то 
Если это не так, то из предыдущих рассуждений следует, что наш 
идеал обращается в нуль на всех функциях 1 из Ге, удовлетворяющих 
условию (336). 
Выберем фиксированную функцию 1, (&, 0) из Ге такую, что 


п 


\ 


п 


о (Е, 0) е?! 41 48 =1. 


о: 
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Для любой функции \ (&, 0) ЕГ. положим 


бете, 0 | 


п 


усе, 621 41 46. 
0 


Тогда функция 1, (&, 8) также принадлежит Г’ и удовлетворяет усло- 
вию (336). Поэтому М (1,) =0, т. е. 


со в 
мр=с\ \ + (6, 0) е21 ав ав, 
0 —< 

где С=М (1). 

Применяя эту формулу к свертке двух функций, получаем, что 
С? == (С, следовательно, С =1 или С =0. Во втором случае наш идеал 
обращается в нуль на всех функциях из Г”. 

Пусть р, > 2; положим 

в, (&, 0) =#е-Ка+ при #>0, 


уе: об) веко при 30. 
Эта функция ограничена вместе со своими производными до шестого 
порядка включительно. Кроме того, очевидно, что норма конечна 
) 1 ) 

1 
если выбрать число е в (348) так, чтобы О<з< - (?, —2). Положим, 


далее, 


Кено 9) = уе, (&, 0) — 4 ( (2. 0) ›\ 


г 


\ Чей (6, 6) (е?! — е?й) 4 46, 
0 


где 1. (Е, 8) фиксированная функция из Г”. Тогда уЕГ’ при некото- 
ром С. Кроме того, норма ||1с, || также конечна, поэтому 


со 


М (%е,) р #8 (е!в: - е-1) е- Кич+е) 0 — 


м \ 


в 


| те ( 2, 0) (е?1 — е28) 44). 
а 


Легко видеть, что это выражение неограничено при е, —> 0. 
С другой стороны, если функционал М (7) непрерывен, то должно 
быть 


[М (1е,) |< Се, 


При в, —>0 правая часть этого неравенства стремится к С ||. ||,. где 


п 
у (Е, 0) = Ве — у, (&, в \ 28е` 11(е?1 — е?8) 4140 при #>0, 
т 


>= 8 


следовательно, М (ус,) должно быть ограниченным при =, —> 0. 
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Это противоречие показывает, что в случае Ъ) возможны только 
значения О «р, <2. 

Мы предположили, что функционал М ($) отличен от нуля хотя бы 
на одной из функций уЕГ”. Если же М (1) =0 на всех функциях из Г", 
то из предыдущего следует, что М (1) =0 также для всех функций 1 
из Ге, каково бы ни было С > 0. Комбинируя это замечание с форму- 
лами (319), (332) и (333), мы получаем: 

Для любой функции | из Ге позитивный функционал Е (1) на Г 
имеет вид 


со 


0-5 [| 


П—-— © т 


= _—>3 


У (6, 9) со$ (5ё — п9) 41 а0 ] ас (р) 


+ ось а9] ее, (337) 
0 50 


где с» (6), с (,) — неотрицательные неубывающие функции от ри р. 
Переходя к кольцу б, мы получаем для функционала Ё (0) 
(® (2%) =у (6, )ЕГ.) выражение 


-- па -п —п- ап 


п=-—© 0 


=- 


ь 1 9 
[ое ] в. (338) 


© ?ь 


Так как о (^) =5 (/-"), то эту формулу можно также переписать в виде 


Ро Х б [бобурени- 29 | е,)+ 


И—= — со ( 


++ [обрыв 2 ве). (339) 
0 


7. Разложение данного унитарного представления 
группы С на неприводимые. Применим теперь предыдущие 
результаты к решению вашей основной задачи — разложению данного 
унитарвого представления на неприводимые. 

Пусть функция Ф, выбрана так же, как и в п. 6. Положим 


Ф(х,, м, ^) = (,) Ф, (%,) о (1), 


где функция Ч (%,) имеет непрерывные производные до четвертого 
порядка включительно и обращается в нуль вне области вида 0 < з, < 
<, |< Сь, а функция о (^) =1 (6, Е Г”. 

Функции 2 (5), соответствующие этим функциям Ф, суммируемы. 
Их совокупность обозначим через бх.. 
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Далее, обозначим через 3+, совокупвость всех конечных сумм 
вида 


2(8) = У, 2, (#118), 
7 


где т, (8)Е 5. Эта совокупность состоит из суммируемых функций 
5 (8) и инвариантна при сдвиге 2 (2) —>х (2. !3). Кроме того, она линейна. 
Ей соответствует в 9 линейное многообразие элементов 


1=\ = (8) 0. /ь4в (@), 


инвариантное по отношению ко всем операторам представления 0’. 
Это многообразие мы можем снова обозначить через 3}, и рассматри- 
вать функции 51(2) как элементы пространства ®. 

Согласно п. 5, скалярное произведение двух таких функций 2 ($) 
и у(2) определяется формулой 

(т, у) =Г (уз), 

следовательно, есть конечная сумма выражений ГР (515), где х, 2. Е б4, 
и 2, (2) =2 (8% 18). Поэтому достаточно найти Р (715%). 

Нусть функциям 2 (5), 2, (8) из 9х, отвечают функции 


Фи, ., ^) = (в) Ф, (%,) о (%), 
Ф, (%,, ., ^) =\, (%,) Ф, (%,) Ф, (^) 
соответственно. Найдем функцию Ф, соответствующую функции х'ту. 


Для этого заметим, что для соответствующих функций /. имеем 


1. (%,, %,, п, в) = (*,) Ф, (*,) Чтв, 
Г (“, ., п, 9) = Нр (,) Ф, (*,) те, 


где 
: ав (А 
@пр = \ ® (^) | Х рн" м 8 
7 < Ав (А 
а в 0) Арне" В. 
Отсюда 


Г (у, п, р) = 1, п, р) 1% (%,, п, р), 
Г (%,, “п, в) си р, (%,, п, в) А (*., п, 5), 


где при п четном 


т екыи, 
(%,, п, в) = . , у Ф, (%.), (340) 
Вы п 
[(%,, п, в) =|%, | 2= №, № (95) @т р, (341) 
оо 
1 (уп, р) =|%,| *? 92$, (%,) ав (342) 
в 
и при п нечетном 
т 1-ю и п-—1 


р, (*,, п, в) = , Е Зы Ф, (%,), (343) 
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_п- 1-4 ®—1 


(т = | 9, 2 Ч) (344) 
— ИЕН р п 1 
(ип, р =, | Я о Ч. (345) 


Переходя к ядрам К (2,, &,, п, в), получаем 


К (2,, 2.) П, 8) =/(2,, п, 6) Го (2., п, в), (346) 
К, (2,, 2.) П, = (21, п, 8) 15 (2. п, 5), (347) 
где 
(т к 1 (9, п ревет Чь (и, (348) 
Рав, = Ца, п, ре еси 4 (о), (349) 
дай, в) == \ р, (%, п, 5) е-1 Ве (лм) а (%,). (350) 


По доказанному в п. 4 $7, функции ху (8) =х (8516) соответствует 
ядро 


Ко (2н 25, в) = [№ (21, И, р) Хо (25 п, 6), (354) 
где у 
Е 9:21 + 8 
фо (лы п, в) = | вл 89, 6 (вена, + в.) "/ (а, п, (352) 
и 


5 1 _. 
о (+. 33 
Отсюда следует, что любой функции 1(2) из }{х, также соответствует 
ядро вида 


К (21, 2,, П, в) = (2, п, р) ль (2., п, р), 


где функция }, (2,, п, р) остается фиксированной. Другими словами, 
каждой функции 2() из ДД, мы можем поставить в соответствие 
функцию }(2,, п, в). В силу (352), при сдвиге (5) —>1(8, 12) эта 
функция, рассматриваемая как функция от 2, преобразуется по пред- 
ставлению основной серии. 

Вернемся теперь к исходным функциям х, 2, из 5х,. Из формул (347) 
и (351) следует, что функции х'2)» соответствует ядро 


д (21) 2.) П, 6) = \ К, (2, 2,, п, 6) Кио (2, 2, П, р) ав (2) = 


= /» (21, П, р) 4 (24, П, 6) а), (353) 
где 
ао = \ р (2, п, р) № (2, п, р) ав (2). (354) 


Из формулы (353) следует, что соответствующее ядро Г, имеет вид 


Г. (у, п р) = 1, (%,, п, В) 1 (%,, п, р) а. (355) 
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Обозначим через д. соответствующие функции Ги Ф. Из фор- 
мул (340) и (343) следует, что 


7. (о, 9, п, ) =Ф, (>) Ф,(.) в 


отсюда 
Ф, (4, ®,, ^) = Ф, (#,)Ф, (,) в, (*), (356) 
где 
®, (А) = Е я \ <) [1 |-"- в" 4. (357) 
Положим 
1 ь. С к 
(= ака Я | Не в, д ""4 (358) 
я со [© =) 
(= кр Хх Аа, п реф. (359) 


Формула (358) определяет функцию $(2, ^) не только для я (8) Е 9, 
но и для любой функции 2 (2) Е ‹х., ибо любой функции 2(8) из 3}, 
соответствует функция (5, п, 6). В случае 2 (в), <, (3) Е 5х, эти функ- 
ции легко выразить через функции ® (^), ®, (^), ® (%,), ТФ, (%,). Именно, 
если, например, ®(^) есть четная функция от ^, то, в силу формул 
(344), (349), 


$ (=, ^) = 

| со со рН 2 
= ок М [фе и о весояв ав (,) Ат тары 

7 со со а р а 
аз [У фо 2 р” Аа ] Чо) е-леель 4), 

п=-ю-о® 
т. е 
ФА = 20 (% И») Ф (*,)е- Ве (211) 4ь (№,). (360) 


Если же о (\) — нечетная функция от \, то аналогично, 
1 ели == -х 
9 (а, = А Ри, зо (Ия) Ч (*,) е- Вел) 4 (#,). — (364) 


Подставим теперь в формулу (357) для ®, (\) вместо 8. его выраже- 
ние (354). Тогда, в силу (352), (358), (359), получим 


ера, ог С] Г] и 21 а 1 
о (Ау = рае еее [ел ] 0 (а). 
(362) 
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Докажем, что функция о, (^) = у, (, 0) принадлежит Гу. В формуле (360) 
для $9(2, ^) интегрирование по %, фактически ведется по области вида 
0 <: <|ч,|<С,. Поэтому существует Ф\азз (2, ^) для «+В < 6. Кроме 
того, для всех значений 2 функция $(2, ^) обращается в нуль вне 
области вида 0<=<|^\|<С. Дифференцируя обе части равенства (362) 
формально по Х, мы получаем 


95° Во (#1) Г 
О ОДЕЕ 4 
в - 8112-65 ав в (4 
= \ [вто в», [Фа [2, А, (8152 8») ] Фа [ва м ^| Ан} т ь 42). 
(363) 
Отсюда, по неравенству Шварца, 
9, (4) |? ав (4 
Рае | < ба о (ее в)? Ч 4 (2). 


8112-Е ‹ ав (11) 
Фа зе Е д | |1 Ра+ ув а 4 2 (8) = 


саба ао, 
9 2 ав (11 
Еее | (о РВС 4ь (9) - 
с ао (2) ео ЕС Фр (а) = 
Не \ |, 0, Уже, (9) Р-Р Фе - 


= а > ар (А: 
оао бИ ®)Ре Ре® е+о р (=) = 


ь ар (Ал 2 
=|^ в \ “, (^,) т ) -) [Ри %) | ар (, 
р 2 ав (4, ь 
: Геза 04) [^, «(2+8 т 7 Ме», 1) р (%,). 


Эта оценка показывает, что интеграл (363) сходится равномерно отно- 
сительно \ в любой области вида 0 «<:з«|^|< С, следовательно, диф- 


ференцирование по >), /. под знаком интеграла является законным. Кроме 


того, из этой оценки следует, что функция 
й ав |_ 9“ оо (4) 
ВекОл” 28 


ограничена. Положим 1, (&, 0) =, (%); тогда 


ГА [+8 9+ (1) | й | ОИ 
94“ 918 | ди“ ди? 
“+8 


ограничена при О<х- В 6. 


д 
следовательно, функция | 
ди” ди! 


Пусть 
9%+8у 


ний < __ 


7 Известия АН, серия математическая, № 5 
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Докажем конечность нормы ||\.|,. Для этого достаточно доказать, что 


т © 


\ 


-_п 


9+ оу 


ее 4: 40 <. (365) 
ди“ диз 


Действительно, тогда из неравенства (364) будет следовать, что 


——=- | е4+9: 4140 - ©. 


в © 
2 г 
е(4+е)1 о. Е 


Переходя к функции , (\), мы видим, что достаточно доказать конеч- 
ность интеграла 
3 
= \ | | Е 


ав (4 
92= 948 т ео 


р 


где т=а«-+В-+4- г. Этот интеграл есть функция от 2%, 2., 2%, 5%.. 
Поэтому достаточно, например, доказать существование интеграла 


У 14ь (2) при фиксированных 91,, 2... Но, из формулы (363) для 
9°-+Вь 
Поле В. следует, что 


Ев (ед < аба- ве, [2 2 (В 88] | 


912 а & т9 41) ав (4 о 
С кд дат ны. 989 


Сделав подстановку 


уда (а) У=А, В, 

< 4 51, 501 ь а 

= 8112-Е 8 МЕ В и 
8123-63. 2-8. 


мы получим, что 


ар (ее) «Та азия во, [98], (2 9) [ао (в У) - 


ав (у: У о 
у, [1-8 6 40 4, (2) 4 (и) = | 


РВВ 


ав (У, 
п РЕОЗАСЬ 4 (2) - Пеаа (а У) д (9). 


[у 


ао + во. [В], (5 У,) | - 


Поэтому достаточно доказать, что 


ЦИ (2 ХХ СО 4 (2) < 4 оо (368) 


ааа, (а, 1-4 6 4) <. = (869) 


Так как функции 9(2,^), $, (2, ^) для всех значений 5 обращаются 
в нуль вне множества вида 0 <=<|\|<С, то интегралы 
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Г, = аль (2, №) ав (2), 


Та ава в°, В] (а, 14 (2) 


обладают этим же свойством. Поэтому достаточно доказать, что инте- 
гралы Г, и Г, конечны. Последнее же следует из того, что всилу равенств 
(360) и (361), функции Ф’одз (2, ^), $, (<, ^) являются трансформациями 
Фурье по %, функций от 9%, которые имеют, соответственно, непрерыв- 


ные производные по %,, 9%, до второго и четвертого порядков вклю- 
чительно. 


Тем самым доказано, что ®, (\) Е Ге при некотором С > 0. 

Итак, функции 217, соответствует функция Ф, равная 
Ф, (%,) Ф, (%,) ®, (\), где ®,(\)ЕГе. Поэтому скалярное произведение 
(2, 2,) =Ё (2154,) есть значение функционала Ё (®) на функции ©, =, 
из Г., определенное формулой (339) п. 6. Таким образом, 


со 


В > Ц [ео ручное, + 


< \ [о бо рееа Я ] веб. (370) 

Из формул (354) и (357) следует, что при действительном 6 
оо (инея а» (0) = } Ре, п, И Л» (а, п, в) 4 (9. — (871) 
Другими словами, этот интеграл есть скалярное произведение в про- 


странстве 92. 
Вычислим теперь интеграл 


4 
о, бони, 0<в<2. 


Положим для этого 


(в в) = (Хе А, (372) 
(вр) = \ фа (О. (373) 


Функция }(2, ©.) также определена для любой функции т (2) Е). 
При переходе от 2 (Е) к ть (в) =2(85'8) функция ](2, р.) в ядре 


К (2:, 25, п, 6) = 7 (21, п, ЧУ (2., п, р) 


переходит в 


[1 0 
— о 0 \-п 81121 НЕ в А 
70 (ел М 6) = | 2 -- г аж 2 (9.21 нЕ в) к ва Во, , П, ь) › 


7* 
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поэтому функция $(2, ^) переходит в 
Фо (а) або, Ге [ ЕЕ, ле)". (874) 
Отсюда следует, что функция }(2, р,) переходит в 
фаир) ав + 82-е, (375) 


Другими словами, при сдвиге #—> 2; !е функция ] (2, р.), рассматривае- 
мая как функция от 5, преобразуется по представлению И»; дополни- 
тельной серии. 

Из определения (372) функции } (5, р.) следует, что в случае четной 
функции о (^) 


я = о (^Ую,) Ч (%,) е- Жебию |) |-в те Ч (®,) = 


^ р1 
Л и ие 
== ВУ \ Ч, У (*,) т, Е а ав (%,), 


где 


ав (% 
ан = \® (0) |-® а 


Другими словами, фувкция ] (5, р.) есть трансформация Фурье по %, 
функции 


01 
$ (№, в.) = а (№, [%,| * 
Легко проверить, что это обстоятельство остается верным и в случае 
нечетной функции о (^). 
Функция \ (%,, ©,), рассматриваемая как функция от %%,, есть элемент 
пространства Н» (см. п. 1 $ 8). В силу только что сказанного, при 
сдвиге 5 (5)—>5 (2,12) она переходит в 


оо (и, р) = О рздоф (“,, р), 
где Оз;, —оператор представления дополнительной серии в простран- 
стве Н„. Заметим еще, что © (\7") =® (\), следовательно, а_,, =а„. Отсюда 
1 


ф (”,, — и) —94- в № (*,) | 7, г = | т, ре ф (*, ра). (376) 


а 
Вернемся теперь к интегралу С у] -“ м . Из определения 


(362) функции ®,(^) следует, что этот интеграл равен 
С али: ар (4 в (4 
У [ \ +, ме» (а ое вы) 1-е, 


а из оценок (367), (368) и (369) следует, что он сходится абсолютно. 
Поэтому можно изменить порядок интегрирования: 


орг С Я = ВИ» (в ры) в (а) = 


= \ ф, (7, — Ри) Фоо (9, ри) а (%). 
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В силу (376), последнее равенство можно переписать в виде 
5 4 (4 О 
ое ть 5 = Дж, 9, в) фи» (в р) 4% (8), — (377 


т. е. искомый интеграл есть скалярное произведение функций ф, (м, в), 
Фо (®, р.) в пространстве Нь.. 
При р, =2 все функции /], (2, 2) удовлетворяют условию 


(2,2) 49 =0. (378) 


Действительно, это очевидно для тех функций /, (2, 2), которые соответ- 
ствуют функции 2 ($) 6Е5,, ибо в этом случае трансформацией Фурье 


1 
функции /, (2, 2) будет а, № (*,) | %, 2, а эта функция обращается в нуль 
при 4, =0. 
С другой стороны, равенство (378) сохраняется при сдвиге 
2(2)—>1(8:'8), ибо при этом сдвиге }, (2, 2) переходит в 


9 0 

оба о® и. 6112 831 

1911 $21 1 ) > 
й 89425 83, я 


Погтому равенство (378) имеет место для всех функций /, (2, 2), которые 
соответствуют функциям д (8) из 3}. Это означает, что трансформация 
Фурье ф, (*, 2) функции /, (2, 2) обращается в нуль при %=0, так что 
существует интеграл 


\ | о | (р (®). 


Отсюда следует, что при р =2 

иена ее 

о, ОА = иг, 2) фи» (2) 4 (%). (379) 
Каждой функции ], (2, 2) поставим в соответствие функцию /(2) с сум- 
мируемым квадратом и такую, что }; (2) =], (2, 2). Введем в совокуп- 
ности этих функций } (2) скалярное произведение, полагая 


= | 1^(2) "ав (2) 


Равенство (379) показывает, что соответствие ] (2) — ], (2, 2) изометрично. 
Если }(2) преобразуется оператором И,„;и основной серии, т.е. пере- 


ходит в 
ЕН), 

5 
(5 + 6)" ЕЕ, 


то }:(2) переходит в 


0 2112 1 
ал не } 


т. е. преобразуется так же, как функция ], (2, 2). 
Поэтому при 9, =2 представление эквивалентно представлению 
0; основной серии, соответствующему п=2 и р=0. 
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Подставляя выражения (371) и (377) в формулу (370) для скаляр- 
ного произведения, мы получим 


(ти 2,) = У \ | \ Л (2, п» р) 1 (2, И в) 4 (2) | си (р) + 


п=- с 0 


+ [брьеье к в 20. 080 
0 


Эта формула выведена нами в т т что 2, 2, Е5,. Но при 
сдвиге 2 (2) —>х (95 12), х, (#) > 2, (8:18) левая и правая части этого ра- 
венства остаются инвариантными. Поэтому равенство (380) имеет место 
для всех функций х, 2, из 3},. 

Рассмотрим совокупность 9, всех пар измеримых функций 
= {1 (2, п, р), ® (%, р,)} таких, что 


х \ уу, п, 5) |* 4 (5) 4е„ (в) 


И 
+ [Дега ы)е 4» (4) ] 4) <+ =. (384) 


При этом измеримость по отношению к ри р, следует рассматривать 
по отношению к с, (р) и с(5,) соответственно. 

Определим в %, обычным образом операции сложения и умножения 
на скаляр. Далее, определим в ®, скалярное произведение равенством 


со 


= а У [ Зе», рр а, ть ав (а ] 4, ®)+ 
= 0 


Е. [ен р,) $, (№, в) 4% (®) | ас (6). 


Из формулы (380) при &, =е следует, что установленное нами выше 
соответствие 


2 (8) ^ (в, п, в), ф (м, р1)} 
есть изометрическое отображение +, в %,. Обозначим через бы замыка- 


ние многообразия 3}, в пространстве 9. Наше соответствие можно 
продолжить, и притом единственвым образом, до изометрического ото- 


бражения пространства У в пространство %,. 


Докажем, что образом пространства 9}, при этом отображении явля- 
ется все пространство %,. Для этого перейдем от функций ] (<, п, р) к их 
трансформациям Фурье по й: 


ф (№, п, о) == \ 7 (2, п, в) е Ве(ли) ав (=). 


Если 2 (#)Е5,, то из формул (341) и (349) следует 
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Бис 
фе, п, р =, |? 9,29 (9, аи (382) 
в случае четного пи 
п-1+0 п-1 


ф(%, п, в) =. В 92 (аа (383) 


в случае нечетного п, где 
ар | о (9) | ее - Ч . 

При этом Ч (%,)—произвольная функция, имеющая непрерывные 
производные до четвертого порядка включительно и равная нулю вне 
множества вида О<е,<|%,:|<С,, а ®())— произвольная функция, 
имеющая непрерывные производные до восьмого порядка включительно 
и равная нулю вне множества вида 0 <= <|^|<С. Поэтому линейные 
комбинации функций вида (382), (383) образуют в ©, плотное множество. 
Следовательно, образ пространства 5}, должен совпадать с %). 

Итак, мы получили изометрическое отображение 


2 (в) — {] (2, п, р), ф (м, р,)} 


пространства 3}, на %,. Формула (380) показывает, что применение 


^ 


оператора И, нашего представления в пространстве 9}, сводится к 
применению к соответствующим функциям } (2, п, р), %(%, р.) операто- 
ров Ил; › Оп; представлений основной и дополнительной серий. Это 


означает, что наше представление в инвариантном подпространстве У, 
эквивалентно прямой сумме представлений основной и дополнительной 
серий. В частности, если оно неприводимо, то оно эквивалентно 
одному из представлений основной или дополнительной серий. 

Рассмотрим теперь данное представление в ортогональном дополне- 
нии 9—9)\,. Повторяя тот же прием, мы снова выделим из 9 — 9), 
инвариантное пространство, в котором наше представление эквивалентно 
прямой сумме представлений основной и дополнительной серий. После 
конечного или счетного числа таких шагов остается инвариантное под- 
пространство %, для которого возможны только следующие два случая: 

а) = (0); 

Ь) для любого вектора {Е Х и для любой функции х (2) Е 9 (см. п. 4) 
имеет место равенство 


\ = (8) (@/, дак (в =0. 


Согласно лемме 2, доказанной в п. 4, в случае Ъ) (И, =Е в %. 

Тем самым доказаны следующие теоремы: 

ТЕОРЕМА 13. Всякое унитарное представление группы С разлага- 
ется в прямую сумму представлений основной и дополнительной серий. 

ТЕОРЕМА 14. Всякое неприводимое унитарное представление группы 
С эквивалентно одному из представлений основной или дополнительной 
серий. 
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Отметим еще, что при любом комплексном р из полосы [ и любом 
целом п наши формулы. определяют также представление И„„„;о группы 
С, но уже не в гильбертовском пространстве, а в пространстве Г., всех 
функций |(2) таких, что 


ВР = АР 4% (2) < +, 


где 
и 


и =, -- 4.. 


Легко проверить, что оператор И»,„;. сохраняет норму ||} | в про- 
странстве Г.,. 
Поступило 
25.11.1947 
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Б. Н. ДЕЛОНЕ 
АЛГОРИФМ РАЗДЕЛЕННЫХ ПАРАЛЛЕЛОГРАММОВ 


В статье рассматривается новый алгорифм и одно его приложение 
к задаче Минковского о произведении двух линейных неоднородных 
выражений от двух переменных. 


Пусть в п-мерном эвклидовом пространстве задана некоторая 
область 1] и рассматриваются все п-мерные решетки, вовсе не имеющие 
точек в области 1, кроме точек, обусловленных некоторым так назы- 
ваемым дополнительным условием. Такие решетки называются 
допустимыми. 

Всякие непрерывные преобразования допустимой решетки, при 
которых она все время остается допустимой решеткой, называются до- 
пустимыми преобразованиями. 

Допустимая решетка, не имеющая таких непрерывных допустимых 
преобразований, которые лишь уменьшают объем ее основного парал- 
лелепипеда, называется предельной. 

Мы предлагаем задачу отыскания предельных решеток для задан- 
ной области ] и данного дополнительного условия называть «задачей 
Маркова». 

Наиболее важные результаты в решении этой задачи принадлежат 
петербургским математикам А. Н. Коркину, Е. И. Золотареву, 
А. А. Маркову и Г. Ф. Вороному. 

Коркин и Золотарев первые рассмотрели эту задачу для случая, 
когда 7] есть шар и дополнительное условие состоит в том, что одна 
точка решетки лежит в центре шара. Они вполне решили эту задачу 
для п=2, 3,4 и5. Оказалось, что предельных решеток, соответственно, 
одна, одна, две и три. Эти работы Коркина и Золотарева о положительных 
квадратичных формах были напечатаны в Ма. Аппа]ев в 1872, 1873 
м 1877 гг. 

В 41880 г..появилась замечательная магистерская диссертация 
Маркова «О бинарных квадратичных формах положительного опреде- 
лителя», в которой с большим изяществом и полнотой был решен 
вопрос о разыскании всех предельных решеток с площадями основных 
параллелограммов $<3 для п=2 области | #2 | <1 и дополнительного 
условия, заключающегося в том, что одна точка решетки лежит в центре 
этой области. Оказалось, что в этом случае все предельные решетки 
с.5 < 3, если их расположить по возрастанию $, образуют бесконечную 


последовательность, причем площади их, начиная с $, =У 5, $, =У 8, 


- = - 
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221 
се. 
5 = 3 существует бесконечно много разных предельных решеток. Кроме то- 
го, оказалось, что каждая предельная решетка с $ < 3 взаимно одно- 
значно связана с некоторым решением в целых числах неопределенного 
уравнения 


$: = возрастая, приближаются к пределу, равному 3; для 


2 у?- 2 =3 2у2. 


Вороной в своей работе (т) дал алгорифм для разыскания всех 
предельных решеток для случая Коркина и Золотарева при любом 
заданном п и таким образом решил до конца задачу Маркова для 
п-мерного шара и одной точки в его центре. 

Минковский в работе (*) первый заметил, что случай Коркина 
и Золотарева можно рассматривать как задачу о плотнейшем пзрал- 
лелепипедальном расположении шариков в пП-мерном пространстве 
и в работе (°) показал, что процент занимаемого шариками простран- 
ства при любом п для некоторых расположений больше чем 


ва (Аи +...). 


В 1911 —1926 гг. Г. беБаг, Егореплиз и Ветаск занимались мар- 
ковским случаем задачи Маркова и сделали ряд интересных и тонких 
замечаний. Сам А. А. Марков в работах (*), (5) и (°) нашел первые четыре 
предельные решетки для случая неопределенных тройничных квадра- 
тичных форм и две первые решетки для неопределенных квадратичных 
форм с четырьмя переменными, т. е. для случаев, когда п =3, область 
7 есть |2? у: — 2*| <1, одна точка в ее центре, и когда п=4, область 
7 есть |2*-+ у*-+ 2*—# <1, одна точка в ее центре. 

Венков в работе (7) нашел недавно еще семь дальнейших предель- 
ных решеток для этого случая ‘и выяснил значение внешних к ко- 
нусу 1*-- у — 2* =0 вершин. 

В1е1сЫе144 и Но!тецег нашли первые предельные решетки для 


‘случая Коркина и Золотарева при п = 6, 7, 8, 9 и 10. 


В последнее время снова поднялся интерес к марковской задаче. 
В 1941 —1946 гг. Рауепрогё, Могаей, МаБ]ег, Зеоге и др. дали ряд 
интересных новых результатов. Эти ученые опубликовали более 20 


‚работ, в которых нашли первые экстремальные кубические двойничные 


формы положительного и отрицательного определителя и первую пре- 
дельную решетку для области по%| < 1 в пространстве и одной точки 
в центре ее, т. е. экстремальное произведение трех линейных форм 
с тремя переменными, и то же самое для случая, когда две из этих 
форм комплексно сопряженные ит. д. 

Наиболее интересными в этом направлении мне кажутся работы 
РауепрогР’а (*), в которой он показывает, что в случае кубических 
двойничных форм есть формы (предельные решетки) с площадями 
основных параллелограммов, сколь угодно близкими к минимальным, 


как в случае Р> 0, так и в случае РО, и (*), в которой он нахо- 
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дит вторую предельную решетку для случая |иой| < 1 с одной точкой 
в центре и доказывает, что в отношении объема своего основ- 
ного параллелепипеда эта решетка, как и первая, лежит изоли- 
рованно. 

Интересные общие теоремы получил МогаеЙ в работе (1°) относи- 
тельно предельных решеток для областей у на плоскости, аналогичных 
области |иё| < 1. 

В моей работе (*") рассматривается один естественный для этого 
круга вопросов метод и при помощи него находится первая предель- 
ная решетка для случая кубической двойничной формы положитель- 
ного определителя. 

В самое последнее время Горшков в Ленинграде дал изящ- 
ное, чисто геометрическое решение марковского случая, включая 
связь с неопределенным уравнением 2? - у? -{ ё'=3 ху, путем обобще- 
ния для п-=2 теории совершенных форм Вороного на случай неопре- 
деленных квадратичных форм и рассмотрения затем всего вопроса 
в плоскости Лобачевского. 

Еще в своей работе (1) Минковский, видоизменяя постановку 
вопроса, рассмотренного Чебышевым в работе «Об одном арифмети- 
ческом вопросе», 1866, начал рассматривать задачу о минимумах про- 
изведения двух неоднородных линейных выражений с двумя перемен- 
ными (5 + Ву—&,) (ух + бу —\,), т. е. марковскую задачу для п == 2 области 
| 12| <1 и условия, состоящего в том, что в этой области вовсе нет 
точек рассматриваемых решеток. Из сравнительно сложных соображе- 
ний Минковсиий нашел первую предельную решетку для этого случая 
при помощи так называемых ПласопаЖевептьгасве. Будем называть эту 
решетку предельной решеткой Минковского. 

Минковский также поставил аналогичный вопрос о произведенив 
п линейных неоднородных выражений с п переменными и высказал 
некоторое предположение относительно первой предельной решетки 
в этом случае. Предположение это было доказано для п=3З в замеча- 
тельном и очень трудном мемуаре ВештасК’а в 1923 г., причем Рауеп- 
рогё’у в 1939 г. удалось существенно упростить это доказательство. 
Для п`> 3 предположение Минковского до сих пор и не опроверг- 
нуто и не доказано. 

В настоящей работе в $ 1 я кратко напоминаю свойства обычного 
алгорифма непрерывных дробей и связь его со случаем Маркова задачи 
Маркова, т. е. когда область у есть | ио| <1 и одна точка в центре. 

Алгорифм непрерывных дробей или близкий ему алгорифм ПО1асо- 
па кемепЪгасЬе Минковского вообще играет роль в тех случаях, когда 
рассматривается двухмерная решетка по отношению к некоторым осям, 
проходящим через одну из ее точек. Если же оси и, о не проходят 
через точку решетки, как это имеет место в случае Минковского задачи 
Маркова, то нужен, я думаю, совсем другой алгорифм. Такой алго- 
рифм, называемый мною «алгорифм разделенных параллелограммов», 
я рассматриваю в 82. = 
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В $3 я даю приложение этого алгорифма к задаче Минковского, 
а именно, при помощи этого алгорифма я показываю, что в случае 
Минковского имеется последовательность предельных решеток Ги, пло- 
щади основных параллелограммов которых $„, начиная с :=4/2, 
уменьшаясь, стремятся к пределу, равному 4. С этой точки зрения 
предельная решетка Минковского, имеющая площадь, равную 4, может 
быть обозначена через Г... 

Наконец, в $4 я показываю, что в случае п-=3, когда на пло- 
скостях координат иь, 5%, фи вовсе нет точек решетки, в решетке 
все же может не быть разделенного параллелепипеда. 


$ 1. Алгорифм непрерывных дробей и его связь © задачей 
Маркова для неопределенной двойничной квадратичной формы 


1. Геометрия непрерывных дробей. Алгорифм Эвклида 
для разыскания общей меры двух отрезков аи 6 состоит, как 
известно, в следующем. На большем отрезке 6 откладывают меньший 

0 отрезок а наибольшее возможное 
число «, раз и получают первый 
остаток т,. Этот первый остаток от- 
кладывают на меньшем отрезке наи- 
большее. возможное число ©, раз 
и получают второй остаток г,. Этот 
второй остаток отклаЖы вают н апер- 
вом остатке г, наибольшее возможное число ©, раз и получают третий 
остаток г; и т. д. Если какой-либо остаток г, отложится на предыду- 
щем остатке г„. так, что г, окажется целиком покрытым и следую- 
щего остатка уже не получится, то г, есть наибольшая общая мера 
отрезков а и 6; если же этот процесс будет продолжаться без конца, 
то а и 6 несоизмеримы. Целые положительные числа а, а, ®., . 
называются неполными частными. 

Наиболее разумно расположить отрезки а и $ встык на одной пря- 
мой по разные стороны от некоторой ее точки О и откладывать после- 
дующие отрезки на предыдущих от их концов внутрь так, чтобы по- 
следовательные остатки скапливались по обе стороны 
(фиг. 1). 

«Распроектируем» это построение на плоскость. Именно, возьмем 
некоторую прямую 6 и восстазим к ней в любых ее точках перпенди- 
куляры длин а и 6. Затем, из произвольной ее точки О проведем 
векторы %_, в конец А_, перпендикуляра 6 и %, в конец А, перпен- 
дикуляра а, но так, чтобы они не были коллинеарны, т. е. чтобы 
векторы %_,%, образовали репер. Будем теперь вытягивать из конца 
А_, вектора %\_, «нос», равный наибольшему целому положительному 
кратному ©, вектора. %, такому, чтобы конец А, этого «носа» был еще 
по ту же сторону от оси о, где лежит вектор %,; так мы получим 


точки О 
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вектор %,. Будем, далее, из конца А, вектора %, вытягивать «нос», 
равный наибольшему целому положительному кратному «, вектора 
3(, такому, чтобы конец А, этого «носа» был еще по ту же сторону 
от оси о, где лежит вектор %,; так мы получим вектор 9%, ит, д. Оче- 
видно, что длинами перпендикуляров, опущенных на прямую 6 из 
точек Д,, А,, ..., как раз и будут остатки г, т. ..., И если спроекти- 
ровать получающуюся фиг. 2 на прямую, перпендикулярную оси ъ, 
то получится фиг. 1. 

Будем рассматривать фиг. 2 аффинно, т. е. будем считать 
&,№»› 8,)., ... длинами соответственных отрезков А_,А,, А, А,, А, А,, А, Ах, 
измеренными длинами векторов %,,%.,..., 
которым они параллельны. В таком случае 
& = 9, + № и из подобия треугольников ОД, А, 


/ 1 
и А,А.О будет следовать \, = = ит. д., 
31 


т. е. мы получаем 


4 


Мы видим, следовательно, что & рас- 
кладывается в непрерывную дробь 


Число & есть, очевидно, не что иное, как угловой коэффициент пря- 
у 
мой © по отношению к реперу %_,%, т.е. отношение -_, где 


х, у координаты произвольной точки этой прямой по отношению 
к реперу 9%, %\,. 
Докажем сходимость произвольной непрерывной дроби 


Очевидно, это достаточно сделать для случая, когда она беско- 
нечная. 
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Возьмем совершенно произвольный репер %_,%,, но при этом не будем 
рассматривать никакой прямой © и будем производить алгорифм 
вытягивания «вз0сов» соответственно целым положительным числам 
0, “, @,,... (фиг. 3). Так будут получаться последовательные векторы 
р о ря 

Покажем, что существует одна и только одна такая прямая 5, 
проходящая через начало О, что направления последовательных век- 
торов 9; стремятся к направлению этой прямой, как к предель- 
ному, и что по отношению к этой прямой все нечетные векторы ле- 
жат по одну ее сторону, а все четные — по другую. Действительно, 
это следует из того, что: 

Я вто сэмому построению, всякий следующий угол (А\;., содер- 
жится в предыдущем %,_,5; и 

2° величины этих углов приближаются к ну- 
лю, так как площади параллелограммов (%,, %{,), 
(%,,9%,), (%1,, 31,),... очевидно все одинаковы по 
абсолютной величине, так как всякие два смеж- 
ные из этих парэллелограммов имеют общее 
основание и одинаковые высоты, а длины их 
сторон |%,| бесконечно растут, так как коор- 
динаты векторов %; по отношению к исходному 
реперу 9%,%, получаются только прибавлением 
целых положительных координат. 


Рассмотрим теперь некоторую решетку Г и две 

ФиЕ-я прямые и из, проходящие через некоторую точ- 

ку О этой решетки так, что на них нет 

других точек решетки. Любой основной репер решетки 

такой, что конец второго его вектора лежит дальше от оси и, чем 

конец первого, и по ту же от нее сторону и ближе к оси ©, чем конец 

первого, и по другую от нее сторону, называется приведенным 
репером решетки Г по отношению к оси 5. 

Покажем, что в любой решетке Г есть, и даже бесконечно много, 
приведенных реперов. Возьмем какой-нибудь произвольный основной 
репер решезки Г и, если он не охватывает оси ©, заменим один из 
его векторов на обратный; такой репер уже будет охватывать ось бе 
(может быть он одновременно охватывает и ось и, но это нам безраз- 
лично). Будем теперь, исходя от репера, охватывающего ось ©, про- 
изводить алгорифм вытягивания «носов» по отношению к оси о и полу- 
чать таким образом последовательные основные реперы, охватывающие 
ось ©. После конечного числа шагов алгорифма мы получим приво- 
денный репер. Действительно, при последовательных шагах алгорифма 
абсолютная величина координаты и (по отношению к осям и, 5) всякого 
следующего вектора меньше, чем у предыдущего. Если бы и коорди- 
ната о все уменьшалась по абсолютной величине, то конец всякого 
следующего вектора лежал бы в «координатном параллелограмме» 
конца предыдущего (фиг. 4) вектора, а следовательно, и подавно, 
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в координатном параллелограмме того вектора, с которого началось 
это уменьшение. Но в этом параллелограмме находится лишь конеч- 
ное число точек решетки Г. Следовательно, на некотором конечном 
шаге случится, что конец последующего вектора будет лежать дальше 
от оси и, чем конец предыдущего (две точки Г не могут иметь оди- 
наковых координат и или одинаковых координат ©, так как тогда 
вектор, их соединяющий, был бы параллелен соответствующей оси, 
и на этой оси, кроме точки О, были бы еще точки решетки, вопреки нашему 


Фиг. 


> 


Фиг. 5 Фиг. 6 


предположению). Если при этом оба вектора рассматриваемого репера 
5; ‚6; лежат по одну сторону от оси и, то он уже приведенный. Если 
же нет, то возможны два случая: либо следующее неполное частное 
«> 1 и тогда (см..фиг. 5) уже следующий репер алгорифма 5,5,., 
приведенный, либо &;=1 (см. фиг. 6) и тогда лишь еще следующий 
репер Б;.,Б;.. приведенный. 

Если мы нашли приведенный репер, то все следующие за ним 
реперы, получаемые алгорифмом, как легко видеть, уже приведенные. 
Изложенное сейчас представляет собою геометрическую сущность зна- 
менитой теории Лагранжа приведения неопределенных двойничных 
квадратичных форм. 

Если репер %-,%(, какой-угодно приведенный вдоль оси, то, начиная 
от него, алгорифм вытягивания «носов» по отношению к оси 0 дает при. 
веденные реперы %9,, %,%,, ..., последующие за 9%... Алгорифм 
же вытягивания «носов» вдоль оси и, который состоит в том, что из 
точки А, (фиг. 7) откладывается вектор %_, наибольшее по абсолютной 
величине целое отрицательное число —@_, раз такое, чтобы конец А_, 
построенного «носа» еще лежал по ту же сторону от оси и, где лежит 
вектор 9%, и так получается вектор %_,; затем, из точки А_, отклады- 
вается вектор %_, наибольшее по абсолютной величине целое отрица- 
тельное число —я_, раз такое, чтобы конец А_, построенного «носа» 
еще лежал по ту же сторону от оси и, где лежит вектор %_,, и так 
получается вектор %\_, и т. д., дает последовательные приведенные 
реперы %-,%,, %_,%_., ..., «предыдущие» по отношению к реперу А.Р 
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Пусть 9%, лежит в первом координатном угле осей и, о. Покажем, 
что полигон П, с последовательными вершинами ..., А_,, А, А,, А., ... 
есть граница выпуклой оболочки совокупности Г, точек решетки Г, 
лежащих в первом координатном угле, а полигон ..., А од Алые 
есть граница выпуклой оболочки совокупности Г, точек решетки Г, 
лежащих во втором координатном угле. Действительно, треугольник, 
отрезаемый от соответственного координзтного угла прямой стороны 
А;А,‚., такого полигона, не имеет точек внутри себя, так как репер 
:9(.., основной и, следовательно, этот треугольник лежит в полоске 
между линейным рядом ОД,., решетки Г и ближайшим к нему ее 


Фиг. 7 


параллельным рядом 4А,А;,,. Часть плоскости, заключенная между 
сторонами рассматриваемого координатного угла и лежащего в нем 
полигона П, вся перекрывается такими треугольниками и, следова- 
тельно, не содержит в себе точек решетки. Остальная же часть этого 
координатного угла, как пересечение полуплоскостей, отрезаемых осью и, 
осьюо и прямыми сторон этого полигона, есть выпуклый открытый много- 
угольник, причем совокупность точек А; есть совокупность его вершин. 

Мы видим, таким образом, что от какого бы приведенного репера 
%,%, ни исходить, если производить, начиная от него, алгорифм 
вытягивания «носов» как вдоль оси ©, так и вдоль оси и, мы будем 
получать одну и ту же совокупность точек А‚, а именно, все вершины 
границ выпуклых оболочек совокупностей Г, и Г.,. 

Полигоны Пи П, называются полигонами Клей- 
на, векторы \, векторами этих полигонов, а точки А, — под- 
ходящими точками решетки Г по отношению к осям и и 5. 
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Как мы видим, полигоны П, и П, в следующем смысле взаимны: всл- 
кая сторона первого из ниг параллельна одному из векторов второ- 


го и по длине является целой кратностью длины этого вектора, и об- 
ратно. 


Таким образом, если задана решетка Г и оси и иь, проходящие 
через одну йз ее точек О и не имеющие на себе других точек элой 
решетки, то тем самым задан бесконечный в обе стороны ряд целых 
положительных чисел а, а именно, ряд последовательных неполных 
частных этой решетки по отношению к осям и, о: 


7 б-4> 3, бо, 1, 6%, б,, 4, 6, 9, ... (*) 


Покажем обратное, что произвольный бесконечный в обе стороны ряд 
целых положительных чисел (я) есть ряд последовательных неполных 
частных некоторой решетки Г по отношению к данным осям и и 5. 
Действительно, возьмем произвольный репер 9-16 и будем произво- 
дить по отношению к нему алгорифм вытягивания «носов» соответ- 
ственно неполным частным &,, 9%, %,,...; так получится некоторая 
прямая 0’, а по отношению к реперу — %09[`., «смежному» с 919%, 
будем производить тот же алгорифм соответственно неполным частным 
а1, во, @-3,...; так получится некоторая другая прямая и’. Решетка 
Г, построенная на репере 9(^,%%, будет, очевидно, иметь своим рядом 
неполных частных по отношению к осям и’, ©’ как раз ряд (%). Но весь 
разбираемый вопрос аффинен. Сделав такое аффинное преобразование, 
чтобы прямые и’, 5’ перешли в прямые и, ©, мы получим из решетки 
Г’, решетку Г, которая имеет ряд (%) своим рядом неполных частных 
по отношению к осям и, 5. Эта решетка Г будет задана рядом (а) 
с точностью де растяжений по осям и и ь, т. е. © точностью до гипер- 
болического поворота относительно асимптог и иф и гомотетии в на- 
чале координат О. Действительно, репер %-1%{0 будет задан рядом (в) 


по отношению к осям и иф в том смысле, что угловые коэффициенты 
осей и и о по отношению к этому реперу суть 


и] ны ыы Л 
х ар == #1 — 
+. +. 


т. е. заданы; другими словами, заданы уравнения прямых и и 6 по 
отношению к этому реперу %_,%%. 

Если 9%,\,— другой репер, заданный рядом (%) по отношению 
к осям и иь, и У! — то аффинное преобразование, которым он получается 
из репера %,5%\+, то прямые и’, 5’ с теми же уравнениями относительно 
него получаются из прямых и и © аффинным преобразованием >. 
Но прямые и’, 5’ должны быть прямыми и, 0, следовательно, аффинное 
преобразование У, преобразует прямые и ив себя, т. е. есть произ- 
ведение гиперболического поворота по отношению к асимитотам и, в 


и гомотетии в начале О. 
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В заключение этого краткого обзора геометрии непрерывных дробей 
выведем одну формулу, связывающую между собою площадь $ основ- 
ного параллелограмма решетки, длину 4», хорды, образуемой прямой 
в-ой стороны полигона П с соответственным координатным углом, 
измеренную длиной вектора %,, ей параллельного, и абсолютную вели- 
чину |и,2,| гиперболического расстояния от начала О подходящей 
точки А», являющейся концом этого- вектора, а именно: 


[2] РЕ 1 
[мо | а, (1) 


Для этого сделаем такой гиперболический поворот, чтобы эта хорда. 
стала перпендикулярной к биссектрисе соответственного координатного 
угла. При этом ни $, ни 4», ни |ио,| не изменятся. Тогда (фиг. 8) 


. а, |% ; 
а ое и У, будет иметь координаты (и,, — и), т. е. 


= 2] и, | и |150, |= ив, откуда и получается формула (1). 


2. Задача Маркова для неопределенной двойнич- 
ной квадратичной формы. Исследуем теперь тот случай задачи 
Маркова, который был рассмотрен в его дис- 
сертации 1880 г., а именно, когда п=2, 
область | есть |ио| «1 и дополнительное 
условие состоит в том, что одна из точек 
рассматриваемых решеток Г лежит в центре 
О этой области. 

Докажем сначала, что для этого слу- 
чая существуют допустимые решетки. Оче- 
видно, что если нижняя грань абсолютных 
величин |и2| гиперболических расстояний 
точек решетки от начала О ве равна нулю, 
то, делая гомотетии этой решетки относительно начала с достаточно 
большим коэффициентом, мы будем получать решетки, все точки кото- 


рых (отличные от 0) не лежат внутри области |, т. е. допустимые 
решетки. 


Фиг. 3 


Заметим, что нижняя грань абсолютных величин гиперболических 
расстояний точек решетки Г от начала О та же самая, что нижняя 
грань этих расстояний для совокупности ее подходящих точек А;. Дей- 
ствительно, если все подходящие точки лежат в данном координатном 
угле «внутри» расположенной в нем ветви гиперболы, т. е. на гипер- 
болах с большими по абсолютной величине параметрами, то и всо 
вообще точки Г, лежащие в этом координатном угле, лежат такие 
«внутри» этой ветви гиперболы, так как область, лежащая «внутри» 
ветви гиперболы, выпуклая и, следовательно, если в ней лежат вер- 
итины А; границы выпуклой оболочки точек Г, расположенных в этом 


координатном угле, то в ней же лежит и вся выпуклая оболочка, 
т.е. и сами все эти точки Г. 
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Р: смотрим теперь ряд (х) решетки и выясним, каким он должен 
быть для того, чтобы соответствующие ему решетки имели нижние 
грани абсолютных величин их гиперболических расстояний от начала 0 
отличными от нуля. 

Из фиг. 8 следует, что в“, < 4, <&«,-+2 и, следовательно, в силу 
вышесказанного и формулы (1), эти нижние грани будут отличны от 
нуля тогда и только тогда, когда все члены а, ряда (а) ограничены 
в своей совокупности. Следовательно, допустимые решетки имеются для 
таких и только таких рядов (я). 

Посмотрим, каковы будут в исследуемом случае допустимые пре- 
образования допустимой решетки. Покажем, что они сводятся к гипер- 
болическим поворотам и гомотетиям в начале О. Действительно, если бы, 
например, ось © при непрерывном изменении допустимого преобра- 
зования поворачивалась вокруг точки О, то точки решетки Г, лежа- 
щие далеко от начала О и близко к оси ©, непрерывно передвигаясь, 
входили бы при этом в область у. Если поэтому отвлечься от гипер- 
болических поворотов по отношению к асимптотам и и 0, которые 
во всем этом вопросе, понятно, можно вовсе не принимать во внима- 
ние, то допустимые преобразования сводятся к гомотетиям в начале О. 

Отсюда следует, что для каждого ряда (а), члены &, которого огра- 
ничены в своей совокупности, есть одна и только одна (конечно, 
с точностью до гиперболических поворотов) предельная решетка, 
а именно та, которая получается из допустимой решетки с этим рядом 
(«) при помощи гомотетии, делающей абсолютную величину гипер- 
болических расстояний ее точек от начала равной 5 

Принимая снова во внимание формулу (1) и то, что, по самому 
определению предельной решетки, нижняя грань аболютных геличин 
гиперболических расстояний ее точек от начала, т. е. величин |иро, |, 
равна 1, мы получаем окончательно такую теорему: 

Предельные решетки существуют для тех и только тех рядов (®), 
члены и, которых ограничены в своей совокупности, причем для каж- 
90го такого ряда существует только одна предельная решетка. Ило- 
щадь основного параллелограмма этой предельной решетки равна верх- 
пей грани чисел а», соответствующих раду (“). 

Из фиг. 8 получаем а, =, РЁ, т. е. 


1 
1 


ке С 
ЕЕ а 
ит. 


Чи Е 


1 
Ч, = Я - 


Отыскание всех предельных решеток с площадями $ основного парал- 
лелограмма, меньшими или равными данной величине 5, сводится, 
таким образом, к отысканию всех тех рядов (9), для которых сумма 
непрерывных дробей (2) для любого меньше или равна 5. 

Марков исследовал только те предельные решетки, для которых 
$ <3. В этом случае ряды (%) должны быть такими, чтобы все их суммы 
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(2) были <3, т. е. должны состоять лишь из единиц и двоек. Но 
этого, разумеется, еще недостаточно. 

Марков показал, что для того чтобы было $<3, необходимо 
и достаточно, чтобы эти ряды были некоторыми специальными перио- 
дическими рядами, составленными из единиц и двоек, а чтобы было 
$ =3— некоторыми другими специальными рядами из единиц и двоек. 

Подробно исследуя сумму (2), Марков получил, что наименьшая 
площадь основного параллелограмма предельной решетки есть $, =И 5, 
следующая $, =И 8, еще следующая $, = и 
образуют растущую последовательность $, < $. «$. <..., етремящуюся 
к числу 3. Различных же предельных решеток с площадью $=3 бес- 
конечно много. 


Методом исследования в рассматриваемом мемуаре Маркова является 
алгорифм непрерывных дробей. 


и т. д. Площади эти 


8 2. Алгорифм разделенных параллелограммов 


Мы рассмотрим теперь один алгорифм, который для случая, когда 
на асимптотах и и вовсе нет точек решетки, по моему мнению. 
играет ту же роль, что алгорифм непрерывных дробей для случая, 
когда точка О пересечения асимптот есть точка решетки Г. 

Ввиду того, что все соображения этого параграфа, так же как 
и соображения предыдущего, аффинны, мы можем предполагать, что 
асимитоты и и © взаимно перпендикулярны. Как и раньше, будем назы- 
вать их также осями. 

Итак, в этом и следующем параграфах мы будем рассматривать 
тот случай, когда асимптоты и ио вовсе не имеют на себе точек 
решетки Г. Будем в этом случае называть разделенным па- 
раллелограммом всякий основной параллелограмм решетки Г, 
вершины А, В, С, Ь которого лежат в разных координатных углах. 
образуемых осями и, 0, причем вершину его, лежащую в первом коор- 
динатном угле, будем всегда обозначать через А, вершину, лежащую 
во втором угле, — через В, в третьем — через С и в четвертом —через О. 

1. ЛЕММА. В любой решетке Г, вовсе не имеющей точек на осях 
иио, всегда есть по крайней мере один разделенный параллелограмм. 

Для доказательства рассмотрим ромб, диагонали которого лежат 
на осях и и 0. Такой ромб будем называть координатным 
ромбом. Построим вокруг начала такой ромб, столь малый, чтобы в нем 
вовсе не было точек решетки, и будем его непрерывно увеличивать 
гомотетией из начала. Очевидно, что он, наконец, наткнется внутрен. 
ней точкой одной из своих сторон на некоторую точку К решетки Г 
(фиг. 9). Возможны два случая: 


о 

1. Внутри полоски между прямыми 0’и 0", параллельными оси с. 
из которых ©’ проходит через точку К, а ©” проходит на таком же рас- 
стоянии от оси 0, но по другую сторону от нее, нет точек решетки Г. 
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В этом случае на прямой ©’, кроме точки К. есть еще точки решетки Г, 
так как, если бы на о’ не было, кроме точки К, точек решетки Г, 
то было бы бесконечно много подходящих точек к этой прямой 5’ 
как с одной, так и с другой ее стороны, сколь угодно близко к ней, т. е., 
вопреки предположению, были бы точки решетки Г внутри по- 
лоски о’. 

Если, следовательно, между прямыми 5’ и 5" нет точек решетки, 
то на прямой о’ есть линейный ряд точек, и тогда все точки решетки Г 
лежат в этом ряду и в параллельных ему линейных рядах. Ни один 


ии ру" > 4 
! 
| 
| ® 
| 
1 ® 
р 
1 А 
| 
А В “ 
и и 
р 
@ 
и 
Фиг. 9 Фиг. 10 Фиг. 11 


такой линейный ряд не лежит на самой прямой о, так как, по пред- 
положению, на ней вообще нет точек решетки Г. 

Рассмотрим (фиг. 10) два таких соседних линейных ряда, из кото- 
рых один лежит справа, а другой слева от оси 2. Ни на одном из 
них нет точек, лежащих на самой оси и, так как на ней вообще нет 
точек решетки Г. Пусть Аи О — две соседние точки правого ряда, 
из которых одна лежит над, а другая под осью и, а Ви С— две 
аналогичные точки левого ряда. Тогда параллелограмм АВСО будет 
разделенный. 

2°. Внутри полоски 5’5" есть точки Г. В этом случае будем непре- 
рывно растягивать полученный ромб вдоль оси © так, чтобы точка К 
оставалась на его границе, т. е. чтобы проходящая через нее сторона 
ромба вращалась вокруг нее. В конце концов (см. фиг. 9) ромб на- 
ткнется внутренней точкой этой же, или какой-нибудь другой своей 
стороны, на некоторую точку Г решетки Г, лежащую внутри поло- 
ски 5’5”, и получится пустой ромб (т. е. ромб, внутри которого нет 
точек решетки Г), на границе которого лежет две точки решетки Г. 
Тут имеются три возможности: 

1) Точки К и Г. решетки Г, лежащие на границе пустого ромба, 
лежат обе на одной его стороне, например, на расположенной в пер- 
вом координатном угле (фиг. 11). В таком случае рассмотрим в линей- 
ном ряду решетки Г, лежащем на прямой КГ, последнюю точку А, 
которая еще лежит правее оси о, и первую В, которая лежит левее 
ее. Прямая / ближайшего параллельного к АВ линейного ряда точек 
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решетки Г, лежащая по ту сторону от прямой АВ, по которую от нее 
лежит ромб, лежит не ближе противоположной стороны ромба, так как 
иначе она образовала бы с ромбом хорду, равную по длине стороне 
ромба, т. е. более длинную, чем КГ, и, следовательно, внутри нее 
должна была бы лежать хотя бы одна точка этого параллельного ряда. 
а между тем ромб пустой. Прямая [ поэтому образует с третьим 
координатным углом хорду, равную стороне ромба, или более 
длинную, чем она, и внутри этой хорды, следовательно, есть точки 
линейного ряда, лежащие на прямой [. Пусть С—-последняя из этих 
точек, еще лежащая левее оси ©, а Р — первая, лежащая правее ее. 
Тогда параллелограмм АВСР будет разделенный. 

2) Точки Ки ЕЁ лежат на соседних сторонах ромба, например, 
на расположенных в первом и втором координатных углах, причем, 


Фиг. 12 Фиг. 13 


например, К ближе к оси ь, чем Г. (фиг. 12). Обозначим их через Аи В. 

Прямая [ ближайшего к АВ параллельного линейного ряда точек 
решетки Г, лежащая по ту сторону от прямой АВ, по которую от нее 
лежит начало О, лежит не ближе прямой А’В’, симметричной с АВ 
по отношению к началу, так как всякая более близкая параллельная 
прямая образует с ромбом хорду, более длинную чем АВ, и внутри 
нее должна была бы поэтому лежать хотя бы одна точка расположен- 
ного на ней линейного ряда, а между тем ромб пустой. 

Отрезок РО прямой [, заключенный между точками ее пересечения 
‹ осью и и прямой т стороны ромба, расположенной в четвертом угле, 
длиннее АВ, т. е. внутри него есть хоть одна точка лежащего на ней 
линейного ряда точек Г. Отрезок РО может как не пересекать ромба, 
и тогда он весь лежит в третьем координатном угле, так и пересекать. 
ромб, но в последнем случае, так как ромб пустой, точки Г, на нем 
лежащие, находятся все же в той его части, которая расположена 
в третьем координатном угле. 

Последняя точка С линейного ряда, лежащего на прямой [, рас- 
положенная левее оси ©, лежит, следовательно, в третьем, а первая 
его точка, лежащая правез оси о,—в четвертом координатном угле. 
Параллелограмм АВСР разделенный. 
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3) Точки К и Г. лежат на двух противоположных сторонах ромба, 
причем можно предполагать, что на каждой из них лежит лишь по 
одной этой точке, так как иначе мы имели бы уже рассмотренный 
случай 1). Пусть, например (фиг. 13), К лежит на стороне ромба, 
расположенной в первом, и тогда Г. лежит на стороне, расположенной 
в третьем координатном угле. Обозначим эти точки через А и С. Рас- 
смотрим ближайшие к АС параллельные ряды точек Г, лежащие по раз- 
ные стороны от АС. Прямые [ и Г’ каждого из этих рядов будут обра- 
зовывать с полоской. ограниченной прямыми тех сторон ромба, на 
которых лежат точки А и С, хорды, равные АС, причем эти хорды 
могут частично и пересекать ромб. На каждой из этих хорд либо 
будет лежать одна точка Г внутри хорды, либо две точки на ее кон- 
цах, но во всяком случае на той части хорды, которая лежит вне 
ромба, так как внутри ромба точек Г нет, ана соответственных его 
сторонах лежат, по предположению, лишь точки А и С, т. е. точки, 
лежащие на этих хордах, будут принадлежать тем частям рассматри- 
вавмой полоски, которые лежат во втором и в четвертом коорди- 


Фиг. 14 


натном углах. Обозначим такую точку (или одну из таких точек, ебли 
их две), лежащую во втором угле, через В, а симметричную ей отно- 
сительно середины между точками А и С, которая будет лежать 
в части полоски, расположенной в четвертом координатном угле, — 
через 2. Параллелограмм АВС будет разделенный. 

Итак, какова бы ни была решетка, вовсе не имеющая точен 
на осях и иь, в ней всегда есть хотя бы один разделенный парал- 
лелограмм. 

2. Алгорифм разделенных параллелограммов. Рас- 
смотрим некоторый разделенный параллелограмм А,В.С.О, (фиг. 14). 
Две из его сторон А,В, и С.Ю, пересекают ось в, а две другие Р.А, 
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и В.С, пересекают ось и. Первые две мы поэтому будем называть 
х-сторонами параллелограмма, а вторые две — и-сторонами. 

Предположим, что и-стороны разделенного параллелограмма 
А‹В.С.), не параллельны оси о, т. е. при продолжении пересекают 
ось 9. Тогда, ввиду того что на оси о нет точек решетки, если эти 
стороны откладывать на их продолжениях соответственно взятое целое 
положительное число раз, для каждой из них, вообще говоря, свое, 
то получатся отрезки А.В, и С,)., пересекающие ось 5. Параллело- 
грамм А,В,С,Р, будет тогда опять основной и разделенный. Этот парал- 
лелограмм мы будем называть смежным с разделенным парал- 
лелограммом 4,Б,С.), вдоль оси в. 

Если и-стороны параллелограмма А,В,С,), опять не параллельны 
оси 0, то можно аналогично построить смежный с ним вдоль оси о раз- 
деленный параллелограмм А,В,С.), ит. д., пока у какого-нибудь из 
этих параллелограммов его стороны не станут параллельными оси 6. 

Если у параллелограмма А,В.С.О, его с-стороны не параллельны 
оси и, то, аналогично, вытягивая эти его ©-стороны, можно получить 
разделенный параллелограмм А_.В_,С_.)_,, смежный сним вдоль 
оси и. Если 5-стороны этого параллелограмма опять не параллельны 
оси ©, можно также, исходя от него, 
получить разделенный  параллелограмм 
А_,В_.С_,0)_,, смежный с ним вдоль оси 
и, и т. д., пока у какого-нибудь из этих 
параллелограммов не получатся с-стороны, 
параллельные оси и. 

Легко видеть, что если некоторый раз- 
деленный параллелограмм в этом смысле 
смежен вдоль оси © с некоторым другим 
разделенным параллелограммом, то второй, 
наоборот, смежен с первым вдоль оси и. 

Описанный алгорифм мы будем назы- 

Фиг. 15 вать алгорифмом разделенных 
параллелограммов. 

3. Упорядочивание разделенных параллелограммов 
по высоте. Рассмотрим некоторый произвольный разделенный 
параллелограмм АВСЬ. Возьмем из двух его с-сторон ту, прямая 
которой ближе к изчалу. Эта прямая [, вообще говоря, проходит в трех 
координатных углах, причем от среднего из них она отсекает тре- 
угольник. Последовательным отражением этого треугольника в осях 
иио мы получим четыре таких треугольника, вместе составля- 
ющих координатный ромб (фиг. 15). Этот ромб мы будем называть 
5-ромбом разделенного параллелограмма АВСО. Аналогичный ромб, 
составленный при помощи той из двух и-сторон разделенного паралле- 
лограмма АВСО, прямая которой ближе к началу, мы будем называть 
и-ромбом параллелограмма АВС. Очевидно, что весь 5-ромб данного 
разделенного параллелограмма лежит в 5-полоске этого параллело- 
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грамма, т. е. в полоске, ограниченной прямыми его ©-сторон, а весь 
и-ромб — в его и-полоске. 

Легко видеть, что и-ромб данного разделенного параллелограмма 
есть одновременно г-ромб разделенного параллелограмма, смежного 
с ним вдоль оси о, и обратно. 

Всякий пустой координатный ромб, имеющий на своей границе 
по крайней мере одну точку решетки Г, мы будем называть пре- 
дельным ромбом решетки Г по отношению к осям и, о. Очевидно, 
что если увеличивать какую-нибудь из диагоналей предельного ромба, 
то каждой ее величине, большей, чем у данного предельного ромба, 
будет соответствовать один и только один предельный ромб (пругая 
диагональ которого будет меньше чем у данного). 

Длину о-диагонали любого координатного ромба, т. е. его диаго- 
нали, лежащей на оси ©, мы будем называть его высотой. Все пре- 
дельные ромбы могут быть, очевидно, упорядочены по величине их 
‚высоты. При увеличении %-диагонали предельного ромба его и-диагональ 
уменьшается, и обратно. Совокупность предельных ромбов, таким 
образом, однопараметрическая, причем за параметр можно взять 
высоту. 

Все 5- и и-ромбы разделенных параллелограммов пустые и каждый 
из них имеет на своей границе по крайней мере одну точку решетки Г, 
‚а именно, во всяком елучае, например, на ней лежит вершина соот- 
ветствующего разделенного параллелограмма, расположенная в том 
координатном угле, где лежит тот из четырех треугольников, с кото- 
рого мы начали его построение. Следовательно, все с- и и-ромбы любых 
разделенных параллелограммов предельные. 

Будем называть высотой фазделенного параллелограмма высоту 
его о-ромба. 

Всякий Е- или и-ромб разделенного параллелограмма есть, соответ- 
ственно, 0- или и-ромб только одного этого разделенного параллело- 
грамма. Действительно, пусть некоторый координатный ромб есть, 
например, 5-ромб разделенного параллелограмма АВСО, причем его 
сторона, лежащая, например, в первом координатном угле, есть сторона 
того треугольника, от которого мы его строим отражением треуголь- 
ников в осях. Тогда вершины А и В лежат на прямой [ этой стороны 
(фиг. 15), причем А—на стороне этого треугольника. 

Если бы был другой разделенный параллелограмм А’В’С’О’, для 
которого этот же ромб был бы его ©-ромбом, то одна из его вершин должна 
была бы по той же причине лежать на одной из сторон этого 
ромба. 

Если прямая Г стороны СР не есть прямая стороны ромба, лежащей 
в третьем координатном угле, то все стороны этого ромба, кроме лежа- 
щей в первом координатном угле, лежат внутри пустой полоски ИП’ и, 
следовательно, именно вершина А’ лежит на стороне ромба, и тогда 
линейный ряд А’В’ лежит на прямой 1], следовательно, точки А’и В’ 
совпадают с точками Аи В, как последняя, лежащая в этом ряду 
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слева и первая справа от оси ©. Вершины С’и О’ лежат тогда в бли- 
жайшем к { параллельном ряду, расположенном по ту же сторону от 
прямой [, где ромб, т. е. в ряду СР, и по той же причине совпадают 
с Сир. Следовательно, разделенный параллелограмм А’В’С’О’ сов- 
падает с АВСО. 

Если же прямая [” есть прямая стороны ромба, лежащей в третьем 
координатном угле, то ‘вершина параллелограмма А’В’С’О’, лежащая на 
стороне ромба, с которой мы начинали предыдущее рассуждение, может 
быть выбрана как на его стороне, лежащей в первом, так и на стороне, 
лежащей в третьем координатном угле; рассуждение же остается 
прежним. 

ТЕОРЕМА. Нет разделенных параллелограммов, промежуточных 
по высоте между двумя параллелограммами, смежными в смысле на- 
шего алгорифма. 

Доказательство. Рассмотрим и- и 2-полоски, соответствующие 
некоторому разделенному параллелограмму АВС. Они образуют крест 
(фиг. 16). Все точки решетки Г лежат внутри или на границе четырех 
(заштрихованных на фиг. 16) углов, остающихся на плоскости, если 
вырезать из нее этот крест. 

Возьмем какой-нибудь из координатных углов и рассмотрим, какие 
положения может в нем занимать сторона предельного’ромба, проме- 
жуточного по высоте ‘между о- и и-ромбами 
параллелограмма АВСО. Для этого заметим, 
во-первых, что направление этой стороны 
будет промежуточным между направлениями 
соответственных сторон (т.е. лежащих в том 
же координатном угле) с- и и-ромба, а 
следовательно, оно будет «опорным« для того 
2 заштрихованного угла, вершина которого 
лежит в рассматриваемом координатном 

угле. Во-вторых, заметим, что концы рас- 

Фиг. 16. сматриваемой стороны промежуточного ромба 

лежат на осях и и о не дальше тех точек, 

в которых стороны заштрихованных углов пересекают эти оси, так как 

концы соответственных диагоналей и- и о-ромбов лежат как раз в тех 

из этих точек К и Г, которые более близки к началу, а и- и 5-диа- 

гонали промежуточного ромба имеют величины меньшие, чем соответ- 

ственно и-диагональ 5-ромба и о-диагональ и-ромба параллелограмма 
АВСР. 

Таким образом, рассматриваемая сторона промежуточного ромба не 
может содержать на себе точек Г, принадлежащих тем трем заштрихо- 
ванным углам, вершины которых не лежат в рассматриваемом коор- 
динатном угле, а что касается точек Г, принадлежащих этому послед- 
нему. углу, то сторона эта может содержать на себе только вершину 
этого угла, т. е. соответствующую вершину разделенного параллело- 
грамма АВСР. 
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Пусть, например, сторона такого промежуточного предельного 
ромба содержит на себе вершину С. Предположим теперь, что этот 
предельный ромб есть 2-ромб некоторого разделенного параллелограм- 
ма; тогда на прямой [ этой его стороны должен лежать линейный 
ряд точек Г. 

Так как у всякого 5-ромба две параллельные его стороны лежат 
в сполоске соответствующего ему разделенного параллелограмма, 
т. е. на них нет точек Г, а две другие параллельны сторонам 
этой о-полоски, и если, следовательно, на стороне ©-ромба есть точка 
Г, то на прямой [ этой стороны лежит линейный ряд точек Г. 


Прямая {[ имеет направление, «опорное» к углу С.Рассмотрим ту из двух 
точек В и О, которая от нее не дальше другой. Пусть, например, 
это будет точка ДО (фиг. 17). На прямой Г’, параллельной [ и прохо- 
дящей через точку ОР, лежит линейный ряд Г. Ближайший к [ парал- 
лельный [/ линейный ряд Г лежит, следовательно, на некоторой 
прямой т, которая либо совпадает с Г, либо ближе к прямой {[. Вся 
эта прямая т за исключением, быть может, некоторой части ее, лежа- 
щей в пустом параллелограмме АВСО, лежит вне первого координатного 
угла, так как все точки той ее части, ко- 2 
торая лежит за пересечением ее со сторо- и 
ной ВС, имеют отрицательные и, а все те 
ее точки, которые лежат за пересечением 
со стороной СО, — отрицательные ©. Все 
точки прямой / также не лежат в первом 
координатном угле. Но из вершин разде- 
ленного параллелограмма, для которого 
рассматриваемый промежуточный ромб яв- 
ляется э-ромбом, две лежат на прямой [, а 
две другие— на прямой т, и, следовательно, 
он не может иметь вершин в первом ко- 
ординатном угле. 


[м 
8 


—^ 


Фиг. 17. 


Таким образом, не может быть разделенного параллелограмма, 
промежуточного по высоте между 5- и и-ромбами данного разделенного 
параллелограмма, т. е. между о-ромбом данного и э-ромбом смежного 


с ним в смысле нашего алгорифма вдоль оси © разделенного парал- 
лелограмма. 


4. О совокупности всех разделенных параллело- 
граммов решетки. Здесь возможны три случая: 

1) Если в решетке Г нет векторов, параллельных координатным 
осям, то от какого бы разделенного параллелограмма ни начинать, 
алгорифм будет продолжаться бесконечно как в ту, так и в другую 
сторону, ибо у любого, получаемого при помощи него, разделенного 
параллелограмма и и-стороны и 2-стороны не параллельны осям. В этом 
случае из предыдущей теоремы очевидно, что от какого бы произвольно 
взятого разделенного параллелограмма ни начинать, бесконечный в 
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обе стороны ряд разделенных параллелограммов. получаемых нашим 
алгорифмом, исчерпывает все разделенные параллелограммы решетки Г. 

2) Предположим теперь, что в решетке Г есть векторы, параллель- 
ные оси о, но нет векторов, параллельных оси и. В этом случае алгорифм 
вдоль оси и будет бескокечен, а вся решетка состоит из линейных рядов, 
параллельных оси и. Выполнив построение, указанное на фиг. 10, 
мы получим разделенный параллелограмм со сторонами, параллельными 
оси 2. Его и-ромб бесконечной высоты, а именно, есть полоска со 
сторонами, параллельными оси ©. Упорядочивая разделенные паралле- 
лограммы по убыванию высоты их и-ромбов, мы будем, в силу 
доказанной теоремы, получать все разделенные  параллелограм- 
мы Г, если будем переходить нашим алгорифмом от этого разде- 
ленного параллелограмма со сторонами, параллельными оси ©, строя 
последовательные смежные вдоль оси и. Отсюда видно, что в расемат- 
риваемом случае, если мы начнем строить от любого разделенного 
параллелограмма смежные вдоль оси ©, то мы всегда придем обратно 
к тому единственному разделенному параллелограмму, стороны кото- 
рого параллельны оси с. 

Обратное будет иметь место, если в решетке есть векторы, па- 
раллельные оси и, но нет векторов, вараллельных оси 5. 

3) Наконец, может быть, что в решетке Г есть как векторы, парал- 
лельные оси и, таки векторы, параллельные оси ©. Тогда в Г есть как 

г некоторый разделенный параллело- 

в, В грамм А’В’С’О’ с парой сторон, парал- 

= лельных оси 5, так и некоторый парал- 

лелограмм А,В,С,О, с парой сторон, па- 

раллельных оси и. Для рассмотрения 
этого случая докажем лемму. 

ЛЕММА. Все разделенные паралале- 
лограммы цепочки, получаемой нашим 
| алгорифмом, начиная от данного 

Фиг. 18. А.В.С.)ь, идущей вдоль оси и, лежат 

в полоске, образованной опорными пря- 

мыми к параллелограмму А.В.С‚О)., параллельными оси и; аналогичное 
утверждение имеет место относительно оси о. 

Очевидно, достаточно доказать лемму для разделенного паралле- 
лограмма А_,В_,С_.)_,, смежного вдоль оси и с параллелограммом 
А.В.С,Р.. Параллелограмм А_.В_,С_.)_, весь лежит в полоске между 
прямыми, параллельными оси и и проведенными по разные стороны 
от нее (фиг. 18) на расстояниях, равных проекции А,В, на ось 6, 
а наиболее далекие от оси и вершины параллелограмма А.В.С.‚О., как 
легко видеть, лежат вне этой полоски. 

Из леммы следует, что в случае, когда в Г есть векторы как 
параллельные оси и, так и параллельные оси 5, в Г есть лишь ко- 
нечное число разделенных параллелограммов. Действительно, все они 
заключаются в прямоугольнике со сторонами, параллельными осям 
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ии 0, описанном вокруг совокупности параллелограммов А’В’С’О’ 
и А.В.С.О,, а внутри такого прямоугольника вообще есть лишь конечное 
число точек Г. В частности, если наименьшие такие векторы образуют 
основной параллелограмм, другими словами, если в Г есть основной 
параллелограмм со сторонами, параллельными осям, то есть один 
и только один разделенньй параллелограмм, а именно тот из них, 
внутри которого лежит начало. 

5. Аналитическая запись алгорифма разделенных 
параллелограммов. Из двух и-сторон разделенного параллело- 
грамма А,В.С.), одна А‚), лежит правее, а другая В,С,—левее оси 5. 
Смежный вдоль оси о разделенный параллелограмм 4,В,С,), полу- 
чается из А.В.С,О, откладыванием целого положительного числа раз 
и, и ©’ этих его сторон по прямым, на которых они лежат, от их 
концов, либо «против часовой стрелки», т. е. правой кверху, а левой 
книзу, либо «по часовой стрелке», т. е. правой книзу, а левой кверху, 
в зависимости от того, в какую сторону они приближаются к оси 5. 
В первом случае мы будем числа я, подчеркивать снизу 90, 


а во втором — сверху я. Таким образом, цепочка разделенных парал- 
лелограммов, идущих от А,В.С,О, вдоль оси о, будет задаваться идущим 
в правую сторону рядом так подчеркнутых пар целых положительных 


чисел &, например: 0%,, в.&., ©,%.,.. цепочка разделенных парал- 


о 
лелограммов, идущих от А,В,С.), вдоль оси и, будет задаваться ана- 


логичным рядом, идущим в левую сторону, например: ...@_,%_., & 9%, 


/ 
%%. Вся же совокупность разделенных параллелограммов будет за- 
даваться рядом, идущим в обе стороны: 


А ЕО, й СА Й 
99, боо 0, 6,9, .. (хх’) 


Если в Г нет ни векторов, параллельных оси и, ни параллельных 
оси 0, то этот ряд идет в обе стороны до бесконечности. 

Если нет векторов, параллельных оси и, но есть параллельные 
оси ©, то ряд обрывается справа, в обратном случае—-слева, а если 
есть как векторы, параллельные оси и, так и параллельные оси 0, то 
ряд конечен. 

6. Сходимость алгорифма разделенных параллело- 
граммов. Покажем, что если от некоторого совершенно произ- 
вольного параллелограмма А,В,С ‚0, строить цепочку параллелограммов, 
соответствующую ряду (%%’), т. е. строить в 0бе стороны смежные 
‘в соответствии с а рг1ог! заданным совершенно произвольным рядом 
(их’) (об одном исключении, которое здесь имеет место, мы скажем 
ниже), который может быть конечным или бесконечным, то всегда 
будут существовать такие оси и ие, что совокупность всех паралле- 
лограммов цепочки будет совокупностью всех параллелограммов 
решетки Г, построенной на паралледограмме А,В.С,),, разделенных 
по отношению к осям и ии. 
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Установим сначала, как мы будем обозначать вершины смежного 
с данным, в силу нашего алгорифма, параллелограмма и, следова- 
тельно, какие из его сторон и-стороны и какая из них правая, а какая 
левая, и какие из его сторон 5-стороны и какая из них верхняя, 
а какая нижняя. 

Если задан некоторый параллелограмм АВСО, то для того, чтобы 
строить смежный с ним «вдоль оси ©» (хотя в том рассуждении, кото- 
рое мы сейчас проводим, никакой оси и и никакой оси о нет) парал- 
лелограмм А’В’С’)’ соответственно паре целых положительных чисел 
ах’, если эта пара подчеркнута снизу, надо (фиг. 19) х раз отложить 


—> 
вектор ДА на прямой ДА от точки Л и тогда последний так отложен- 


ный отрезок будет А’В”, затем надо отложить вектор ВС на прямой 
ВС а’ раз от точки С и тогда последний так отложенный отрезок 
будет С’О’. 

Если же пара ах’ подчеркнута сверху, то надо (фиг. 20) а раз 


—> 
отложить. вектор АД на прямой АД от точки О и тогда последний так 


отложенный отрезок будет О’С’, затем надо я’ раз отложить вектор СВ 
от точки В и последний так отложенный отрезок будет В’А’. 

Стороны АР и ВС называются и-сторонами, правой и левой. 
а стороны АВ и СО —ъ-сторонами, верхней и нижней. 


"| 


’ 


2. 


Фиг. 19. Фиг. 20. Фиг. 21. 


Параллелограмм А;В,С ‚0; называется предыдущим в цепочке к парал- 
лелограмму А,В;С,;О;, если Е <] (например, 5=5, 1 =17 или ё= — 8, 
1= —3), в обратном случае параллелограмм называется последующим. 

ЛЕММА Т. и-стороны всякого параллелограмма цепочки пересс- 
кают е-стороны всех ему предыдущих параллелограммов цепочки во вну- 
тренних их точках или в их концах. 

Действительно, каждая из и-сторон последующего А’В’С’Р’ из двух 
соседних параллелограммов цепочки пересекает обе г-стороны преды- 
дущего АВСО, так как концы се лежат (фиг. 24) на противсполож- 
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ных границах и-полоски этого параллелограмма и по разные стороны 
от каждой из этих его т-сторон. Любой отрезок, соединяющий точки 
противоположных т-сторон последующего А’В’С’О’, следовательно, 
и подавно пересекает эти ‹-стороны АВ и СО предыдущего, а значит, 
и и-стороны параллелограмма А”В”С”’", последующего к А’В’С’О’, 
пересекают 5-стороны параллелограмма АВСД ит. д. 

ЛЕММА П. С увеличением номера Е параллелограмма А,В.С.0,, 
последующего в цепочке за параллелограммом А’.В.С,О),, абсолютная 
величина проекции его и-стороны на прямую [ и-стороны параллело- 
грамма А.В.С.), растет при переходе к следующему номеру на неко- 
торое целое поломсительное число длин стороны А.Дь. 

Действительно, если мы обозначим абсолютную величину такой 
проекции через 4;, то, очевидно (фиг. 22), 4, =а, (я, + ,), но все « >1 
и, следовательно, @а, + а, > 2. Рассмотрим теперь :{-й параллелограмм 
цепочки. В таком случае, очевидно, 

р =а; (1 = Е .1) Е а; 
в зависимости от того, будет ли проекция 4,, прибавляться; как на 
фиг. 23 (&), или вычитаться, как на фиг. 23 (В), где изображены 
случаи правой ориентации вытягиваний. В случае |, 
левой ориентации вытягиваний получается та же 


формула. В, 
Проведем теперь полную индукцию, предпо- р 
лагая доказанным, что 4; > 4;,; тогда, даже если Во, В 
4; , вычитается, мы имеем Г, р, 
а; (©. а:,1)— а, > 4ь 
тай и С 
а; (%,. +8... —1) О, т 
так как ©, + @.,—1 > 1. Кроме того, 4.:, как мы й 
видели, есть целое кратное 4,, 4, =4, (%, + “з) - 4, а 


и, следовательно, 4, есть целое кратное 4»; про- 
должая так дальше, мы видим, что 4; и 4,.. суть целые кратные 4,, 
причем 4,., больше чем 4,, на целое положительное кратное 4... 

Из этой леммы мы видим, что если цепочка бесконечная, то абсо- 
лютные величины проекций и-сторон последовательных параллелограм- 
мов цепочки на прямую {[ растут сверх всякого предела, а следова- 
тельно, и подавно растут сверх всякого предела сами длины этих 
‹торон. А так как площади всех этих параллелограммов одинаковы, 
то отсюда следует, что высоты параллелограммов относительно этих 
сторон, т. е. расстояния между этими сторонами, бесконечно убывают. 

Рассмотрим последовательные отрезки 6, высекаемые парами 
и-сторон параллелограммов цепочки, последующих за А,В.С.Оь, на 
&-сторонах А.В, и С.О, этого параллелограмма. Ввиду того что угол, 
образуемый этими и-сторонами со сторонами А.В, и С.О., не очень 
мал, а именно, не меньше чем углы, которые образуют с ними диа- 
гонали А.С, и В,О,, из стремления к нулю расстояний между этими 
и-сторонами следует стремление к нулю этих отрезков 8;. 
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Кроме того, в силу леммы 1, на каждой из сторон А,В, и С.Б, 
всякий следующий отрезок 0,., вложен в предыдущий ;. На каждой 
из этих сторон имеется, следовательно, одна и только одна точка М 
и соответственно М, принадлежащая всем этим отрезкам, лежащим 
на этой стороне. 

Прямая ®, проходящая через точки М и М, будет пересекать все 
стороны А,В; и С;.); всех последующих параллелограммов цепочки. 

`Действительно, если бы она (фиг. 24) не пересекала, например, 
стороны А;В;, то параллелограмм с достаточно большим номером р, 


гораздо большим чем #, т. е. достаточно узкий, также не мог бы 
5% 


®/ 


2 2+7 


Фиг. 23. Фиг. 24. 


пересекать стороны А,В,, так как он должен содержать точки М и М, 
что противоречило бы лемме [. 

Заметим, что прямая г может пересекать сторону А,В; вщее конце, 
например в ее конце А;, только если правые концы отрезков 8, 
образуемых всеми следующими параллелограммами на стороне А,В,, 
совпадают с точкой А;. Это, как легко видеть, будет тогда и только 
тогда, когда, начиная с 1-го номера в ряде (9“’), все пары— правые 


и все их первые числа ©,,.., ©,,.,... равны 1. Если же либо не все 
эти пары правые, либо среди их первых чисел есть большие чем 1, то 
на том первом номере #-1, #--2,..., когда это случится, правый 


& 


конец отрезка 8 на стороне 4,6, уже не будет совпадать с точкой А;. 

В том же исключительном случае, когда, начиная с данного #, 
все пары ряда (хх’)— правые и все первые их числа равны 1, прямая © 
будет проходить через точку А,, причем эта точка будет тогда общей 
вершиной А для всех параллелограммов цепочки с номерами, боль- 
итими чем &. 

Итак, каков бы ни был ряд (аа’), идущий направо до бесконеч- 
ности, если только он не того специального типа, когда, начиная 
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с некоторого &, все его пары одинаково подчеркнуты и притом либо 
все их первые, либо все вторые числа равны 1, прямая © (ММ) будет 
пересекать все стороны 4,В; и С,), всех параллелограммов цепочки 
во внутренних их точках. 

Если ряд (хо’) обрывается направо и последний параллелограмм 
цепочки есть А,В‚С,.Ох, то, в силу леммы Т, любая прямая с, парал- 
лельная сторонам А.О, и В,С, и проходящая между ними, будет 
пересекать все +-стороны всех параллелограммов цепочки во внутрен- 
них их точках. 

Леммы 1, 41 и все проведенные сейчас рассуждения, разумеется, 
справедливы для цепочки параллелограммов, предыдущих некоторому 
заданному; аналогично может быть получена некоторая прямая и, 
играющая для цепочки предыдущих параллелограммов ту же роль, 
какую играет прямая г для цепочки последующих. 

Соединяя все сказанное, мы получаем такую теорему: 

ТЕОРЕМА. Какой бы бесконечный в обе стороны ряд (аа’) ни был 
задан, лилиь бы он не был ни в ту, ни в другую сторону вышеуказан- 
ного специального типа, и какой бы ни взять исходный параллелограмм 
А.В.С.Б., существует, и притом только одна, такая пара пересекаю- 
щихся прямых и и с, что бесконечный в обе стороны ряд параллело- 
граммов А,В,С,); цепочки, получаемой из АВС), нашим алгорифмом 
в соответствии с рядом (аи’), есть совокупность всех разделенных 
относительно осей и и © параллелограммов решетки Г, построенной 
на параллелограмме А.В. С.П». 

Если же ряд (ах’) бесконечен лилиь в одну сторону и не специаль- 
ный, то та из прямых и и с, которая соответствует бесконечной 
стороне ряда, вполне задана, а прямую, соответствующую конечной 
стороне ряда, можно еще передвигать параллельно самой себе внутри 
полоски, составленной прямыми соответственных сторон последнего 
параллелограмма. 

Если, наконец, ряд (хх’) конечен в обе стороны, то обе прямые и 
и о можно передвигать параллельно самим себе в соответственных 
полосках. 

Если сделать такое аффинное преобразование, чтобы оси и ио 
сделались данными, то предыдущую теорему можно высказать в следую- 
щей форме: 

Если ряд (а0”) не специального типа, то всегда есть решетки Г 
такие, что последовательности их разделенных параллелограммов по 
отношению к данным осям и, © соответствует как раз этот ряд (а’). 

При этом нетрудно показать, что при данных осях и, © ряд (аа’) 
определяет решетку Г с точностью до гиперболических относительно 
них поворотов и гомотетии в начале. Если же он конечен в одну 
или обе стороны, то можно еще делать некоторые небольшие парал- 
лельные переносы ее. 

7. О точках решетки с данной нижней гранью 
абсолютных величин гиперболических расстояний ее 
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точек от начала, гиперболически близких к началу. 
Вершины рэзделенных параллелограммов, оказывается, суть хорошие ги- 
перболические приближения решетки к осями ибо. А именно имеет место 

ТЕОРЕМА. Если нижняя грань абсолютных величин гиперболических 
расстояний | ис| точек решетки Г от начала есть 1, то всякая точка Г, 
абсолютная величина гиперболического расстояния которой от начала 


5 
меньше чем -;, есть веришна разделенного параллелограмма, причем 


константа не может быть улучшена. 


3 

ъ з ‹. 
Заметим, во-первых. что если точка решетки Г есть ромбический 
минимум, т. е. лежит на границе предельного ромба и притом одна 


Фиг. 25. 


на соответственной его стороне, то она есть вершина разделенного 
параллелограмма. Действительно, в силу рассуждения, проведенного 
в пункте 3, если ромб промежуточный, то это так. Если же ромб есть 
*-ромб некоторого разделенного параллелограмма, то могут быть только 
точки на его сторонах, лежащих на границе х-полоски этого парал- 
лелограмма. Если на соответственной стороне ромба только одна точка 
Г, то эта точка— вершина разделенного параллелограмма. 

Пусть теперь какая-нибудь точка М решетки Г лежит гиперболи- 


5 
чески ближе, чем на расстоянии 3 от начала, т. е. для нее и < -- . 


Переведем ее гиперболическим поворотом на биссектрису 1-го коорди- 
натного угла и построим для нее координатный ромб (квадрат) такой, 
чтобы она лежала на середине его стороны (фиг. 25). Заметим, что 
если точка М лежит на этой биссектрисе на гиперболическом рас- 


5 
стоянии от начала, меньшем -„, то точек Г нет не только в гипер- 
болическом кресте |и*| < 1, но и в заштрихованном сегменте ц, в сере- 
лине хорды которого лежит точка М, так как сегмент, получающийся 
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из сегмента  гомотетичным из точки М увеличением вдвое, в этом 
случае как раз еще лежит в области |ие|< 1. 


Если сегменты у, п, х, включая их гиперболические дуги, пустые, то 
рассматриваемый ромб— пустой и точка М — единственная, расположенная 
на его стороне, лежащей в первом координатном угле, т. е. есть вер- 
шина разделенного параллелограмма. 


Предположим теперь, что не все сегменты у, х, х пустые, а, на- 
пример, что есть точка /Л решетки Г в сегменте у. 


В таком случае на отрезке ММ нет точек Г, так как часть его, 
лежащая в сегменте № и в области у, длиннее его половины. Любая 
прямая, параллельная ММ№ и лежащая от нее по ту сторону, где 
лежит начало, которая образует с областью 1, дополненной сегмен- 
том р, хорду не более короткую, чем ММ, если № выше М, дает 
с третьим координатным углом хорду, более длинную чем ММ, 
а с четвертым — имеет бесконечную общую часть. Если же /М ниже М, 
то такая прямая с третьим координатным углом имеет бесконечную 
общую часть, а с четвертым, дополненным теми частями креста у, 
которые к нему прилегают, образует хорду, более длинную 
чем МЛ. В ближайшем параллельном к ММ линейном ряду точек Г 
есть, следовательно, как точки, лежащие в третьем, так и лежащие 
в четвертом координатном угле. Если С и О— соседние его точки, 
лежащие по разные стороны оси с, то МЛМСО— разделенный парал- 
лелограмм. 

Предположим теперь, что точек Г нет ни в сегменте у, ни в сег- 
менте х, но есть точка Р из Г в сегменте т. Тогда, во-первых, в т 
лежит только одна эта точка из Г, так как если бы была еще вто- 
рая Р’, то вектор РР’ или Р’Р, отложенный от точки М, дал бы 
точку внутри ромба, не лежащую в сегменте т. 


Рассмотрим теперь полоску, образованную прямой стороны ромба, 
проходящей через точку М, и ей параллельной прямой, проходящей 
через точку Р. Те части хорд, образуемых с этой полоской прямыми, 
параллельными МР, которые лежат вне ромба, находятся во втором и 
четвертом координатных углах. Пусть В —точка ближайшего к МР па- 
раллельного ряда Г, лежащая на такой хорде во втором координатном 
угле; тогда точка Ш), ей симметричная по отношению к середине 
между М и Р, лежит в четвертом угле, и параллелограмм МВРО 
разделенный. 

Если точка М лежит на биссоктрисе первого угла ровно на гипер- 


© 


болическом расстоянии 7 от Начала, то возможен исключительный 


© 


случай, когда в точках М,М,М_,М-, лежат точки решетки Г (фиг. 25), 
и тогда предыдущие рассуждения неприменимы. Решетка Г с такими 
точками, не имеющая точек в кресте 1, существует —это решетка Г, 
из той последовательности Г, Г,,... решеток, которую мы рассматри- 
ваем в пункте 9. 


532 Б: Н. ДЕЛОНЕ 


8. Решетка с наименьшей площадью основного 
параллелограмма, вовсе не имеющая точек в области 
[из| < 1. Так как всякая решетка, вовсе не имеющая точек в области 
|| <1, и подавно вовсе не имеет точек на осях и ик, то в любой 
такой решетке есть хоть один разделенный параллелограмм. Его вер- 
шины, очевидно, лежат по одной в каждом из «карманов», образуемых 
гиперболическим крестом. 


Применим локальный метод [см. мою работу {1°)], т. е. найдем 
наименьший по площади такой параллелограмм. Можно, очевидно, 
только уменьшая площадь такого «допустимого» разделенного парал- 
лелограмма, сделать так, чтобы три из его вершин лежали на границе 
области (при помощи гомотетии к началу, гомотетии к той вершине, 
которая при этом первая попадет на границу 1, и сжатия к прямой, 
проходящей через эту и вторую вершину, которая попадет на гра- 
ницу 1). Если, например, А, В, С уже лежат на границе у, то, пере- 
двигая сторону СР параллельно самой себе так, чтобы С оставалась 
на границе у и площадь уменьшалась, можно, очевидно, добиться того, 


Фиг. 26. 


чтобы и Д оказалось на границе 7. В этом положении параллелограмм 
АБСРО будет иметь свой центр симметрии в начале О. Оставляя его 
таким, можно, закрепив точку А, передвигать по соответственной 
гиперболе гочку В, лишь уменьшая площадь параллелограмма, пока 


она не попадет (фиг. 26) в конец В радиуса, сопряженного с радиу- 
сом ОА. Такой параллелограмм лишь гиперболическим поворотом отли- 
чается от квадрата, вершины которого лежат в вершинах гипербол 
ие = +1. 

Всякий допустимый разделенный параллелограмм можно, следо- 
вательно, лишь уменьшая его площадь, преобразовать в этот квадрат, 
который есть поэтому (с точностью до гиперболических поворотов} 
допустимый разделенный параллелограмм наименьшей площади. Так как 
решетка, на нем построенная, очевидно не имеет точек в 1, то она (из 
дальнейших соображений будем обозначать ее через Гь.) есть предель- 
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ная решетка с наименьшей площадью основного параллелограмма. Эту 
предельную решетку с площадью 4 мы будем также называть решеткой 
Минковского. 

9. Последовательность предельных решеток Г,, 
площади основных параллелограммов которых, умень- 
шаясь, приближаются как к пределу к площади пре- 
дельной решетки Минковского. Рассмотрим предельные 
решетки Г», соответствующие периодическим рядам (ха’) вида: 


Боро М 0. ИИ, ИО ИД соо (п) 


т. е. таким, все элементы & и х’ которых равны, а пары подчеркнуты 
попеременно, одна сверху и одна снизу. В силу симметрии ряда (п) 
относительно каждого из его элементов, очевидно, что: 

1° решетка Г, симметрична по отношению к началу и 

2° все вершины ее разделенных параллелограммов имеют одина- 
ковые по абсолютной величине гиперболические расстояния от начала. 


И &,. 5.) 


Фиг. 27. 


В силу теоремы п. 7, они дают нижнюю грань абсолютных вели- 
чин таких расстояний для всех точек решетки Г,. Если решетка 
предельная, то эти расстояния все равны +1 и, следовательно, все 
вершины разделенных параллелограммов лежат на границе области 1. 

Найдем площадь $„ основного параллелограмма такой предельной 
решетки Г,. Для этого сделаем такой гиперболический поворот, чтобы 
сторона АД некоторого разделенного параллелограмма этой решетки Ги 
стала перпендикулярной к биссектрисе 1-го координатного угла, 
и пусть тогда уравнение ее прямой есть и ъ=ё. В таком случае 
(фиг. 27) координаты и, о точек пересечения этой прямой с гипербо- 
лами ио=1, ио= —1 получатся из квадратных уравнений 
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а именно 
ИР —& И ЕЙ 
ея Ей = и, = р) 
и —=— 
ов у та — 1 УР-Е 
то 0) й Е р) С 


Из фиг. 27 имеем 


и—и, п-1’ 
но 
ии —и,=УИЙ—4, ин—щ.=У ЙА, 
следовательно, 
в _ 2(%-Е1) 
е = , 
у 
и значит 
$2 а ЧАН а. 
‚ и: 9 1: #— Ш, 
— Уи -уе-Е и 1 
иде РА а. 


Фиг. 28 


Мы видим, таким образом, что в рассматриваемом нами двумерном 
случае Минковского, т. е. когда область 1 есть область |из |< 1 и до- 
пустимыми считаются решетки, вовсе не имеющие точек в области у, 
существует последовательность предельных решеток Г,, Г,, Г.,..., 
площади основных параллелограммов которых, начиная от 5, =4У2, 
уменьшаясь, приближаются как к пределу к площади 5» =4 предель- 
ной решетки Минковского с наименьшей площадью. Тут дело обстоит 
как бы обратно тому, как в случае Маркова, 

10. Пример трехмерной решетки, вовсе не имеющей 
точек на плоскостях координат 10, в, и, в которой 
нет разделенного основного параллелепипеда. Пусть 
и, ©, у трехмерные декартовы координаты и пусть Г—трехмерная 
решетка, вовсе не имеющая точек на координатных плоскостях ио, 0%, ти. 

Такой основной параллелепипед решетки Г, каждая из восьми вершин 


которого лежит в своем из восьми координатных углов, мы будем называть 
разделенным основным параллелепипедом одного из 
решетки Г *. 

Разумеется, что существуют решетки Г, имеющие разделенные основ- 
ные параллелепипеды. Такою, например, будет решетка, если грани одного 
из основных параллелепипедов параллельны координатным плоскостям, 
а центр его лежит в начале координат. Покажем, однако, что бывают 
решетки Г, в которых нет разделенных основных параллелепипедов. 

Пусть оси координат и, ©, % прямоугольные. Рассмотрим центро- 
гранную кубическую решетку Г, такую, что начало лежит в центре 
одной из восьмушек центрируемого куба (фиг. 28) и координатные: 
плоскости параллельны граням этого куба; докажем, что 

1’ в ней нет точек, лежащих на координатных плоскостях и 

3°в ней нет разделенного основного параллелепипеда. 

Для этого заметим, во-нервых, что если имеется кубическая решетка, 
т. е. решетка, основной параллелепипед которой есть куб, и мы цент- 
рируем все грани всех этих ее кубов, то получится опять решетка, но 
уже построенная на меньшем косом параллелепипеде, так называемая 
центрогранная кубическая решетка, играющая весьма 
большую роль в кристаллографии. 

Если мы мысленно разрежем центрируемый большой куб на восемь. 
малых кубов, то каждый такой малый куб К будет иметь точки этой 
центрогранной кубической решетки в четырех из своих восьми вершин. 

Если сгустить нашу решетку Г,, добавив точки 
во все незанятые вершины малых кубов, то полу- 
чится кубическая решетка Гь, для которой 'основным 
параллелепипедом является малый куб. Ни одна точка 
даже этой более густой решетки Г; не лежит на пло- 
скостях координат, так как эти плоскости идут внут- 
ри пустых слоев решетки Гк; таким образом, свой- 
ство 1° для решетки Г, доказано. 

Пусть, теперь, в какой-нибудь решетке Г, вовсе не имеющей точек 
на координатных плоскостях, есть разделенный основной параллелепипед. 
В таком случае грани его, пересекающие ось и, мы будем называть 
и-гранями, пересекающие ось ©, —5-гранями, пересекающие ось %, — 
-гранями, и соответственно им будем рассматривать и-слой, о-слой 
и ф-слой, соответствующий этому параллелепипеду. Всякая плоскость, 
не параллельная осям координат и не проходящая через начало, пере- 
секает семь координатных октантов, причем от одного и только от 
одного из них отсекает пирамиду. 


Фиг. 29 


* В случае плоскости разделенный основной параллелограмм я называл про- 
сто разделенным параллелограммом, так как там я не рассматривал 
никаких разделенных параллелограммов, кроме основных. В пространственном же 
случае я буду в дальнейших работах рассматривать разделенные параллелепипеды 
и не основные, поэтому тут, когда я рассматриваю основной разделенный парал- 
лелепипед, приходится это подчеркивать. 
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Рассмотрим ту из двух и-граней нашего разделенного параллелепи- 
педа, плоскость которой ближе к началу О, и отразим ту пирамиду, 
которую эта плоскость отрезает от одного из координатных октантов 
в координатных плоскостях. Мы получим октаэдр, диагонали которого 
лежат на координатных осях и, о, %. Этот октаэдр назовем и-октаэдром 
рассматриваемого разделенного параллелепипеда. Аналогично можно 
рассматривать его 5-октаэдр и %-октаэдр. 

Вообще, всякий октаэдр, диагонали которого лежат на координат- 
ных осях и, 0, %, пустой внутри и на границе [которого лежит хоть 
одна точка Г, будем называть предельным октаэдром решетки Г. 
Семейство предельных октаэдров, очевидно, двупараметрическое; если 
заданы длины двух его диагоналей, то третья уже тем самым задана. 

и,- 0- и я-октаэдры разделенного параллелепипеда суть, очевидно, 
некоторые предельные октаэдры. 

Рассмотрим все предельные октаэдры решетки Г, по отношению 
к осям и, о, %. В силу того, что всякий октаэдр, имеющий диагонали 
на осях и, 0, №, симметричен относительно начала О, предельные 
октаэдры решетки Г, будут те же самые, что ‘у решетки Гьк. Но все 
точки решетки Гх расположены внутри и на границе трехгранных углов, 
«вертикальных» трехгранным углам малого куба А, имеющего в своем 
центре начало О, и потому предельные октаэдры решетки Гк имеют 
грани, проходящие через вершины этого куба К и «опорные» к кубу К. 

Таким образом, всякий предельный октаэдр решетки Г, есть октаэдр, 
описанный вокруг куба К. 

Предположим теперь, что в решетке Г, был бы разделенный основной 
параллелепипед. Рассмотрим, например, его %-октаэдр. Он, как предель- 
ный, будет описан вокруг куба К; %-слой, ему соответствующий, т. е. 


@ 


Фиг. 30 Фиг. 34 


слой, образованный плоскостями -граней этого октаэдра, т. е. граней 
этого октаэдра, параллельных я-граням рассматриваемого параллелепи- 
педа, не должен содержать внутри себя точек решетки Г’. А между тем 
плоскости его будут, двумя противоположными опорными плоскостями 
куба К и, следовательно, это возможно, только если эти плоскости суть 
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илоскости двух противоположных граней куба К. Действительно, если 
они касаются куба в двух противоположных вершинах, то шесть вер- 
шин куба лежат внутри между ними, а между тем в трех из них 
расположены точки Г,. Если же эти плоскости касаются куба по двум 
противоположным ребрам, то четыре вершины куба лежат внутри между 
ними, а между тем в двух из них расположены точки Г,. В случае же, 
когда плоскости, ограничивающие %-слой %-октаэдра, соответствующего 
рассматриваемому разделенному основному параллелепинеду решетки Г,,, 
суть плоскости двух противоположных граней куба К, октаэдр вырож- 
дается в самый этот слой, так как плоскости эти параллельны коор- 
динатной плоскости ио, и, следовательно, диагонали, лежащие на осях 
и иъ, бесконечны. В этом случае две из граней разделенного парал- 
лелепипеда параллельны координатной плоскости ио. 

Посмотрим, может ли быть такой разделенный основной параллелепи- 
пед. Его вершины АВСО, ЕЕСН лежат тогда в соседних параллельных ис 
плоских решетках, из которых первая расположена выше, а вторая ниже 
плоскости ис, причем АВС и ЕЕСН суть разделенные параллелограммы 
этих решеток по отношению к плоскостям и» и ст. В нашем случае 
в каждой из этих решеток два и только два разделенных параллограм- 
ма—в зерхней АВСО и А’В’С’О’ (фиг. 30), а в нижней ЕРСН и 
Е’Е’С’Н” (фиг. 31). Но ни один из этих параллелограммов верхней 
решетки не получается параллельным переносом ни из одного из этих 
параллелограммов нижней. Следовательно, в Г, нет разделенных основ- 
ных параллелепипедов с гранями, параллельными координатной 
плоскости и5. 

‚ Аналогично это может быть показано и для других координатных 
плоскостей. Мы видим, таким образом, что в Г, вообще нет разделен- 
ных основных параллелепипедов. 


Поступило 
4.У.1947 
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Ю. В. ЛИННИК И А. А. РЕНЬИ 


О НЕКОТОРЫХ ГИПОТЕЗАХ ТЕОРИИ ХАРАКТЕРОВ ДИРИХЛЕ 
(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье исследуется взаимная связь некоторых гипотез теории 
характеров Дирихле, в частности, гипотезы о порядке роста наименъ- 
шего степенного невычета (шо 4) и о порядке роста суммы последова- 
тельных значений неглавного примитивного характера. 


В настоящей статье мы занимаемся следующими известными гипо- 
тезами, принадлежащими И. М. Виноградову. 

Пусть У (п) — неглавный примитивный характер то4 О. Всюду, кроме 
теоремы Т, Х(п) будет считаться вещественным характером, + Р— фун- 
даментальным дискриминантом. 


ГИПОТЕЗА Т/а. Пусть №Мшш означает напменьшее положительное 


ы 
число, для которого у (п) = +1. Тогда №Мтиь < ОЕ для любого Ё>0 
и достаточно большого О > О, (®). 


Мы будем формулировать эту гипотезу также в следующей более 
слабой форме: 


— ГИПОТЕЗА 1 [Ъ. Пусть Муш означает число с наименьшей абсолют- 


ной величиной (+0), для которого у (п) = +1. Тогда Мшшь < Рк для 
р > р, (А) и любого К > 0. 


Очевидно, гипотеза Т/Ъ верна для У(—1) = —1 и эквивалентна 
гипотезе Т/а в случае 7 (— 1) = +1. 


ГИПОТЕЗА П. Если Риш означает пнаийменьшее простое число, для 


` 1 
которого у (р) = +1, то Рив < ОЕ для любого К >0и ББ, (®) *. 
Ниже будут доказаны теоремы, освещающие в некоторой степени 
связь этих гипотез с двумя другими проблемами аналитической теории 
чисел, именно, с вопросами об истинном порядке величин 


* Эта гипотеза имеет весьма важное значение для теории положительных 
тернарных квадратичных форм [см. (1)]. 
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м (= р й: ® (9) 

и 
пШ_х 16) 2 
Е =. (2) 


Относительно М (у) известны следующие оценки: 


2 < м) < ИБшр. (3) 


Верхняя оценка принадлежит С. Р6]уа (*), нижняя оценка следует из 
формулы  РагзеуаГя для ряда ЕошЧег функции 5 (2)= № Х(п) 
п<хр 


[см. также статью (*) одного из авторов]. Что касается Г. (1, х), то из (3) 
имеем 


12 (1, х)| < р. (4) 


Следуя 1 \@емоод?у (*), из расширенной гипотезы ВЮетапп’?а можно 
вывести, что 
1-о(1 
БА < 1 (И, х)| < (1-0 (1)) 2 ш1. Б, (5) 


6 5 
где 6:=-:е0, с=еб и С-—постоянная Эйлера. 


Если 7 (п) — вещественный характер, то известно, что [.(1, у) поло- 
жительно (основная лемма в теореме Дирихле о прогрессиях) и что 


Е) >= 


для любого => 0. [Последнее неравенство эквивалентно знаменитому 
неравенству 51езе]?я (°)]. Мы докажем следующие теоремы: 


ТЕОРЕМА 1. Либо верна гипотеза Т[Ъ, либо М (Хх) <с ИБ. 


ТЕОРЕМА 2. Если х (п) — вещественный тарактер, то либо верна 
гипотеза П, либо М (5%) <сУр. 


ТЕОРЕМА 3. Если Хх (п) — вещественный тарактер, то либо верна 
гипотеза Т|а, либо [.(1, Х) > ешо. 
Здесь с означает константу, зависящую только от К. 
Эти три теоремы можно выразить в более сжатой форме. Очевидно, 
три вышеуказанные гипотезы эквивалентны следующим утверждениям: 
ШМ 


га пп о 


№№. 
ГИПОТЕЗА Т/Ь. Нот 0, 


Р- со ШБ 


ГИПОТЕЗА И. Ноа 0, 


О-›<о шр 
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Далее, сформулируем следующие гипотезы: 


ТИПОТЕЗА ПЕ. 19 
Оо И ШО 


ГИПОТЕЗА ТУ. Шо РТ 0. 
пр 


Р-—со 


Хотя мы ничего не 
мы получаем: 


ТЕОРЕМА 1/Ъ. Не-а. _МО 


можем сказать 0б их верности или неверности, 


ТЕОРЕМА 2]Ъ. Ню. М0 0, 


— №ШМ 
ТЕОРЕМА 3/Ъ. Из Пи — т > 0 следует 


Ра, 

т 

ИЕ ир ^_>0- 

Последние теоремы содержатся, соответственно, в теоремах 1, 2 и 3 


Первая из наших теорем доказывается с помощью следующей общей 
леммы. | 


ЛЕММА. Пусть а (п) означает мультипликативную функцию такую, 
что а(п.: т) =а(п):а(т) для (т, п) =1 и пуеть |а(п)|<1. Пусть, 
далее, }(х) периодична с периодом 1, а С, (1) совокупность целых 


а 
чисел < 1х (0«<1<!), все простые мвожители которых «1*. Тогда 


№ ао. <с шах 


7 
1<п"п<х 
пЕСк(т) 0=8=1 1 


Хх = 97| ем 


где с зависит только от Ё. 
Доказательство. Пусть Н, (1) — множество целых чисел, все 


1 
простые множители которых > 4*. Имеем 


а (п) (3) а (п) }{®9) а (г) а (п) # (пт3) 
хо ую уу т. 0 


ъ 


ПЕС к (1) п<тх ТЕН к(т) певь(”) 
$ 
Отсюда следует, что 
У а (п) 1 (19) <М+ ( У =). аа хе, 
т тенис 2. 
пЕСбь(1) ТЕН к(т) 05+<1 а 
где 
ла (т) / (т) 
а (т т 
М = мах ее бт |. (8) 
1<п<х У ий 


0=8=1 
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С помощью известной теоремы Мемепз’а получаем 


1 1 15? 9 
х -< П г<2%, если 2> ей®. (9) 
тЕН(т) ий ЕЯ 
х'<р<х 


Применяя это неравенство (—1) раз, найдем 


У ВИ < Ма А)... + 0-2) + тк, (10) 
тЕСк(т) 
где 
т = шах 


ЕН к(т) 
05+<1 тЕ@*( 


У ие ь (14) 


т 


оч ты 


В силу определения множеств С, (1) и Н, (1), очевидно, что 


1 
ы ан 


гг... "РЕ 


Далее, из (11) и (8) следует, что т< М. 
Таким образом, 


> [о <М (2%) (12) 
пЕСк(1) 


и наша лемма доказана. 


Для доказательства теоремы 1 нам понадобится следующее извест- 
ное неравенство: 


ее чз) 
1 


в . 
+: пп 
Наиболее изящно его можно доказать, следуя [.. Ре]ёг’у. Ряд»! т 
1 


есть ряд Роилег для = (0 <$3<2*), и по одной теореме Ее]6г”а (°), 


его средние арифметические равномерно ограничены теми же границами, 


что и сама функция, т. е. + >. Отсюда 


м * 
У эт п} 
п 
1 


№ М 
ЕТ п эт п 
< х о вши | -- | а 
1 
Применяя нашу лемму для случая а (п) = 1, 7 (<) =з1 2х, найдем 


У зш 21$ 
п 
пЕСк(1) 


<(=+ 1) (2%) (14) 
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Предположим, что гипотеза 1 неверна, так что для какого-либо К > 0 
имеем ) (п) =1 при пЕС, (1). Тогда 


Аа 
Х (1) зп 2лп$ 1 2пл 5 у о 
№ . =. р ре п и У ХС № т 2 тг (15) 


п 
п=1 пЕСь(1) тТЕНк(1) пеб»(!) 
т 


В силу (14) и (9), левая часть (45) будет равномерно ограничена. 
Далее, рассмотрим ряд Еоимег для функции 5 (1)= УХ Хх (п), кото- 
п<хр 


рый в случае у(—1) = --1 (единственно интересном здесь) имеет вид 


5 (1) — УВ № Е зп 2475, (16) 
1 


1 
где |=|=4. Очевидно, можно положить т=-5, где / — целое. Тогда 


|5 (2) Р(#+1) (№) (2-1) кие у хи) мии |. (47) 


п=р+1 


Остаточный член оценим с помощью равенства 


У х (п) т жи = =0, 
1 
из которого следует 
| 2 пе | <1. (18) 
+1 
Таким образом, 
1 — 
М (х)= $ (— В (2)к+?. 19 
=, ах |5 (р)|<ИВен (19) 


что доказывает теорему 1. 
Теорема 2 также следует из нашей леммы. Вместо неравенства (13) 


используем теорему И. М. Виноградова, которую мы применяем в 
форме, опубликованной Пауепрогом (’), доказавшим, что 


х 


У в (п) е2=#8 = 0 >) (20) 


1 


равномерно по $ для любого # > 0. Выбирая й>2, найдем с помощью 


суммирования по Абелю, в силу сходимости ряда и. что 


1 
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р 
укол 26 (24) 


Применяя нашу лемму для случая а (п) =ь (п), / (2) =з11 2х, найдем 
ь к —— эт 21$ | —=( (22) 
ПЕС к(п) 


Пусть, теперь, гипотеза П неверна для данного # > 0 и вещественного 
характера 7 (п). В этом случае, очевидно, 


х (п) =х (п) =^(п) для пЕС»ь(1) 


(^ (п) означает известную. функцию ШопуПРя). Если п=аЕС, (1} 


свободно от квадратов, то 7 (4) =в (4). Отсюда ‘имеем 


р 


ое. (8) 51 т 2*и8 _ 


1 
о 2). ( У в (п) эт 2=пт?5 я У Хх № в (п) эт тим), 
п 
тр пес» (5) тЕНк(1) пе» (> ) (23) 


Сопоставляя формулы (23), (22), (9) и (16), мы получаем утверждение 
теоремы П для случая у (— 1) = + 1. 


Случай 7) (—1) = —1 будет изучен ниже. 

Теорему 3 можно доказать с помощью следующей А при- 
надлежащей к типу, изученному А. Уиитег’ом (*). Пусть в (п = (4); 
тогда 

а ‚Ув 
7. (1, ) == Хё®)+0 и (24) 
й 


Для доказательства (24) используем следующую оценку [см. (*)]: 


И - [Е -Сн-ыУх  ^ 5 


Мы имеем 


г(1, д = Хе +=; +: 9 (=-[2])+52®. (26) 
х+1 


Суммированием по Абелю из (25) и (3) получаем (24). 
Пусть теперь 7 (п) — вещественный характер. Тогда, очевидно, 


8 (п) = Ух (а) = ]] (1+7 (В-+х(р)+...+х(°))>0. _ (27) 


ав р“ т 
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Для доказательства теоремы 3 предположим, что гипотеза 1 неверна 


для данного > 0и ШО. Тогда у (п) =1 для пЕС, (1). Полагая в (24) 
=) ш*)0, находим 


Е(ЬЮ>х > 31+0(0>- У, У 1+0. (9 


пЕСк(1) а 
а<о* еб» (а) 
а 


Следуя теореме Бухштаба, согласно которой число чисел < х, все про- 
1 
стые множители которых «31*, превосходит схе-КШк, получаем 


(1 Ю>ее-кык У бека, (29) 


а<р* 


что и доказывает теорему 3. 
Остается доказать теорему 2 для случая ух {— 1) = —1. Рассмотрим 
ряд Фурье для функции 56 (1): 


ты 


с03 2их, (30) 


5 (1) ма, -+- 


ры 


— р 
где а, СИИ [. (1, х). Предположим, что гипотеза неверна. Тогда, 


полагая в (24) хт=) ш?), найдем 


1 
(< » Х #08)+0(0, (31) 
пебъ-4[у=) ЗЕН кл (5) 
где 
= риарла... р", т«Ё-1, аа, +... а, < +1 


и, следовательно, 
т 


о 


р г 
«9 И+а< 


Таким образом, 


г00-” М0 -0и, (32) 


п? 
1 


откуда следует, что |а,|« Ур, что и требовалось доказать. 

Проведенное доказательство будет аналогично доказательству в случае 
х(— 4) = +1, если в формулах (21), (22) и (23) заменить 310 на 08, 
что можно сделать, используя равенство (20). 


Поступило 
30.1.1947 


546 Ю. В. ЛИННИК и А. А. РЕНЬИ 


ЛИТЕРАТУРА 


` Линник Ю. В., О представлении больших чисел положительными тернарными 
квадратичными формами, Изв. Ак. Наук СССР, серия матем., 4 (1940), 363—402. 

> Ро1уа (., ОЪегале Уе{еПипе 4ег адиайгазсвеп Везёе ива М1сВ4гез4е, МасЪ- 
гс еп 4. 4. а. У. сбИшоев, @, (1918), 21—29. 

3 Реньи А. А., Об одном новом применении метода И. М. Виноградова, Доклады 
Ак. Наук СССР, УГ (7) (1947), 675—678. 

4 1,114 41в.у004 ..Е., Оп \е с1255 пашьег о# 4Ъе согриз Р(У-®, Т гос. гопдоп 
Ма. Бос. (2), 27 (4928), 358—372. 

5 б1ере! С. №, ОБег а1е СЛаззепхав] ааадгазсВег Хак бгрег, Ас4фа АгИЪшейса 
1 (1935), 83—86. 

$ Ее} б6г Т,., Омегзисвипсеп ОЪег Еочг1егзсве Вешеп, Маф. Аппа]еп 58 (4904), 
504 —569. 

7? Рауепрог% М№., Оп воще шИпЦе зег1ез шуоушх агИйтейса! гапсИопз (ПИ), 
Опагф. Тоиго, о{ Ма. Ох{., зет. 8, 32. (1937), 313—320. 

8 У1а4тег А., Запаге гооф езё1пафез о{ агИвтейса] заш Гапс100з, Оике Ма. 

Тотгп. у. 18 (1946), 135—194. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 


11 (1947), 547-560 


А. 0. ГЕЛЬФОНД и И. И. ИБРАГИМОВ 


© ФУНКЦИЯХ, ПРОИЗВОДПЫЕ КОТОРЫХ РАВНЫ НУЛЮ В ДВУХ 
ТОЧКАХ 


В статье рассматривается вопрос о единственности и существова- 
нии аналитической функции при задании ее последовательных произ- 
водных в двух различных точках. 


Известно, что если }(2) — аналитическая функция в круге | 2 —а|< В 
и если все ее последовательные производные в точке а равны нулю, 
то она тождественно равна нулю. 

Естественно возникает вопрос: если все последовательные произ- 
водные функции ](2), голоморфной в круге |2| р, равны нулю в двух 
различных внутренних точках а и 6 круга |2|<р, то при каких усло- 
виях функция ](2) будет тождественно равна нулю? 

Не уменьшая общности этой задачи, для простоты рассуждений пред- 
положим, что а=0, 6=1 и функция }(2) удовлетворяет следующим 
условиям: 


199 (1)=0 (=0,1,2,...), /90)=0 +», 


где у; — целые положительные числа. 


В настоящей работе будут разобраны два случая: когда 
„1 


Гб || и = < о 


(У Ува)... (1—0)! 0! 
и когда у, образует арифметическую прогрессию. 
1. Прежде чем перейти к разрешению поставленной задачи, дока- 
жем несколько вспомогательных лемм. 
ЛЕММА Т. Если п- Е>Ё-1, то 


— 
Я (1) 


Доказательство будем вести методом индукции. Заметим, что неравен- 
ство (1) верно для & —0.Покажем, что если (1) верно для заданного К, 
то оно будет верно и для &-1. Прежде всего заметим, что имеет ме- 
сто неравенство 

ЕШЁ— (Е 1) № &+1)+("—Юш(п-—-Ю—(п—&—ш(п-Е—1= 


пА— 1 
Аша ищо = 


== 1 1 п—К 
Нек (1+, г) (1+) >, 


так как разность 
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(п—№ = (14+; —г)- вш (1+5) 


есть положительное число при п > Е- 1. 

Складывая неравенство (1) (по предположению верное для задан- 
ного Ё) и неравенство (2), находим, что 

М <” ши (+ в (+10 —"—-9в@—*—1), 
т. е. что неравенство (1) верно для &--1, что и требовалось доказать. 

Следствие. Имея в виду очевидное тождество 


Уз | 


о бала ба 
У У; 1 И 11 
22 (Ув — Ува)! Уз | (з — зо) Уз_2| а (У — %)! У! 
в силу леммы |, получаем неравенство 
у. 1 
——* = 
№ а бы 
<у, ту, — (у, — у, 4) 1 (у. У) —... —% Ш У. (3) 
ЛЕММА П. Если пр $> 0, то 
1 1 
п! п К К " 
| | (4) 


Доказательство. Прежде всего заметим, что справедливо нера- 
венство 


р а 
4 а ие о реарЯ о 


Допустим, что при заданном о (Е > г 


А М 
(К— 5)!” [ 5-1 ] ы 


Покажем, что это неравенство остается в силе при замене й на 
А--1. Действительно, 


(1)! К! ПЕ К+2 к 
(К—$-1)! $! 2@—5я” К—$-Т > [ЕН | | 


Следовательнс, в силу (5), при п > Ё имеем 


К! п--1 к-з 
Пе ыы ] м (6) 


Пользуясь неравенством (6), находим 


ее рн и — и 


= 


т (п 1) о + 1] Е-в 
а ме * 


что и требовалось доказать. 
Введем обозначения: 


<|- 


У: 


Е: [= ео 


(У1— 0)! | ь (7) 


1 


ыы [ Уз | У$ — У5—1 
ти (У — Уфа) Уз! | | (8) 
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Тогда из равенств (7) и (8) следует соотношение 


Уз — хУ$-— 5-1. 55-1 
С 8 ее < (9) 


ЛЕММА ПТ. Если последовательность {1„} имеет конечный ниж- 
ний предел 
По) 27. = < ©95 
п— со 
то возможно одно из двух : 
1° или Тп > Чи при п> По» 
2° или существует подпоследовательность {\»;} такая, что 


Ти Тиз == И Ти = п 
10 


Доказательство. Действительно, или при пп, "Т >Тиь 
или для бесчисленного множества п 7„_, >17». Во всяком случае совер- 
шенно очевидно, что нижний предел /„,;, взятый по тем п;, для которых 
и; < и;-1, равен точно о. Этим и доказывается наша лемма. 

Для сокращения записи в дальнейшем введем обозначения: 


п о“ © а РУл-1 
Тв [1 (а), |= \ о ©. 0 линь, 
20 о 2 0 о 
(10) 
а. А 7+1 Уи 
Па, 2 = к них ЕС 42, ... 42 +1, (14) 
ен: 
би = М, 0] = 
й 2у, +1 рю. 1 а а 
= ( \ м | % \ \ йе. \ Чт... 42, +1... 424. (42) 
во 6 2 ® Й 
Из равенства (12) нетрудно заметить, что 
1 ‚ 
ПН и ©. = 1. (12’) 
ЛЕММА ТУ. При 0<:<1 
| Ги,в== [7 (2), 8] [< Гм, [1, 2] ты |7 (2) | (13) 
и при (2) действительном ({(=)>0) .. 
Лю [4,2] -- паи |7 (2)| < Г. @)2= (43°) 
0=2<1 
Очевидно, неравенства (13) и (13’) следуют из равенства (10). 
ЛЕММА У. Для $>1 имеет место неравенство 
1 
ап, < (Уп — Уп)! ..- (зна — Уз)! ._ 


и для з=0 существует конечное число х такое, что 
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я 


бп, 0 — (п —Уиа у. - = о)! о! ы (15) 
если 
_ аб... 
У Е ОЕ < ®. (15 ) 
8—2 


Доказательство. Прежде всего, произведя (у, —у„_,) раз внут- 
реннее интегрирование в правой части (11), находим 


С, а Ты АЯ 


(„— Уп)! 


заменяя в равенстве (10) п на п—1, подставляя, затем, вместо }](2) 
1—2*п- Уп 


——_—___ И произведя (у„_,—у,_.) раз внутреннее интеври- 
(и), = 


рование, получаем 


функцию 


ЕЕ 
Че а ] 
А о, | = 
Г. “| (Ут Уи! 
7 4— 2*п-1- п 1— &”п- \п- 
= =. — у. 3 
ие ле (п— ла)! ] 
Таким образом, 

У У У 

1—2 'п-1- ‘п-® 4—зп-‘п- 
Е. 

п, [ : ] К - (Уп — Уп)! (пл — Уп-а)1 { — зУп-1 Ул 


(Уп — Упа)! (Фи — Уп)! ] 4 :} : 


(Уп —Уп-з)! : 


Так как при т>1и 0<:<1 


1—2” т 
м 


== < 


то 


= — пы ] . Ти-1,в [1,2] 


Бы — 1 (Уп — Уп)! 


< Гиль [1,2] | (16) 


(Уи— Уп)! 


Полагая в неравенстве (16) $5=0 и з=0, получаем 


ил — Ут)! (Уи — Уп-1)! о ь 

1 С” 1 — Уп)! (п п ] Е п—1,0 р п—1,0 р 16’ 

[ би—— 0! (Уи)! Я бет (п — Уи)! ( ) 

Давая п значения 41, 2, 3,..., п в левой части (16”) и перемножая 
полученные неравенства, находим 

[2 ®) 
Это, о [1 (Уп Ув — 1)! би Ут)! ] 
р “ И |, 
©: ИЕ (Упр — та). 0! П (7—8 — 4)! 


п= по 


Отсюда видно, что если ряд 


(Уп — У — 1) 


со 
» а и О) а. 
1 


‚ходится, то существует конечное число & такое, что 
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а 


— Ува)! .-. (41 —%)1 01 


т, 0 > (Уп 


Наконец, применяя аналогичные рассуждения к правой части нера- 
венства (16’), получаем 


а 


—п-1)! ..- Сана Уз) 1 * 


Чт, 5 < (у 
п 
2. ТЕОРЕМА 1. Есль 


у (Уп Ут)! (в Уи-1) 


(Уи— У, —@)! 


о, (17) 


то существует аналитическая функция 1(2), удовлетворяющая усло- 
виям: 


а) /*)(1)=0 (5=0,1,2,...), 10 (0)=0 (&=»,), 


Ъ) 1 (2) — № а,2*, | а, | < а. (Уз — У—1)1 3 — Уз—2)1 Уве Ус! 
0 


Уз| 


Доказательство. Рассмотрим многочлен 


2 "Уо-1 
Р, (2) = \ с \ а О (18) 
| б 
Из равенства (11) нетрудно заметить, что 
а%+®- №5 
Тл эк Е 2] > ( — ти Ре 1% 2] 


и, следовательно, 
а р (2) =Ё»,*[4, =]: 


Пользуясь этой формулой, многочлен Р,„(2) легко представить в сле- 
дующем виде: 


В Е 


8—0 
Отсюда находим 
Р а 
= -> Вы“, (19) 
где 
ВЕН (Уз — Уз-1)! ... (С — У)! У! 2 1 
и — о 


Наконец, равенство (419) можно представить в виде 


У: | 


ы — р: У1 — 0)! о! 5 8 
0; (2) <* У Уз—1) . ( ) | а «Хз У. 28, 
0 
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Отсюда следует, что из последовательности полиномов @0,„(2), в силу 
равномерной ограниченности (), (2) в области, где сходится равномерно 


со 
ряд м в; %\ . 2%, можно извлечь подпоследовательность („,(2) такую, 
0 


что 
т О (2) = 7 (2) == У а,2*, а; |< 6: *. 


Если же Пто,=1, то нетрудно заметить, что при условии (17) 


\10; * < ©; другими словами, (2) непрерывна на окружности |2|=4. 
Действительно, из условия (17) очевидно, что 


(Ул 5 Ул) (у. = Ув-1) = $9 


Отсюда следует, что при п > п., либо у, —9„,> 2, либо у.— у, ,>2. 
Но, так так 


= (Уз — 1) Уз! 1 
т ЕЮ. 


если у — у >22аи 
а 
В 


если у. —У_, 22, то, очевидно, у, >$ и, значит, 
—\$ 1 
КЕ 


что и обеспечивает нужную пам сходимость ряда Ус; *. Этим теоре- 
ма доказана. 


Пусть теперь 
1 


Пула | ет 52 (<); 


РИА (Ув — Уз-1)1 ... (91 — %0)1 о! 


тогда ясно, что }(2) регулярна внутри круга |2|<с и при в=1 не- 
прерывна на окружности || =1. 

Примечание. Допустим, что существует некоторое положитель- 
ное число т такое, что ряд 


1 
ЕН 


сходится. Покажем, что из сходимости этого ряда следует сходимость 
ряда 


№ (Уп — Ул — 1)! (Уи — Уи)! 


(Уи — Уп — 1) 


1 


Для этой цели заметим, что если т ип—&>т, ю 


А! (®в—К)! < пи (пт)! : (20) 


п! п! 
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4 
Далее, из сходимости ряда о <>)" ‘Ледует, что существует целое 
8 — '8— 
положительное число $, такое, что при $ > 5 
у;— У. >2т-+1 
и, ъначит, 
У; —У.—4 > т. 
В этом случае, вследствие неравенства (20), имеем 
(Уа— 1), | га т! 
(а — У — 1)! (бе) 
что и требовалось доказать. 
3. Функция }(2), аналитическая внутри круга |2|< А, ВЪ1 
удовлетворяющая условиям 


№? (1)=0 (п=1,23,...), 0(0)=0 (Е +»), (21) 


может быть представлена в виде интеграла 


о т _- Рин | (а) ды 2 | Ча... ан 
0 0 и 


Отсюда, вследствие лемм ГУ и \, находим 
|1 (2) | < шах |+ (2) | Ри-н,о 1, 0] < 
0=2<1 


тах, [/Ст-- (2) | мы 


0<2< и ‘п-1 тах | КУ _ +1)(2) 1 22 
Са Ума)... бам)! У-6<2<4 я (22) 


Очевидно, в силу условий (21), разложение Тейлора для функции 
1(2), регулярной внутри круга |2|<А, имеет следующий вид: 


1(а)= Увы”. (23) 
0 
Заметим, что из равенства (23) легко получается неравенство 


1 (к — Уп 
ке них ое У | а“ бита) — 
К=ъ 


Ук! | ак | 
ее. 
Ульи 

К=п 


откуда. вытекают следующие неравенства: 


(| И У би у) а [ак (24) 
К=п 
ага ое 
[Аа м2 (о зна) АА Са тины ви | к |< 
со ув 
ср. | ак | 25 
= о Е __ 
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так как при любых Ё,, Ё.,..., > 1 
КИА. зв 1 
ЕЛ 9 


Очевидно, в силу (24) и (25), из неравенства (22) следуют неравенства: 


авиа У (Ук Ува) < - ин | ау |, (26) 
К=в 
|7 (2) | <Я ы- «— %п- и (27) 


ТЕОРЕМА П. Если 


Уп! 


Уп 
[ (Ут тра! ++ (1—0) о! ] о. (28) 
и функция }(2), регулярная внутри круга |=|<В, где В <, удовале- 
творлет условиям: 
7 (50 п=4, 3.) 7 бо в», 
то }(5)==0. 

Доказательство. Выберем числа Д, и с, так, чтобы А > А, > 
>о >. Если справедливо (28), то вследствие леммы ПП, возможно 
одно из двух: 

1°. с >91. В таком случае {о} есть монотонно возрастающая 
последовательность, сходящеяся к конечному пределу с, т. е. 


п.с = Пт 


п>со 


По, 29; бо, а, > Е (29) 


=> 
Из сходимости ряда (23) внутри круга |2|< В следует, что 
[2 В:® -Ё) (30) 
Таким образом, в силу (29) и (30), неравенство (27) принимает вид 


а < Зена ры | 


—п-+1 
К=® 


где ег, > 0 — сколь угодно малое число. 
2” {с} — немонотонная последовательность. Тогда, по лемме Ш, 
существует последовательность {ип;} такая, что Ищо„;=в. В этом 


случае, вследствие (9), 
| и. (32) 
Таким образом, в силу (30) и (32), неравенство (26) принимает вид 
< У и) (2 о: (33) 


К=п 
где: г, >> О —сколь угодно малое число. 
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Из неравенств (31) и (33) следует, что }(2)==0. 

Примечание Т. Сопоставляя теоремы 1 и 11, мы видим, что 
при А<с, вообще говоря, существуст фупкция / (з 5), регулярная внутри 
круга |2|<А и удовлетворяющая условиям теопемы Ш. 

ря 
> ы () 
Примечание П. Если существует нияший иредел шы о 
че т 
заведомо существует нижний предел Ш о, < с. 


Действительно, на основании леммы |, имеет место поравонство 


у.! 


т Пием В А ПИ Пе 
(Уз — %- 1) Гб а Уз)! к м = 
8 
< я [к ШУ, — (9 — У) № (9—1) — ка Ш |= 


К=4 


-2 У, Ё о в. -+ (1— =) [п = : | : 
и 


Но функция 


$(Й=Еш о 12 =; 


при 0<2:<1 удовлетворяет неравенству $ (1) < Ш 2, откуда следует, что 


в 


Шо, < 12.5 ——. 
п 
4. ТЕОРЕМА 1Ш. Если 
По, == 00‘ и д =тюиусь (34) 
Аз 
то целая функция 
со 
1(2)= 2“ 2“ (35) 
где 
|ак| < № и Уш<о, (36) 
мкА К=0 


удовлетворяющая условиям 
К (41)=0 (5=0,1,2,...) в (0) =0 (п-»), 


тождественно равна нулю*. 
Доказательство. Из того, что /,-= пип 5, следует существо- 


КЗ 
вание последовательности {5;|] такой, что 
^, «ов, при 5 Я и м =0,. 


`°* Подобную задачу рассматривал 21а-Оаа1а (") [см. еще 4. М. У Щакег (2)]. 
4$ 
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Допустим, что для {5;} имеет место неравенство *.; >); при #> 1. 
Тогда, в силу (9), 


№5: — \%№ У5; — Уз: -1 и —1, 
Но >> . , 2 И. 
откуда следует, что \;; > с:-1. Поэтому 


65;=4 = Аз: -1 и А == Аз: 1 


1. =: (> 4); это значит, что $; =7--5; при > & 
Таким образом, возможно одно из двух: или 


И (37) 


$ 
пли существует подпоследовательность {Ё;} такая, что 
ии, (38) 


1°. Пусть числа °„ удовлетворяют (37); тогда из неравенства (27) 
находим 


со со 
- Уи — У дл 
1+ (2\| в /^®. ит > 
|7 (21 < у У дул Е <.2 1 =. (39) 
ЕС т т=0 
где г, > 0 — сколь угодно малое число. 
2°. Пусть числа с, удовлетворяют (38); тогда, полагая з=й,, из 
неравенства (26) получим 


со 


т у УЕ: м ВА 
| 5 ® а ЕН К; п 
м <, =. (40) 
п=5 В в=5 
[®.®) 
причем, в силу сходимости ряда Уд, е, >> 0 есть скоЛЪ угодно малое 
ъ=0 


число. 
Таким образом, из неравенств (39) и (40) следует, что }(2) ==0. 
Примечание. Из теоремы Г следует, что при известных ограни- 
чениях на у, существует функция ] (2), для которой 
с 
Ч | т” 


У 
К 
Як 


причем равенство достигается для бесчисленного множества значений &, 
5. Предположим теперь, что 


(а) = Мана" 
0 


есть целая функция конечного порядка р’. Как известно, число р’ по- 


средством коэффициентов а, (п=0, 1, 2,...) определяется формулой 
1 и =. 
аа п А 
т — п Ув Пул ° (41) 
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Для такой целой функции 1 (2) справедлива 

ТЕОРЕМА ТУ. Если 
о, 
1 11 у 


1 
и. целая функция Г (= ) порядка меньше о удовлетворяет условиям: 


00 (8 =0,62,...), К 0=0 ФЕ»), 


то 1 (2) =0 
Доказательство. Выберем числа р, и р, так, чтобы а 
в, < р. 
Если справедливо (49), то, вследствие леммы ПП, возможно одно 
из двух: 
о Што Ша 


п а" В таком случае из (42) имеем 


1 


< (пп), 


а вследствие (41), 


Неравевство (27) риа вид 
| 
2)| < ы (Ук -— Ув) 5% НЯ = 


В 
= У (Ук — Ува) у Е: ке (43) 


ГДе а, > О — сколь угодно малое число. 


2, 11 си ] 
т р — немонотонная последовательность. Тогда, по лемме ПИ, 
м . 


существует последовательность {п;} такая, что 


р ]п бп, ее 1 ,. 11°, п: 1а бп: 1 (64) 
и 15 о ПУ -ы АСЯ 
Далее, из ‘формулы (9) следует, что 
10 Иа Ли < Е. ТП Уи Е 11 би (45) 
о Уп 11 т 
откуда, в силу (44), 
о! ый 
]п а р п ба: Уп; Е 11°; 45’ 
11 — 1 чи у у ]пу (45) 
Ут; И 10 Уп; 1 Пул, т; —1 р п;-—1 
1 уп; ]пу Ш ый т М 
Ув: ]п У 


Уп; —1 


5 к 2=— 
"1-1 11—21 стремится к нулю, если 
У У 


т; п: 


Заметим, что произведение 


п 
У 


ты 
“:—— стремится 
У 


стремится к единице или к нулю. В случае, когда 
ы 


558 А. 0. ГЕЛЬФОНД и И. И. ИБРАГИМОВ 
к конечному пределу, дробь 
Ум 1 п мы те [4 (41-6) ] 
Ут м Ут: С "т; 


п т У ]п Ух 


стремится к нулю. Таким образом, из неравенства (45’) следует, что 


Е пт; в = 1 ев 
Ш = или и, ЗУ, 


т п; 1 


и неравенство (26) принимает вид: 


Уп; со Уп У; Е 
[1 (2) | < > > (Ул — ие 1) 9, быт < 
<У (У — 4) "Уп (и: н) <е», (46) 


п=п; 


ГДе г, > О-—-сколь угодно малое число. 

Из неравенства (43) и (46) следует, что }(2) =0 

Примечание. Из теоремы 1 следует, что при известных огра- 
ничениях на у, существует целая функция порядка р, удовлетворяю- 
щая условиям теоремы ТУ. 

6. Допустим, что числа у, образуют арифметическую прогрессию 


у, = рз—1 и [(2)— целая функция порядка 1 типа 1, удовлетворяющая 
условиям: 


2-1) (а)=0 (:=4,2, 3,...), 1 (0)=0 ®+р8—14), 


где а— произвольное действительное положительное число; В этом 
случае ](2) представляется интегралом 


хо а Ху-1 Ху. 1 
| } И а \ К (х.,) 4х, ат, ... ата 
0 ху 0 


Отсюда следует, что для всех значений х, находящихся на отрезке 


[0, а], 


|1 (2) |< пах | ^^? (2) | шах |7, (47) 
0=х<а <х<а 
где 
ы 38 11 ть 
м С %-— 
с ее ры \ а = ‘а а ——- 


Заметим, что для шах |/,| справедливо неравенство 


0<х<а 
Хуа 
а*` 1 х о 
шах |1, = > шах И 4х, 4х, ... ту, = 
08х<а $11 0=х=а‘ |] 
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1=2 
р У = № 
А Ну о вым в = 
в б 0 


Таким образом, неравенство (47) принимает вид 


а*\ 


(5) 
а еее №) 
В силу формулы Стирлинга 
‘ 
1вИ=Ивё-Е-о(1), 
очевидно, что 
К=1 8=1 К=1 
Ш П (Ук — Ук)! = о ам) > (Ук) Но (в) = 
К=$ $=К = 
к=1 | 
= 2, РШр— (ре— 1) +0 (5) = р шрр— (8—1) +0 (5) = 
К=$ ' 
= р [(шр—1) +0 ($}], 
откуда 
К р 10-2 
о Вани 
№ (49) 


Далее, вследствие того что } (2) есть целая аналитическая функция 
порядка 1 типа Г, 


3—1) 
шах |1 °) (2) |< 4-е)”, (50) 
0<8х<а 
где =— достаточно малое положительное число. 
Таким образом, в силу (49) и (50), неравенство (48) представится 
в следующем виде: 


| |988 (|. (42)? < [° +) #8 
И ее 


Отсюда видно, что при достаточно большом $ |}(2) | будет сколь угодно 


малым для всех д, лежащих на отрезке (0, а), если только а<^ . 


Итак, мы пришли к следующему заключению: 
ТЕОРЕМА У. Целая функция } (2) порядка 1 типа 1, удовлетворяю- 
щая условиям 
[2-1 (а)=0 ($=1,2,3,...), [(0)=0 (п+р-1), 
тоокдественно равна нулю, если только а < Г. : 
и 


7. Заметим, что условие а < - нельзя заменить условием а < + = 


> 


«< 1, при достаточно больших р. 
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Обозначим через ®,, ®,,...,®, корни из единицы степени р, где 
р— целое положительное число, и Он функцию 
а 15 фк е®=". (51) 


Очевидно, | (2) является целой р порядка 1 типа Г, и кроме 
этого, удовлетворяет условиям: 
ее 1 Ё 
Ко (0) ТУ [1 а 
Р 1 при $1 = Лк. 


к=1 
Дифференцируя в о рЕ—1 раз, находим 


р со 
ре К? 1 «ка еее 


г 
откуда при помощи подстановки „> ри получаем 


(рк- 1) (Ир! и) = 1 4 ир [1 (21 пр а. 
кии (Уи) 1+ Ни? ВР? + 
Введем обозначения: 
РИ О 
= ИР =“ 
о. СР)!” 7 (ВР т 
Заметим, что при достаточно большом р 
0, 223 
Я [В ВЕ 
есть достаточно малое число для всех конечных значений о. Следо- 
вательно, самый близкий к началу координат корень уравнения 
1ь (1-9 (®)) = 


асимптотически равен —1. Тогда 
2 т: 
ие Р. р 
будет самым близким к началу координат корнем производной 


> Е 
А (у р! и) и поэтому 


= В | 2| Е 
является самым близким к началу координат корнем производной 
КРк-1) (2) от нашей функции ] (2). 
Таким образом, функция ] (2), представленная формулой (51), удо- 
влетворяет условиям: 
|”) (а) =0 при п=рё—1, 
|”) (0) =9 при п =Е рЁ--1 


Пе =4. 
Р 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
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А. Н. КОЛМОГОРОВ, А. А. ПЕТРОВ и Ю. М. СМИРНОВ 


ОДНА ФОРМУЛА ГАУССА ИЗ ТЕОРИИ МЕТОДА 
НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 


Статья содержит уточнение некоторых оценок из гауссовской 
теории метода наименьших квадратов. 

В $ 39 гауссовсвой ТВеота сом па 011$ оЪзегуамопит еггог1из п 
пи офпох1ае вычисляется средняя квадратическая ошибка, совер- 
шаемая при замене ры на 

Мо МАНА... 


ПО НЫ 


Гаусс устанавливает, что эта средняя квадратическая ошибка равна 


И [р У (нет +...)9) |. (1) 


В $ 40 Гаусс извлекает из формулы (1) более простые оценки ин- 
тересующей его средней квадратической ошибки. Эти оценки он осно- 
вы вает на неравенствах 


< \ (а® + 6В--су-+...)*) < т. (2) 


По какому-то недосмотру Гаусс не заметил, что верхняя из оце- 
нок (2) может быть заметно усилена и неравенства (2) могут быть 
заменены неравенствами 


00 


РУ (вает +...) <. (3) 


п 


Из-за этого недосмотра выводы $840 оказались неожиданно слабыми: 
нижняя оценка, предлагаемая Гауссом для исследуемой им средней квад- 
ратической ошибки. оказывается в некоторых случаях даже отрица- 
тельной. 

Нашей задачей является цоказательство неравенств (3) и устано- 
вление того обстоятельства, что они не могут быть усилены. 


8 1. Постановка задачи 


Мы начнем с краткого изложения задачи в современных обозна- 
чениях, примыкающих к статье А. Н. Колмогорова (*). 
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Пусть величины 'у,„,а, и. х;,, где р=1,2,..., М. 2=4,0,...,п: 
п < М, удовлетворяют М уравнениям 


Ув== м Чт. (4) 


1=1 


Величины 1; предполагаются известными точно, вместо же величин у, 
предполагаются заданными величины 


Т- = У, + А», (5 
где АД,—взаимно независимые случайные величины, для которых 
М (4,)=0, М (Аг) —58. 1 М (4:) = (6) 


{М есть знак математического ожидания). Матрица |х;.|| предпола- 
гается имеющей ранг п. 

В указанных предположениях метод наименьших квадратов реко- 
мендует принимать в качестве приближенных значений неизвестных 
величин а; значения &;, определяемые из условия 


х (»-> ть )` = пит. (7) 


Решение поставленной таким образом задачи, как известно, одно- 
значно и имеет вид 


м 
в; = № НТ (8) 


т=1 


Коэффициенты и, в формулах (8) имеют следующий геометрический 
смысл: в №-мерном пространстве векторы 


= (ин, и, ... ик), Е ..-)П, 
образуют биортогональную систему к векторам 
т: = (ты, Я, о Ч ао 4 


Это значит, что векторы и, и,,..., и, однозначно определяются сле- 
дующими условиями: они лежат в линейном п-мерном подпростран- 
стве Г, определяемом векторами х,.2,,...,т,, и удовлетворяют ус- 
ловиям биортогональности: 


— |7) е | И (9) 
т @ т = ви — ас 
: 0, при &=. 


Полагая 
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М 
Я 
глав 2] (10) 
2—1 
где 
.=1,— У: ть, (11) 
имеем й 
М (5) = $°. (12) 


Задача Гаусса, указанная в начале нашей статьи, заключается в опре- 
делении 


0* (5*) = М (5*— $*)?. (13) 
Гауссова формула (1) в наших обозначениях записывается так: 


14— 54 М — 354 
№М—п (М№М—п) 


в (Яны, )* 15) 


#2 1=1 


2: (*) = (п— 9), (14) 


где 


8 2. Оценка © 


Выражение (15) имеет простой геометрический смысл. Именно, 
если обозначить через 


проекцию единичного координатного вектора е; в пространство 7 ИУ) 
М М М х 
о Уев=Х [Хе |. (16) 
т=1 Ей бай 


В самом деле, проекция 2“ любого вектора 2 в пространство Г. может 
быть записана в виде 


% 
2" = Ут. 
=1 
Вычисляя скалярное произведение (2и;), получим, в силу (9), 
+ 
(2щ;) = (2'и;) = с. 
Если 2=е,, то последняя формула дает с, =и;,. Поэтому 
м 
* 
ее > Ей (17) 


1=1 


или в координатной форме 


п 
е„; = м Ик. (18) 


1=1 
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Вполне аналогично получим 


0} —= У Хи, Ты 
ф=1 
ея — № 2. (20) 


И 


Из (18) и (20) вытекает 


№ У т п п 
е' | == № (2) = № р — (и. Тит ик) = № ИтТуе. (21) 


К=1 К=1 1=1 7] =1 1=1 


Равенство (21) в соединении с (15) непосредственно приводит к (16). 
Введем теперь в нашем /Л-мерном пространстве новую ортогональ- 
ную систему координат, расположив первые п осей в простран- 
стве Г, а остальные ЛМУ— п выбрав ортогональными к этому простран- 
ству. 
Пусть в новой системе координат векторы @е, представятся в 
виде 


е—= (1, а: ...) 9;м). 


Очевидно, что в этой системе ксординат 


* 
Оби зоо, Кобо 


Поэтому 
е=У (3%). (22) 


Матрица ||9,,|| ортогональна. Легко заметить, что никаких других 
ограничений на вид этой матрицы общая постановка нашей задачи не 
накладывает: при надлежаще подобранной матрице ||5;.| ранга в 
можно достигнуть того, что матрица ||®,,| будет произвольной орто- 
гональной матрицей. 

Таким образом, проблема оценки возможных значений может быть 
поставлена так: какие значения может принимать при п < М выра- 
жение (22) для ортогональной матрицы М№-го порядка? 

Так как 


у От < > Эль =4, 
К=1 


то всегда 


(> о.) < х тк. 
К=1 к=1 


ОДНА ФОРМУЛА ИЗ ТЕОРИИ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 565 


Поэтому из (22) вытекает 


м п 
< р У окт, 


т=1 К=1 


В установленном таким образом неравенстве 
О<п (23} 


знак равенства достигается, если матрица ||®,,. || единичная: 


Як = ель. 


С другой стороны, так как всегда 


#0» 


Е! 


то из (22) вытекает 


ИЯ п 
1 о 
5 (Я 3)". 
1 К 
В полученном неравенстве 


В (24) 


знак равенства тоже достижим при любых М№ ип < №, как это было 
установлено по нашей просьбе А. И. Мальцевым (его заметка по этому 
поводу печатается на стр. 567—568). 


8 3. Выводы 
В $2 установлено, что 
2 
т<9<п (25) 
и обе указанные в (25) границы достигаются. Для оценки 0* (5*) от- 
сюда получается, в силу (14), 
Л п Г) 354 27а *— 5* р бт 
т: Е В (26) 
а 354— 
= И (5) < ео (© - =Р), если ^— 35 < 0, 
причем указанные в г. границы достигаются при любых М ип< М 
в некоторых частных случаях. 
Если /*—35“=0, то из (26) получается известная для случая нор- 


мального гауссовского распределения ошибок А, формула 


рн. (27) 


7 
Если отношение -у стремится к нулю и 1 —$>0, то асимитоти- 


чески 


Р? (с*) — а й (28) 
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п 
В мемуаре Гаусса вместо этого при лу стремящемся к нулю, указаны 
для 0 (с*) лишь асимптотические оценки 
214—454 25% 


Маю Ми 
Заметим еще, что в вырожденном случае ]* = 5* (случай /* < 5*, как хо- 
рошо известно, невозможен) из (26) получается 


21.54 
8 (*) = М(—п) . (29) 
Поступило 
5. М. 1947 
ЛИТЕРАТУРА 


+: Колмогоров А. Н., К обоснованию метода наименьших квадратов, Успехи 
математических наук, т. 1, вып. 11 (1946), 57—70. 
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ЗАМЕЧАНИЕ К РАБОТЕ А. Н. КОЛМОГОРОВА, А. А. ПЕТРОВА 
и Ю. М. СМИРНОВА «ОДНА ФОРМУЛА ГАУССА ИЗ ТЕОРИИ 
НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ» 


(П редставлено академиком А. Н. Колмегоровым) 


В указанной работе ищется максимум и минимум величины 


где ©,„‚— элементы вещественной ортогональной матрицы степени 
М п< №). 
Согласно (24), величина ® окажется минимальной, если все суммы 


т 


©”. будут равными. В связи с этим авторы указанной работы обра- 
К=1 


тились ко мне с вопросом: существует ли вещественная ортогональ- 
ная матрица 9* степени №, у которой сумма квадратов первых п эле- 
ментов в каждом столбце одна и та же (М, п произвольны, 
п< №)? 

Вопрос, очевидно, равносилен следующему: существует ли прямо- 
угольная вещественная матрица А с п строками и М столбцами, строки 
которой ортогональны, сумма квадратов элементов каждой строки рав- 
на 1, а сумма квадратов элементов каждого столбца одна и та же и, 
следовательно, равна м? Пример матрицы А строится ниже: 

Если матрица ©” при некоторых п,/М существует, то, располагая 
ее строки в обратном порядке, мы получим ортогональную матрицу 9, 
у которой сумма квадратов первых /М— п элементов каждого столбца 


1 
будет одна и та же. Поэтому можно считать, что п<5 М. В случае 
п=^ М№ в качестве А можно взять пару каких-нибудь ортогональных 
а 
матриц степени п, умноженных на у и поставленных рядом. Таким 


а 
образом, можно предполагать, что п < 5. 
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Заметим еще, что для каждого т существует по меньшей мере 2" 
взаимно ортогональных строк длины 2", все элементы которых равны 
+1. Действительно, при т=41 эти строки будут 1,1 и 1, —1, а если 
для т=$—1 искомые строки найдены и расположены в виде матри- 


пы 
Р-Р 


Построение матрицы А можно осуществить теперь следующим об- 
разом. 


Представим М в форме 


цы Р, то строки матрицы | | будут искомыми при т= $. 


Мо... 2 Ото. 
Пусть 


ее а ро АР 


Разобьем столбцы А на группы из 2""*,...,2”, р столбцов, а строки 
соответственно на группы из 2", 2" — 271, ... 2" — 2751, п— 2" 5 строк. 
В результате матрица А разобьется на клетки А,;; (1,] =1,2,...,5--1). 
Клетки 4,.,..., А). и клетки А, ...,..., Аа: Заполняем числами 
-= 1 так, чтобы строки, стоящие друг под другом, были ортогональны. 
Согласно замечанию, это сделать возможно. Остальные клетки А за- 
полняем нулями. Теперь элементы А; умножаем на некоторые числа 
а, а элементы А; —— на часла В;(1=1,...,5] =1,....$-). 
Очевидно, при любых а,;, В; строки матрицы А останутся ортогональными 
и нам надо только добиться, чтобы сумма квадратов элементов в каж- 
дом столбце была т а в каждой строке 4. Условия относительно столб- 
цов дают 

2 п 


71 — ста, 


ок. п че и 
бы (эта — т) М 2962 8 — (оту потУт) м ) (1) 


Н.Н" Виан. (2) 
Аналогично, условия относительно строк дают 


от 


рН =Афт, = В Вне 4 (2=25..,5). (3) 


У опти № ) 


1 
Так как п<-М, то правые части в (3) положительны и, следова- 


тельно, вещественные значения для В; найти возможно. 


Равенство (2) вытекает из (1), (3) и на а,, В; новых ограничений 
не накладывает. 


Поступило 
5.У. 1947 
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ НА СУММУ ПОЧТИ НЕЗАВИСИМЫХ ВЕЛИЧИН, 
УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ ЛИНДЕБЕРГА 


(П редставлено академиком С. Н.. Бернштейном) 


В статье приводится обобщение леммы С. Н. Бернштейна о при- 
ложимости предельной теоремы к сумме почти независимых величин, 
удовлетворяющих условию Ляпунова, на суммы аналогичным образом 
связанных величин, удовлетворяющих условию Линдеберга. 


В своей работе «Зиг Гех{епз1оп аа богёте Пшие 4иа са]си! 4ез 
ргофар 163 аах зоштез 4е даю 166з 4брепдапцез» * С. Н; Бернштейн 
доказал следующую основную лемму о приложимости предельной 
теоремы к суммам произвольно ‹вязанных величин, которые он назвал 
почти независимыми: 


ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Пусть 


= и... и, Мз о. о = В), 
м. о. им. о, и --... м, о. ил = Вь 


(для простоты письма полагается, что м. о. и; =0); 

о Если, каково бы ни было множество уже известных величин 
и, и,,...,И::, отклонения, испытываемые математическими ожида- 
ниями и; и и], не превышают соответственно а; и В; и в то же время 
математическое ожидание | и; остается меньше с, то’ вероятность 
неравенства 


2. У В» < 5, «АУ В» 
имеет предел 
21 72 
1 Яр 
— 42, 
уз е 2 


* Ма. Аппаеп, 97 (1926), 41—59. 


$ Известия АН, серия математическая, № 6 
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если 


ъ 
Ух“ 
=! 


Ув» В» з 


в 
в 


т=1 | 


1 
стремятся к нулю вместе с —. 


В настоящей работе указанная лемма обобщается на случай Линде- 
берга, который не предполагает существования третьих моментов. 
Рассмотрим сумму зависимых величин 


5=4,-1,-+---- 2 


(для простоты письма полагаем, что м. 0. х,=0, К=1,2,..., п) 
и обозначим через В„ дисперсию суммы 


В, =м. 0. (2. +т.+... +2), 


через В,„— сумму дисперсий слагаемых, равную сумме математических 
ожиданий квадратов 


ъ 
В, =м.0. мм. о. 2... М. 0. 1% = ру 5, 
К-1 


через Р,(5)—апрьорный интегральный закон распределения х,, а через. 
Рк (5) — любой условный интегральный закон распределения х,, когда 
имеются те или иные сведения о значениях, которые приняли пред- 
шествующие случайные величины 2,, т,, ..., т; _. 

Введем в рассмотрение «априорный остаток дисперсии» 


(= \  2*аРк(а) (1) 
91><У Ви 
К-ой случайной величины, нормированной квадратным корнем ИВ, ИЗ. 
суммы дисперсий всех слагаемых, а также «условный остаток дис- 
персии» 
пони } оаАаЕЕ ({’) 
4>3У В 
Будем называть априорным условием Линдеберга соотношение 


в 


Пи р ГлА (<) =0, (2) 


справедливое для любого * 5. а условным или апостериорным усло- 
вием Линдеберга — аналогичное гоотношение 


со 


па № тик (®)==0, (2) 
к=1 


справедливое для любого т > 0. 
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Бесконечное множеслво апостериорных условий Линдеберга (2’) 
можно заменить одним условием, если ввести верхний остаток 


— 1 у 
Глк ОЕ: зир | \ 2`аЕк (е) } ; (1”) 
2]>3У Ви 
тогда условия (2) и (2’) заменятся условием 


Па > Е (<) = 0 (2”) 
К 


И—со 
для любого < >0. 
Ясно, что 
РАК (<) Ри (<), Г лк (<) < р (*), 
поэтому из (2”) следует (2) и (2’). 
Наконец, введем в рассмотрение максимальные изменения м. 0. 2, 


и м.о. 2% в зависимости от тех значений, которые приняли 
х.,2,,..., Ха, а именно: 


кун 
(напомним что \=аРь ()=0)) и 
Вк = зир | \ 2°аЕ\ (1)— \ д? ае, (2) |} | 


В условиях Линдеберга (2”) можно доказать следующую предельную 
теорему. 
ТЕОРЕМА. Если выполнены условия 


Пт У тик (<) =0 для любого *>0, (2”) 
%— со и 
У У 
о о 
г —0 при п->® (4) 


равномерно относительно К, то при п-—>со вероятность неравенства 


ИВ < а 1,+... +, < вы УВ, (5) 


стремится к пределу 


Доказательство. 1°. Как показал С. Н. Бернштейн в вышеупомяну- 
той работе, при соблюдении первого из условий (3) справедливо соот- 
ношение 

В/ 
а — =4. (6) 


п —со Ви 
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Поэтому в неравенстве (5) можно В, заменить на В»; таким образом, 


если мы покажем, что при п-> © 
12 


Руки. Ши сЬ ИВ} >= не" 


то теорема будет доказана; докажем это последнее утверждение. 
20. Для доказательства теоремы достаточно показать, что характе- 


ЖЕ 2. - Еж 
ристическая функция суммы ето ВБИ при Пп-—> со стремится 
а 


12 


ке?,т. е. к характеристической функции закона Гаусса 
х Е 
= \ е а, 

Е 


равномерно в любом конечном интервале |2| < Т. 
Рассмотрим сначала характеристическую функцию А-го слагаемого 


Не: +\е У а (7) 


вычисленную в предположении, что 7,,2,,...,т,_. приняли произволь- 
ные значения (или вообще о всех них или о их части стали известны 
какие-то сведения); это обстоятельство отмечено штрихом. 

Интеграл в формуле (7) разобьем на две части: 


#(ув)=4+ ыы У: 1) ау (8) } (е 7—4) а; (а) 
$ |х|><И Вл` х|<<И Ва 


и каждое слагаемое будем оценивать отдельно: 


= 
| \ (е У — 1) 481) |<2 \ ЧР (1) < ра \ 22аР!(т) = 
>И в а. #>3И в 
= тк (<< Рак (<), 


\ е#8* ато и \ саЕ; (2)— 


. УВ, в: 
х|< Ув» | х<=И В» 
РН \ хак (21) + \ а аЕ 
28, в к у У +5) х (2); 
к <<У вх <= У Вы 


каждый из трех последних интегралов опять требует своей оценки: 


ге \ _ 248; |-| у . хаЕ; ( (|= \ \гаю(®— 


<<< Ви м Е. 
-7Е % гар} (6) |<) [гар } зар бо [< 


>< Вя <> И ви 
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: в а |1 АЕ. 
< ав ‚. у ав) и т. 
м >*И в. йе 
Палес, 
Ри зар’ р и р й 
28» ) =“ аРь (р) == 28 \ эаЕк (2) 59’ \ о а) = 
= «У в. г веси и 


| 


— = ‚\ 2 ЧЕ, (®) + | зв о 


г р / 2 ’ 
2. \ 2*аЕ (г) | + Рик (<), 


или 
РИ #2 С 2? аг’ о. $2 а 12 ‚ ‚ 
2В» \ к(2) = — 2. ав: ВЕ 5 пак (<), 
51<3У Ви 
где 
и = ` 
1Вк| < В д) ГЕ (<) < тк (<). 
Цля оценки последнего интеграла заметим, что 
в : а к И 
е 1. их и р" В 
УВ,  2Вь 31 Вий Е 
п % Зи В 
поэтому 
т 


23 | | , > [= р < 

_ ИР УЕ 
ее #3 и } ги 
в. о Но, \ 2*аГ, (1) НУ м д? 4Ёх (2) —- 


где |Вк| < В,. Итак, 


й | и = 
Г. А + Г) 
УЕ. > В Г. 
где 
р р бк 18| - . р № 2 - 
Е оо. 
т Е з и о 
$1 #8 [1 ие ше ВА # 2 й ГЕ | А | 9% 
РЕАСЕА ла ке ъи и т! есь в 7 Й т 1 зу пи 
=. 31 В» я И 1 4 а == И ( ) р | УВ’, Е 
З 


короче говоря, если т Достаточио мало, а П достаточно велико, то 
т, 


я бе. ‘сколь угодно мала, если , и р Т. 
Е=! 


в Преяздо чем перейти к дальнейшему, сделаем одно замечание 
о вычислении условного матемагического ожидания, играющего роль 
при вычислении математического ожидания произведения зависимых 
величин. 
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ААА ААА А ——дАдАы_дАыы_—_—д—— 


Пусть м. о..у=В--0(2), где В от х не зависит; 
м. о. (29) =м. о. [х. м. 0.,у] =м. о. [2(В-8(+))] = 
=А.м. о. 2-м, о. 20 (1). 
Если |8(2)| <=, а |5; < С, то |м. о. [28(5)] | < Се. 
459. Обозначим через С„ характеристическую функцию суммы 


— ‚ так что 
Ув» 
т-1 ” |: 
Я : и _ 
ГИ = т 
= В Ви :. АВ 
Св=м о (е р ь т: у о. : (1 я #)+ 
я 
Е Е 
в. 
й х Ув, я 2 е 
ем: о. ее Е = Ст (1 И =) $°», 
где |6, <|Уи|. Здесь использовано замечание 3”, роль х играет 
Е хт 
/ 1—— 
ну Ув» : в. 
ен: ‚ роль у играет е ". В частности, 


и. = 
ыте-ржо-то НЫ 


++ (1 -> и мы 


Два последних слагаемых можно представить в и виде: 


(ув) ычь= (1-8) (1- ти): ы ты 


Вообще обозначим 


Е®=П (1-5); (8) 


К=1 
тогда получим 

п 
ея 2% 9) 
И: И т-Н ст Ех | ( ) 

К=1 

Пусть, теперь, 
|1 < 7; (10) 
Е 

тогда, если п достаточно велико, то, в силу (4), т < 1 при всех 


Е=1,2,..., п. Поэтому, если к <т, то Ев< Е, и, ЕН 


ъ 
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‘причем 


т» Ук |. 


К=1 


п" Е т 

ть Еп 

в Е ^ <У р: 
к-1 к=1 


Следовательно, 
п 
|С„—Е„|< У [Ук 
к=1 


а последняя сумма, как мы уже заметили, при соблюдении усло- 
вия (10), фиксированном Т, достаточно малом т и достаточно большом 
п будет сколь угодно мала. Таким образом, 


. т т " ® и 
ш Е, =» ш (15% )=-5+0 т ви 
К=1 Е=4 
но 


Ь; 
где „= тах; в силу же (4), р, —>0 при п-> оо. Следовательно, 
ВИ 22 . Е 2 
аи О 
Е. п — со ы 
где = —>0 при и —> э*. Но при *>0 ип->< (п выбирается после 
выбора т) 
С,—>Е,. 
Таким образом, 
12 
2т п б,=-—-, 


п-—>со " 
12 
Си-—е * при п о. 
Последнее обстоятельство завершает доказательство теоремы. 
Замечание. В двух последних пунктах доказательства целиком 
использован метод, изложенный в упомянутой работе С. Н. Бернштейна. 
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